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A b s t r a c t  
T h i s  t h e s i s  i s  f o c u s e d  o n  t h e  d e s i g n ,  a n a l y s i s  a n d  a p p l i c a t i o n  o f  a l g o r i t h m s  
i n  l i n e a r  c o d i n g  t h e o r y  b a s e d  o n  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  v e c t o r s .  A l g o r i t h m s  o f  
t h i s  t y p e  a r e  u s e d  t o  c o m p u t e  m a n y  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t s  o f  l i n e a r  c o d e s ,  t h e  
m o s t  i m p o r t a n t  o f  w h i c h  i s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  T h e  c o n c e p t  o f  c o m p u t a -
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a s y m p t o t i c a l l y  a n d  i n  t h e  p r a c t i c a l  r a n g e .  T h e o r e t i c a l  a n d  p r a c t i c a l  o p t i -
m i z a t i o n s  a r e  a l s o  d e s c r i b e d  f o r  i m p l e m e n t a t i n g  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m .  
N e w  a l g o r i t h m s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
q u a s i - c y c l i c  c o d e s ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a d d i t i v e  c o d e s ,  a n d  t h e  m i n i -
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w h i c h  f o r m  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  A  s u m -
m a r y  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  i s  g i v e n  a l o n g  w i t h  i m p r o v e m e n t s  w h i c h  y i e l d  r e -
d u c t i o n s  i n  b o t h  C P U  t i m e  a n d  m e m o r y  u s a g e .  A  c o m b i n a t i o n  o f  t h e o r e t i c a l  
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d i s c o v e r e d  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  s u r p a s s  p r e v i o u s l y  k n o w n  b o u n d s .  
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S y d n e y  U n i v e r s i t y ,  t o  w h i c h  I  e x t e n d  m a n y  t h a n k s .  I n  p a r t i c u l a r  I  w o u l d  
l i k e  t o  t h a n k  G e o f f  B a i l e y ,  C l a u s  F i e k e r  a n d  A l l a n  S t e e l ,  e a c h  o f  w h i c h  h a s  
s a v e d  m e  c o u n t l e s s  h o u r s  o f  t i m e  b y  h e l p i n g  w i t h  l a r g e  n u m b e r s  o f  s m a l l  
t e c h n i c a l i t i e s  o v e r  t h e  y e a r s .  
I  w o u l d  a l s o  l i k e  t o  e x t e n d  a  s p e c i a l  g r a t i t u d e  t o  M a r k u s  G r a s s l  a t  U n i -
v e r s i t i i t  K a r l s r u h e .  H i s  r e g u l a r  s u p p l y  o f  a d v i c e  a n d  c r i t i c a l  f e e d b a c k  h a v e  
c o n s i s t e n t l y  b e e n  o f  h i g h  q u a l i t y ,  a n d  h a v i n g  s o m e o n e  w h o  c o u l d  b e  r e l i a b l y  
t u r n e d  t o  a t  a  p o i n t  o f  c o n f u s i o n  h a s  b e e n  i n v a l u a b l e .  
L a s t ,  b u t  n o t  l e a s t ,  I  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  m y  p a r e n t s ,  w h o  h a d  t h e  e x -
t e n d e d  p r i v i l e g e  o f  h o s t i n g  m e  f o r  t h e  f i n a l  " m o n t h  o r  s o "  o f  m y  w r i t i n g  u p  
s t a g e .  M a y  o u r  r e l a t i o n s h i p  o n e  d a y  r e c o v e r .  
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8 . 6  C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  2 0 8  
8 . 7  E v a l u a t i n g  t h e  S e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  C r y p t o s y s t e m  .  2 1 0  
8 . 8  S u m m a r y  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .  2 1 2  
9  B e s t  K n o w n  L i n e a r  C o d e s  D a t a b a s e  
9 . 1  H i s t o r y  o f  t h e  T a b u l a t i o n  o f  B e s t  K n o w n  B o u n d s  
9 . 2  E x i s t i n g  D a t a b a s e s  o f  C o d e s  .  .  .  .  .  .  
9 . 3  A  B e s t  K n o w n  L i n e a r  C o d e s  D a t a b a s e  
9 . 3 . 1  T h e  S t r u c t u r e  o f  t h e  D a t a b a s e .  
9 . 3 . 2  B a s i c  R e c u r s i v e  C o n s t r u c t i o n s  
9 . 4  C o n s t r u c t i n g  S e e d  C o d e s  .  .  
9 . 4 . 1  T r i v i a l  C o n s t r u c t i o n s  .  
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2 1 4  
·  2 1 5  
·  2 1 7  
·  2 1 8  
·  2 1 8  
·  2 1 9  
·  2 2 0  
·  2 2 3  
9 . 4 . 2  B C H  C o d e s  .  .  
9 . 4 . 3  G o p p a  C o d e s  .  
9 . 4 . 4  R e s i d u e  C o d e s .  
9 . 4 . 5  C y c l i c  a n d  C o n s t a - C y c l i c  C o d e s  
9 . 4 . 6  Q u a s i - C y c l i c  a n d  Q u a s i - T w i s t e d  C o d e s  
9 . 4 . 7  S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  .  .  
9 . 4 . 8  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  . . . . .  .  
9 . 4 . 9  G e n e r a l i z e d  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s .  
9 . 4 . 1 0  C o n c a t e n a t i o n  . . . . . . .  .  
9 . 4 . 1 1  G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n  .  
9 . 4 . 1 2  C h a i n s  o f  C o d e s .  
9 . 4 . 1 3  C o n s t r u c t i o n  X  .  .  .  .  .  .  
9 . 4 . 1 4  C o n s t r u c t i o n  X X  . . . . .  
9 . 4 . 1 5  C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
9 . 4 . 1 6  S p o r a d i c  C o d e s  . . . . .  .  
9 . 5  N e w  C o n s t r u c t i o n s  . . . . . . .  .  
9 . 5 . 1  U s i n g  C h a i n s  o f  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s .  
9 . 5 . 2  A  N e w  P u n c t u r i n g  C o n s t r u c t i o n .  
9 . 6  I m p l e m e n t a t i o n  D e t a i l s .  
9 . 7  U s e r  I n t e r f a c e  . . . . . . . . . . . . . .  .  
C o n c l u s i o n s  
A  S e e d  C o d e s  f o r  t h e  B K L C  D a t a b a s e  O v e r  I F 2  
B  S e e d  C o d e s  f o r  t h e  B K L C  D a t a b a s e  O v e r  I F 4  
C  N e w  C o d e s  f r o m  C h a i n s  o f  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
D  N e w  C o d e s  O b t a i n e d  U s i n g  S p e c i a l  P u n c t u r i n g s  
E  B r i e f  O v e r v i e w  o f  t h e  M a g m a  L a n g u a g e  
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·  2 2 3  
·  2 2 5  
·  2 2 5  
·  2 2 6  
·  2 2 7  
·  2 2 8  
·  2 3 1  
·  2 3 1  
·  2 3 1  
·  2 3 3  
·  2 3 6  
·  2 3 7  
·  2 4 0  
·  2 4 1  
·  2 4 3  
·  2 4 3  
·  2 4 3  
·  2 4 5  
·  2 4 9  
·  2 4 9  
2 5 2  
2 5 4  
2 8 4  
3 0 0  
3 1 2  
3 1 6  
P r e f a c e  
T h e  m o s t  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  o f  a  l i n e a r  c o d e  o v e r  a  f i n i t e  f i e l d  i s  i t s  m i n i m u m  
w e i g h t ,  w h i c h  g i v e s  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  c o d e ' s  e r r o r - c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t y .  
A l t h o u g h  d e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e  h a s  b e e n  p r o v e n  
t o  b e  a n  N P - h a r d  p r o b l e m ,  e f f i c i e n t  w a y s  t o  c a l c u l a t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
a r e  v a l u a b l e  t o o l s  i n  t h e  s t u d y  o f  c o d e s .  
A  c e n t r a l  o b j e c t i v e  f o r  t h i s  t h e s i s  i s  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  m e t h o d s  f o r  
d e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a n d  o t h e r  r e l a t e d  p r o p e r t i e s .  F o r  a  g e n e r a l  
l i n e a r  c o d e ,  a l l  k n o w n  a l g o r i t h m s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  r e l y  
o n  e n u m e r a t i n g  s o m e  s u b s e t  o f  c o d e w o r d s .  T h e  d e s i g n ,  i m p l e m e n t a t i o n  a n d  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  f o r m  t h e  s u b j e c t  m a t t e r  
o f  t h e  t h e s i s .  
E n u m e r a t i o n - b a s e d  c a l c u l a t i o n s  a r e  u s e d  h e a v i l y  i n  c o m p u t a t i o n a l  c o d i n g  
t h e o r y ,  s o  i t  i s  v i t a l  t h a t  t h e s e  a r e  p e r f o r m e d  w i t h  m a x i m u m  e f f i c i e n c y .  T h i s  
t h e s i s  p u r s u e s  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  e n u m e r a t i o n - b a s e d  m e t h o d s  o f  c a l c u l a t i n g  
i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  o f  c o d e s .  B o t h  d e t e r m i n i s t i c  a n d  p r o b a b i l i s t i c  a l g o -
r i t h m s  a r e  c o n s i d e r e d ,  s i n c e  t h e  u n d e r l y i n g  c o n c e p t s  o f  e a c h  a r e  v e r y  s i m i l a r .  
A l t h o u g h  i n  m o s t  c a s e s  t h e  a s y m p t o t i c  c o m p l e x i t y  c a n n o t  b e  r e d u c e d ,  i n  
p r a c t i c a l  c a l c u l a t i o n s  t h e r e  a r e  s u b s t a n t i a l  s p e e d - u p s .  
F o r  l i n e a r  c o d e s  o v e r  f i n i t e  f i e l d s ,  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  e x i s t i n g  a l g o r i t h m  f o r  
d e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  i s  a n  u n p u b l i s h e d  a l g o r i t h m  o f  B r o u w e r ,  
s u  b s e q u e n t l y  m o d i f i e d  b y  Z i m m e r m a n n .  H o w e v e r ,  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h i s  
a l g o r i t h m  h a s  n e v e r  b e e n  a n a l y z e d .  U s i n g  t h e  c o n c e p t  o f  c o m p u t a t i o n a l  w o r k ,  
o r i g i n a l  a n a l y s i s  w i l l  s h o w  t h a t  a s y m p t o t i c a l l y  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m  i s  e x p o n e n t i a l l y  f a s t e r  t h a n  a  f u l l  e n u m e r a t i o n .  A n a l y s i s  i n  t h e  
p r a c t i c a l  r a n g e  a l s o  i d e n t i f i e s  w h i c h  v a r i a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  y i e l d s  t h e  
b e s t  p e r f o r m a n c e  f o r  a  g i v e n  c l a s s  o f  c o d e s .  
B o t h  a l g o r i t h m i c  a n d  p r a c t i c a l  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  o r i g i n a l  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a r e  g i v e n ,  a l o n g  w i t h  a  f a s t  i m p l e -
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m e n t a t i o n .  A  k e y  p r a c t i c a l  i m p r o v e m e n t  i s  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  a  n e w  m e t h o d  
f o r  p a c k i n g  v e c t o r s  o v e r  n o n - b i n a r y  r i n g s  a n d  f i e l d s ,  f a c i l i t a t i n g  m u c h  f a s t e r  
v e c t o r  o p e r a t i o n s .  T h i s  h a s  l e a d  t o  a  s p e e d  u p  b y  a  s c a l a r  f a c t o r  o f  o v e r  1 0  i n  
v e c t o r  a d d i t i o n s ,  m a k i n g  t h e  s p e e d  o f  n o n - b i n a r y  c o m p u t a t i o n s  c o m p a r a b l e  
t o  t h a t  o f  b i n a r y  c a l c u l a t i o n s .  
T h i s  i m p l e m e n t a t i o n  i s  u s e d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  d a t a b a s e  o f  c o d e s  
h a v i n g  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s .  F o r  e a c h  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n ,  t h e  
d a t a b a s e  c o n t a i n s  c o n s t r u c t i v e  e x a m p l e s  o f  b e s t  k n o w n  b i n a r y  c o d e s  u p  t o  
l e n g t h  2 5 6 ,  a s  w e l l  a s  c o d e s  o v e r  I F  4  u p  t o  l e n g t h  1 0 0 .  T h e  t h i r t y - f i v e  t h o u s a n d  
c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d  u s i n g  a  w i d e  v a r i e t y  o f  t e c h n i q u e s ,  m a n y  o f  w h i c h  
r e q u i r e d  e x t e n s i v e  m i n i m u m  w e i g h t  c o m p u t a t i o n s .  
I n  t h e  p r o c e s s  o f  b u i l d i n g  t h e  d a t a b a s e ,  m a n y  n e w  c o d e s  w e r e  f o u n d  w h o s e  
m i n i m u m  w e i g h t s  s u r p a s s e d  t h e  b e s t  p r e v i o u s l y  k n o w n  b o u n d s .  S o m e  o f  t h e  
t e c h n i q u e s  w h i c h  y i e l d e d  s u c h  c o d e s  a r e  d e s c r i b e d ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  n e w  
c o d e  p a r a m e t e r s  a r e  l i s t e d .  
C e n t r a l  t o  t h e  a b i l i t y  t o  f i n d  n e w  g o o d  c o d e s  a r e  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m s  
f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  C y c l i c  a n d  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  a r e  t w o  
i m p o r t a n t  c l a s s e s  o f  l i n e a r  c o d e s  y i e l d i n g  m a n y  e x a m p l e s  w i t h  h i g h e s t  k n o w n  
m i n i m u m  w e i g h t s .  A  g o o d  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
a  c y c l i c  c o d e ,  d u e  t o  C h e n ,  h a s  b e e n  k n o w n  s i n c e  t h e  1 9 7 0 ' s .  H o w e v e r ,  t h e r e  
h a s  n o t  b e e n  a  c o m p a r a b l e  a l g o r i t h m  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  A  n e w  a l g o r i t h m  
i s  p r e s e n t e d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  w h i c h  
i s  u p  t o  7 0  t i m e s  f a s t e r  t h a n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
I t  i s  a l s o  s h o w n  t h a t  t h e  u n d e r l y i n g  c o n c e p t s  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  e m e r g i n g  f i e l d  o f  a d d i t i v e  c o d e s ,  f o r  w h i c h  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  i s  a l s o  a n  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t .  A d d i t i v e  c o d e s  a r e  n o n -
l i n e a r ,  w h i c h  i s  a n  i m p e d i m e n t  t o  t h e  u s e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m  s i n c e  i t  i n v o l v e s  l i n e a r  a l g e b r a .  T h e  c o n c e p t  o f  a  p s e u d o - g e n e r a t o r  i s  
i n t r o d u c e d ,  a l l o w i n g  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t o  b e  g e n e r a l i z e d  
t o  a d d i t i v e  c o d e s .  T h e  s p e e d - u p  a c h i e v e d  v a r i e s ,  b u t  c a n  b e  u p  t o  a  f a c t o r  
o f  1 0  o v e r  t h e  m e t h o d s  w h i c h  a r e  c u r r e n t l y  u s e d .  
A n o t h e r  i m p o r t a n t  e m e r g i n g  a r e a  o f  s t u d y  i s  q u a t e r n a r y  c o d e s ,  i . e . ,  l i n e a r  
c o d e s  o v e r  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  4 .  I t  i s  n o w  k n o w n  t h a t  m a n y  g o o d  
n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  c a n  b e  d e s c r i b e d  i n  t e r m s  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  w i t h  
h i g h  m i n i m u m  L e e  w e i g h t .  H o w e v e r ,  p r i o r  t o  t h i s  w o r k  n o  e f f i c i e n t  a l g o -
r i t h m  h a s  b e e n  a v a i l a b l e  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  o f  q u a t e r -
n a r y  c o d e s .  A  n e w  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  w h i c h  c o m p u t e s  t h e  m i n i m u m  L e e  
w e i g h t  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  e x p o n e n t i a l l y  f a s t e r  t h a n  t h e  b r u t e  f o r c e  t e c h -
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n i q u e s  c u r r e n t l y  e m p l o y e d .  O n  c o d e s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  f r e e  s u b m o d u l e s ,  
t h e  n e w  a l g o r i t h m  i s  s h o w n  t o  h a v e  e q u i v a l e n t  p e r f o r m a n c e  t o  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a p p l i e d  l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  o f  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y .  
T h e  m i n i m u m  w e i g h t  i s  n o t  t h e  o n l y  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  a  l i n e a r  c o d e  
w h i c h  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  c a l c u l a t e .  O t h e r  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  o f  c o d e s  i n -
c l u d e  w o r d  s e t s  d e s c r i b e d  b y  s p e c i f i e d  w e i g h t s .  A d a p t i o n s  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  ( a s  w e l l  a s  t h e  n e w  a l g o r i t h m s  f o r  a d d i t i v e ,  q u a s i -
c y c l i c  a n d  q u a t e r n a r y  c o d e s )  a r e  g i v e n  w h i c h  e f f i c i e n t l y  c o m p u t e  i m p o r t a n t  
w o r d  s e t s .  T h e s e  w o r d  s e t s  a r e  u s e f u l  i n ,  f o r  e x a m p l e ,  c o m p u t i n g  t h e  a u t o -
m o r p h i s m  g r o u p  o f  a  c o d e ,  a s  w e l l  a s  i n  c o n s t r u c t i n g  d e s i g n s .  
T h e  a n a l y s i s  o f  t h e s e  d e t e r m i n i s t i c  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  i s  t h e n  
e x t e n d e d  t o  a  c l a s s  o f  a l g o r i t h m s  k n o w n  a s  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  
a l g o r i t h m s ,  w h i c h  a r e  s t r u c t u r e d  s i m i l a r l y  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l -
g o r i t h m .  T h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  t h e  m o s t  e f f e c t i v e  k n o w n  a t t a c k s  o n  t h e  
l v ! c E l i e c e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m ,  a n d  a r e  e s s e n t i a l  f o r  d e t e r m i n i n g  i t s  s e -
c u r i t y .  H o w e v e r ,  t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  t h e s e  a l g o r i t h m s  i m p l y  d o e s  n o t  s e e m  
t o  h a v e  b e e n  f u l l y  i n v e s t i g a t e d .  
A f t e r  a  c o m p r e h e n s i v e  r e v i e w  a n d  a n a l y s i s  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s ,  s o m e  f u r -
t h e r  e x t e n s i o n s  a n d  a d a p t i o n s  a r e  m a d e  t o  a c h i e v e  i m p r o v e d  p e r f o r m a n c e  
( b o t h  i n  t e r m s  o f  r u n t i m e  a n d  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s ) .  E x p e r i m e n t a l  a t t a c k s  
a r e  c o n d u c t e d  o n  t h e  l v ! c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  d e f i n e d  b y  r a t e  t  l e n g t h  5 1 2  
G o p p a  c o d e s .  T h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  t h e s e  a t t a c k s  s u g g e s t  f o r  t h e  l v ! c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m  i s  t h e n  i n v e s t i g a t e d  a n a l y t i c a l l y  f o r  l a r g e r  k e y  s i z e s .  C r y p t o s y s -
t e r n s  d e s c r i b e d  b y  c o d e s  o f  l e n g t h  u p  t o  2 0 4 8  a r e  f o u n d  t o  b e  i n s e c u r e .  
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C h a p t e r  1  
I n t r o d  u c t i o n  t o  C o d i n g  T h e o r y  
S u m m a r y :  T h i s  i n t r o d u c t o r y  c h a p t e r  r e v i e w s  t h e  b a s i c  c o n -
c e p t s  a n d  i d e a s  f r o m  c o d i n g  t h e o r y  t h a t  a r e  r e l e v a n t  t o  t h e  t h e -
s i s .  L i n e a r  b l o c k  c o d e s  a r e  d e f i n e d ,  a l o n g  w i t h  i m p o r t a n t  c o n c e p t s  
s u c h  a s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t ,  t h e  d u a l  c o d e ,  i n f o r m a t i o n  s e t s  a n d  
a u t o m o r p h i s m  g r o u p s .  
T h e  c o n c e p t  o f  a  w o r k  f a c t o r ,  w h i c h  i s  e s s e n t i a l  t o  t h e  a n a l y -
s i s  c o n d u c t e d  t h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s ,  i s  i n t r o d u c e d .  F i n a l l y ,  t h e  
c o n s t r u c t i o n  a n d  p r o p e r t i e s  o f  s o m e  i m p o r t a n t  f a m i l i e s  o f  l i n e a r  
c o d e s  a r e  d e s c r i b e d .  
W h e n e v e r  d a t a  i s  t r a n s m i t t e d ,  w h e t h e r  a l o n g  a  s e r i a l  b u s  i n  a  c o m p u t e r ,  
a l o n g  a n  u n d e r g r o u n d  c a b l e  o r  t h r o u g h  s p a c e  t o  a  s a t e l l i t e ,  t h e r e  i s  a l w a y s  
t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e r r o r s  o c c u r r i n g .  C o d i n g  t h e o r y  i s  t h e  s t u d y  o f  t h e  m e t h o d s  
a n d  t e c h n i q u e s  o f  e n c o d i n g  d a t a  s o  t h a t  e r r o r s  c a n  b e  t o l e r a t e d  w i t h o u t  t h e  
l o s s  o f  i n f o r m a t i o n .  T h i s  i s  d o n e  b y  a d d i n g  r e d u n d a n c y  t o  d a t a  w h i c h  m e a n s  
i n c r e a s i n g  t h e  l e n g t h  o f  a  t r a n s m i s s i o n .  T h e  f r a c t i o n  o f  a  t r a n s m i s s i o n  w h i c h  
c o n t a i n s  i n f o r m a t i o n  i s  k n o w n  a s  t h e  i n f o r m a t i o n  r a t e ,  o r  s i m p l y  t h e  r a t e  o f  
a n  e n c o d i n g  s c h e m e .  
A c h i e v i n g  h i g h  d a t a  t r a n s m i s s i o n  r a t e s  m e a n s  i n c l u d i n g  a s  l i t t l e  r e d u n -
d a n c y  a s  p o s s i b l e ;  h o w e v e r ,  m a x i m i z i n g  e r r o r - c o r r e c t i n g  p e r f o r m a n c e  r e -
q u i r e s  l a r g e  a m o u n t s  o f  r e d u n d a n c y .  T h e  o p t i m a l  b a l a n c e  b e t w e e n  t h e s e  
t w o  c o m p e t i n g  d e m a n d s  d e p e n d s  o n  t h e  c o n t e x t ,  e s p e c i a l l y  t h e  t r a n s m i s s i o n  
c h a n n e l  o v e r  w h i c h  d a t a  i s  t o  b e  s e n t .  I n  t h e  c a s e  o f  c o m m u n i c a t i o n  o n  a  
c o m p u t e r  m o t h e r b o a r d ,  r e t r a n s m i s s i o n  i s  c h e a p  a n d  s o  i t  s u f f i c e s  t o  d e t e c t  
r a t h e r  t h a n  c o r r e c t  e a c h  e r r o r .  H o w e v e r ,  r e t r a n s m i s s i o n  t o  a  s a t e l l i t e  o r b i t i n g  
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S a t u r n  i s  t o t a l l y  i m p r a c t i c a l ,  s o  s u f f i c i e n t  r e d u n d a n c y  m u s t  b e  i n c l u d e d  t o  
c o r r e c t  a s  m a n y  e r r o r s  a s  m i g h t  r e a l i s t i c a l l y  o c c u r .  T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  
o r i g i n a l  d a t a  c a n n o t  b e  r e t r i e v e d  f o l l o w i n g  a  t r a n s m i s s i o n  i s  k n o w n  a s  t h e  
e r r o r  r a t e .  
D i g i t a l  d a t a  i s  b i n a r y  a n d ,  b y  d e f a u l t ,  t r a n s m i s s i o n s  a r e  n o r m a l l y  c o n -
s i d e r e d  t o  b e  s e q u e n c e s  o f  e l e m e n t s  f r o m  t h e  f i n i t e  f i e l d  o f  t w o  e l e m e n t s  
( I F 2  =  { D ,  I } ) .  M o r e  g e n e r a l l y ,  d a t a  i s  r e p r e s e n t e d  a s  s e q u e n c e s  o v e r  a n y  
f i n i t e  f i e l d .  
A  m o d e l  f o r  a  m e d i u m  t h r o u g h  w h i c h  d a t a  i s  t r a n s m i t t e d  i s  k n o w n  a s  
a  c h a n n e l ,  d e s c r i b e d  b y  a  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  d e f i n i n g  t h e  l i k e l i h o o d s  o f  
d i f f e r e n t  e r r o r s .  T h e r e  a r c  m a n y  d i f f e r e n t  c h a n n e l  m o d e l s  f o r  t h e  v a r y i n g  
s i t u a t i o n s  i n  w h i c h  d a t a  m a y  b e  t r a n s m i t t e d .  
I f  e r r o r s  i n  t r a n s m i t t e d  s y m b o l s  o c c u r  i n d e p e n d e n t l y  o f  o n e  a n o t h e r ,  a  
c h a n n e l  i s  c a l l e d  m e m o r y l e s s .  T h e  m o s t  c o m m o n  a n d  w e l l  r e s e a r c h e d  c h a n n e l  
i s  a  b i n a r y  m e m o r y  l e s s  c h a n n e l  k n o w n  a s  t h e  b i n a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l ,  i n  
w h i c h  e r r o r s  o c c u r  i n  e a c h  b i t  w i t h  a  f i x e d  p r o b a b i l i t y  p  ( f o r  s o m e  p  <  
1 / 2 ) .  T h i s  m o d e l  e a s i l y  g e n e r a l i z e s  t o  a  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l  f o r  d a t a  
r e p r e s e n t e d  o v e r  I F  q .  
1 . 1  D e f i n i t i o n  ( T h e  q - a r y  S y m m e t r i c  C h a n n e l ) .  I f  X i s  a  r a n d o m  v a r i a b l e  
d e s c r i b i n g  a  t r a n s m i t t e d  s y m b o l  a n d  Y  i s  a  r a n d o m  v a r i a b l e  d e s c r i b i n g  t h e  
r e c e i v e d  s y m b o l ,  t h e n  t h e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t i e s  P x y  =  P r [ Y  =  y  I  X  =  x l  
d e f i n i n g  t h e  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l  a r e  
P x x  =  1 - p  
P x y  =  p / ( q  - 1 )  
f o r  x  #  y .  
A  c o m m o n  f o r m  o f  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e  i s  a  b l o c k  c o d e ,  w h e r e  d a t a  i s  
b r o k e n  i n t o  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  ( o r  b l o c k s )  o f  s o m e  f i x e d  l e n g t h  k ,  e a c h  o f  
w h i c h  i s  m a p p e d  t o  a  c o d e w o r d  o f  f i x e d  l e n g t h  1 1 .  ( w h e r e  1 1 .  : : ; >  k ) .  T h i s  t h e s i s  
w i l l  d e a l  e x c l u s i v e l y  w i t h  b l o c k  c o d e s  o v e r  t h e  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l .  
1 . 1  S h a n n o n  T h e o r y  
I n t u i t i o n  w o u l d  s n g g e s t  t h a t  t h e  p r o p o r t i o n  o f  e r r o r s  w h i c h  c a n  b e  t o l e r a t e d  
s h o u l d  s t e a d i l y  d e c l i n e  a s  t h e  p r o p o r t i o n  o f  r e d u n d a n c y  d e c r e a s e s .  H o w e v e r ,  
i n  1 9 4 8  C l a u d e  S h a n n o n  p u b l i s h e d  w h a t  w a s  t o  b e c o m e  t h e  f o u n d a t i o n  o f  
c o d i n g  t h e o r y  [ 1 2 4 ] ,  p r o v i n g  t h a t  t h i s  p e r c e p t i o n  w a s  t o t a l l y  i n c o r r e c t .  
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S h a n n o n  s h o w e d  t h a t  e v e r y  c h a n n e l  h a s  a n  a s s o c i a t e d  c a p a c i t y ,  a n d  t h a t  
a t  a n y  i n f o r m a t i o n  r a t e  b e l o w  t h i s  c a p a c i t y ,  e r r o r s  c a n  b e  c o r r e c t e d  t o  a n y  
d e s i r e d  p r e c i s i o n .  C o n v e r s e l y ,  a t  a n y  i n f o r m a t i o n  r a t e  a b o v e  t h e  c a p a c i t y ,  
s o m e  e r r o r s  c a n n o t  b e  a v o i d e d  n o  m a t t e r  w h a t  e n c o d i n g  s c h e m e  i s  u s e d .  T h e  
c a p a c i t y  o f  t h e  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l  i s  C q ( p )  =  1  - H q ( p ) ,  w h e r e  H q ( p )  
i s  t h e  e n t r o p y  f u n c t i o n ,  g i v e n  b y  
H q ( p )  = p l o g
q  
( q ;  1 )  +  ( l - p ) l o g q  C  ~p). 
1 . 2  T h e o r e m  ( S h a n n o n ) .  L e t  C  b e  t h e  c a p a c i t y  o f  a  g i v e n  c h a n n e l .  F o r  
a n y  R  <  C  a n d  E  >  0 ,  t h e r e  e x i s t s  a n  e n c o d i n g  s c h e m e  f o r  t h e  c h a n n e l  w i t h  
i n f o r m a t i o n  r a t e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  R ,  w i t h  e r r o r  r a t e  l e s s  t h a n  E .  
R a t h e r  t h a n  a  s m o o t h  d e t e r i o r a t i o n  i n  e r r o r  c o r r e c t i o n  c a p a b i l i t y  a s  t h e  
i n f o r m a t i o n  r a t e  i n c r e a s e s ,  e r r o r s  c a n  b e  c o r r e c t e d  t o  a n  a r b i t r a r y  d e g r e e  o f  
a c c u r a c y  f o r  a n y  i n f o r m a t i o n  r a t e  l e s s  t h a n  c a p a c i t y .  U n f o r t u n a t e l y ,  S h a n -
n o n ' s  t h e o r y  i s  n o t  c o n s t r u c t i v e  a n d  g i v e s  n o  i n s i g h t  a s  t o  h o w  d a t a  s h o u l d  
b e  e n c o d e d  t o  a c h i e v e  s u c h  a c c u r a c y .  M u c h  r e s e a r c h  i n t o  c o d i n g  t h e o r y  s i n c e  
S h a n n o n ' s  b r e a k t h r o u g h  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o  t h e  s e a r c h  f o r  e n c o d i n g  m e t h -
o d s  w h i c h  c a n  a c h i e v e  i n f o r m a t i o n  r a t e s  c l o s e  t o  c a p a c i t y .  
1 . 2  L i n e a r  C o d e s  
A  l i n e a r  c o d e  C  o v e r  a  f i n i t e  f i e l d  I F  i s  a  b l o c k  c o d e  w h o s e  c o d e w o r d s  f o r m  a  
l i n e a r  s u b s p a c e :  
•  v  +  u  E  C  f o r  a l l  v ,  u  E  C  
•  a v  E  C  f o r  a l l  v  E  C ,  a  E  I F .  
L i n e a r  c o d e s  a r e  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  c l a s s  o f  b l o c k  c o d e s ,  t h e  l i n e a r i t y  p r o -
v i d i n g  a  m a t h e m a t i c a l  f r a m e w o r k  w h i c h  a l l o w s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  c o n s i d -
e r a b l e  a m o u n t  o f  t h e o r y .  I n  t h e  v i t a l  a r e a  o f  d e c o d i n g  r e c e i v e d  v e c t o r s ,  m a t h -
e m a t i c a l  s t r u c t u r e  i s  e s s e n t i a l  i n  d e v e l o p i n g  e f f i c i e n t  d e c o d i n g  a l g o r i t h m s .  
A  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F ,  w h i c h  e n c o d e s  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  l e n g t h  k  i n t o  
c o d e w o r d s  o f  l e n g t h  n ,  i s  t e r m e d  a n  r n ,  k j l i n e a r  c o d e  o v e r  I F .  E a c h  i n f o r m a -
t i o n  v e c t o r  i s  m a p p e d  l i n e a r l y  t o  a  u n i q u e  c o d e w o r d ,  f o r m i n g  a n  e m b e d d i n g  
o f  I F ( k )  i n t o  I F ( n ) .  T h e  v a l u e s  n a n d  k  a r e  c a l l e d  t h e  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n  o f  
t h e  c o d e ,  r e s p e c t i v e l y .  
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A n  I n ,  k ] l i n e a r  c o d e  C o v e r  I F  i s  o f t e n  d e s c r i b e d  a s  t h e  r o w  s p a n  o f  a  k  x  n  
g e n e r a t o r  m a t r i x  G .  T h e  e n c o d i n g  o f  a n  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  m  E  I F ( k )  t o  a  
c o d e w o r d  v  E  I F ( n )  i s  g i v e n  b y  v  =  m G ,  a n d  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  c a n  b e  
o b t a i n e d  b y  e n u m e r a t i n g  a l l  p o s s i b l e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s :  
C  =  { m G  :  m E  I F ( k ) } .  
E r r o r s  o n  a  c o d e w o r d  v  a r e  m o d e l l e d  b y  t h e  a d d i t i o n  o f  a n  e r r o r  v e c t o r  
e  E  I F ( n ) ,  g i v i n g  t h e  r e c e i v e d  v e c t o r  w  =  v + e .  I f  e  h a s  e  n o n - z e r o  e n t r i e s ,  t h e n  
v  i s  s a i d  t o  h a v e  s u s t a i n e d  e  e r r o r s .  T h e  p r o c e s s  o f  a t t e m p t i n g  t o  r e c o n s t r u c t  
t h e  o r i g i n a l  c o d e w o r d  f r o m  t h e  r e c e i v e d  v e c t o r  i s  k n o w n  a s  d e c o d i n g .  
T h e  p r o p e r t i e s  t h a t  d e f i n e  a  " g o o d "  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e  a r e  n o t  e a s i l y  
d e f i n e d  i n  a n y  e x a c t  s e n s e ,  a s  p e r f o r m a n c e  d e p e n d s  o n  f a c t o r s  s u c h  a s  t h e  
d e c o d i n g  a l g o r i t h m  w h i c h  i s  u s e d .  H o w e v e r ,  a n  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  e x i s t s  
w h i c h  d e f i n e s  a  l o w e r  b o u n d  o n  a  c o d e ' s  e r r o r - c o r r e c t i n g  a b i l i t y .  
1 . 3  T h e  M i n i m u m  W e i g h t  
I n  s o m e  s e n s e ,  a  c o d e w o r d  s u s t a i n i n g  o n l y  a  s m a l l  n u m b e r  o f  e r r o r s  i s  s t i l l  
" c l o s e "  t o  i t s  o r i g i n a l  v a l u e ,  a  c o n c e p t  w h i c h  c a n  b e  f o r m a l i z e d  w i t h  t h e  
i n t r o d u c t i o n  o f  a  m e t r i c .  
1 . 3  D e f i n i t i o n  ( H a m m i n g  D i s t a n c e ) .  T h e  H a m m i n g  d i s t a n c e ,  o r  s i m p l y  t h e  
d i s t a n c e ,  b e t w e e n  t w o  v e c t o r s  v  =  ( V I ,  . . .  ,  v
n
)  a n d  w  =  ( W I " ' "  w
n
)  i s  t h e  
n u m b e r  o f  e n t r i e s  w h e r e  t h e y  d i f f e r :  
d r y ,  w )  =  I { i  E  { 1 ,  . . .  ,  n }  :  V i  f - w i } l ·  
1 . 4  D e f i n i t i o n  ( H a m m i n g  W e i g h t ) .  T h e  H a m m i n g  w e i g h t ,  o r  s i m p l y  t h e  
w e i g h t ,  o f  a  v e c t o r  v  =  ( V I , " "  v
n
)  i s  t h e  n u m b e r  o f  i t s  e n t r i e s  w h i c h  a r e  
n o n - z e r o :  
W r y )  =  I { i  E  { 1 ,  . . .  , n }  V i  f - O } I ·  
N o t e  t h a t  d r y ,  w )  =  w ( v  - w ) .  
T h e  H a m m i n g  m e t r i c  g i v e s  a  d i r e c t  m e a s u r e  o f  t h e  n u m b e r  o f  e r r o r s  t h a t  a  
c o d e w o r d  s u s t a i n s .  A  c o d e w o r d  v  E  C  c o r r u p t e d  b y  a n  e r r o r  v e c t o r  e  E  I F ( n )  
o f  w e i g h t  e  i s  r e c e i v e d  a s  w  =  v + e ,  a n d  h e n c e  d r y ,  w )  =  e .  F o r  a  m e m o r y l e s s  
c h a n n e l  s u c h  a s  t h e  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a c c u m u l a t i n g  
a  l a r g e  n u m b e r  o f  e r r o r s  i s  l o w e r  t h a n  t h a t  o f  a c c u m u l a t i n g  a  s m a l l e r  n u m b e r  
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o f  e r r o r s .  H e n c e  e  i s  l i k e l y  t o  b e  s m a l l ,  a n d  t h e  c o d e w o r d  w h i c h  i s  t h e  s h o r t e s t  
( H a m m i n g )  d i s t a n c e  a w a y  f r o m  t h e  r e c e i v e d  v e c t o r  i s  m o s t  l i k e l y  t o  h a v e  b e e n  
t h e  o r i g i n a l  t r a n s m i s s i o n .  B a s e d  o n  t h i s  p r e m i s e ,  t h e  r e c e i v e d  v e c t o r  w  c a n  
b e  d e c o d e d  u n a m b i g u o u s l y  t o  v  a s  l o n g  a s  d ( u ,  w )  >  d r y ,  w )  f o r  a l l  o t h e r  
c o d e w o r d s  u  E  C \  {  v  }  1  
M a x i m u m  l i k e l i h o o d  d e c o d i n g  f o r  t h e  q - a r y  s y m m e t r i c  c h a n n e l  i s  a c h i e v e d  
b y  f i n d i n g  t h e  c o d e w o r d  w h i c h  i s  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  f r o m  t h e  r e c e i v e d  v e c -
t o r .  D e c o d i n g  c a n  b e  p e r f o r m e d  s u c c e s s f u l l y  a s  l o n g  a s  t h e  n u m b e r  o f  e r r o r s  
w h i c h  a r e  s u s t a i n e d  i s  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  d i s t a n c e s  w h i c h  s e p a r a t e  
c o d e w o r d s .  P u t  d i f f e r e n t l y ,  i f  c o d e w o r d s  a r e  s e p a r a t e d  b y  l a r g e  d i s t a n c e s  a  
l a r g e r  n u m b e r  o f  e r r o r s  c a n  b e  c o r r e c t e d .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  
t h e  d i s t a n c e s  o c c u r r i n g  b e t w e e n  c o d e w o r d s  i s  a n  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  o f  t h e  
c o d e .  H o w e v e r ,  l i n e a r i t y  m e a n s  t h a t  f o r  a l l  c o d e w o r d s  V I ,  V 2  E  C ,  
d ( v l '  V 2 )  =  W ( V I  - V 2 )  
=  W ( V 3 )  f o r  s o m e  V 3  E  C ,  
a n d  s o  e v e r y  d i s t a n c e  b e t w e e n  c o d e w o r d s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  w e i g h t  o f  
s o m e  o t h e r  c o d e w o r d .  F o r  a  l i n e a r  c o d e ,  o n l y  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  w e i g h t s  i s  
r e q u i r e d  t o  k n o w  t h e  c o m p l e t e  d i s t a n c e  d i s t r i b u t i o n .  
1 . 5  D e f i n i t i o n  ( W e i g h t  D i s t r i b u t i o n ) .  L e t  C  b e  a  c o d e  o f  l e n g t h  n .  I f  A i  i s  
t h e  n u m b e r  o f  c o d e  w o r d s  o f  C  o f  w e i g h t  i ,  t h e n  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  C  
i s  t h e  s e q u e n c e  A a ,  A I '  . . .  '  A n ·  
T h e  l i n e a r i t y  c o n d i t i o n  a l w a y s  e n s u r e s  t h a t  t h e  z e r o  c o d e w o r d  i s  i n  C ,  
a n d  h e n c e  A a  =  1 .  A  u s e f u l  m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  
i s  a s  a  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n ,  c a l l e d  t h e  w e i g h t  e n u m e r a t o r .  
1 . 6  D e f i n i t i o n  ( W e i g h t  E n u m e r a t o r ) .  G i v e n  a  l e n g t h  n  c o d e  C  w i t h  w e i g h t  
d i s t r i b u t i o n  A a ,  A I ,  . . .  , A n ,  t h e n  t h e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  o f  C  i s  t h e  i n t e g e r  
p o l y n o m i a l  
n  
W c ( x ,  y )  =  L  A i x n - i y i .  
i = O  
I n  f a c t ,  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  c o n t a i n s  m o r e  i n f o r m a t i o n  t h a n  i s  n e e d e d  
t o  d e r i v e  a  b o u n d  o n  a  c o d e ' s  e r r o r  c o r r e c t i n g  a b i l i t y .  A  l o w e r  b o u n d  o n  
l T h i s  s i m p l y  i n d i c a t e s  t h a t  u n a m b i g u o u s  d e c o d i n g  i s  p o s s i b l e ;  d e t e r m i n i n g  t h e  v a l u e  
o f  v  r e m a i n s  a  n o n - t r i v i a l  t a s k .  
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t h e  n u m b e r  o f  c o r r e c t a b l e  e r r o r s  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  
w e i g h t s  ( o r  d i s t a n c e s )  o f  c o d e w o r d s .  
1 . 7  D e f i n i t i o n  ( M i n i m u m  D i s t a n c e  /  M i n i m u m  W e i g h t ) .  T h e  I I l l I l l m u m  
d i s t a n c e  d  o f  a  c o d e  C  i s  t h e  m i n i m u m  H a m m i n g  d i s t a n c e  b e t w e e n  a n y  t w o  
c o d e w o r d s :  
d ( C )  =  m i n { d ( v ,  u )  :  V ,  U  E  C ,  v  - I  u } .  
F o r  a  l i n e a r  c o d e  t h i s  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t :  
d ( C )  =  m i n { w ( v )  :  v  E  C ,  v  - I  a } .  
T h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e  a l l o w s  a n  e x p l i c i t  b o u n d  o n  t h e  
n u m b e r  o f  e r r o r s  w h i c h  i t  c a n  c o r r e c t .  
1 . 8  L e m m a .  A  l i n e a r  c o d e  C  c a n  c o r r e c t  a n y  e  e r r o r s  i f  i t  h a s  m i n i m u m  
w e i g h t  d  2 ' :  2 e  +  1 .  E q u i v a l e n t l y ,  C  c a n  u n a m b i g u o u s l y  c o r r e c t  a n y  e r r o r  
v e c t o r  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  L ( d  - 1 ) / 2 J .  
P r o o f .  F o r  a n y  v  E  C  a n d  e  E  \ F ( n )  s u c h  t h a t  w ( e )  : s ;  L ( d  - 1 ) / 2 J ,  i t  n e e d s  
t o  b e  s h o w n  t h a t  a l l  o t h e r  c o d e w o r d s  u  E  C \  { v }  s a t i s f y  
d ( v  +  e ,  u )  >  d ( v  +  e ,  v ) .  
T h e  t r i a n g l e  i n e q u a l i t y  g i v e s  
d r y ,  v  +  e )  +  d ( v  +  e ,  u )  2 ' :  d r y ,  u )  
2 ' :  d  
>  2 w ( e )  +  1 .  
S i n c e  w ( e )  =  d r y ,  v  +  e ) ,  t h i s  b e c o m e s  
d ( v , v + e ) + d ( v + e , u )  2 ' :  2 d ( v , v + e ) + 1  
d ( v  +  e ,  u )  2 ' :  d r y ,  v  +  e )  +  1  
>  d ( v , v + e ) .  0  
T h i s  i s  n o t  t o  s a y  t h a t  e r r o r s  o f  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  L ( d  - 1 ) / 2 J  c a n n o t  
b e  c o r r e c t e d ;  i n d e e d  m a n y  o f  t h e m  c a n  b e ,  j u s t  n o t  a l l  o f  t h e m .  W h e t h e r  o r  
n o t  t h e s e  h i g h e r  w e i g h t  e r r o r s  c a n  b e  c o r r e c t e d  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  s p e c i f i c  
c o d e w o r d  a n d  e r r o r  v e c t o r  i n v o l v e d .  
1 5  
C u r r e n t l y ,  t h e  b e s t  p e r f o r m i n g  l i n e a r  c o d e s  a r e  t h e  r e c e n t l y  r e - d i s c o v e r e d  
l o w  d e n s i t y  p a r i t y  c h e c k  ( L D P C )  c o d e s  [ 5 6 J  [ 1 0 5 J .  U s i n g  t h e i r  s p e c i a l i z e d  d e -
c o d i n g  a l g o r i t h m s ,  t h e s e  c o d e s  a r e  c a p a b l e  o f  c o r r e c t i n g  e r r o r s  w e l l  b e y o n d  
t h e  b o u n d  g i v e n  b y  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  ( a s  t h e y  m u s t ,  t o  a c h i e v e  r a t e s  a n y -
w h e r e  n e a r  c a p a c i t y ) .  H o w e v e r ,  t h e  c u r r e n t  t h e o r y  o f  t h e s e  m e t h o d s  l a g s  w e l l  
b e h i n d  t h e i r  i m p r e s s i v e  p r a c t i c a l  p e r f o r m a n c e .  S i n c e  t h e i r  p o w e r  l i e s  i n  t h e i r  
d e c o d i n g  a l g o r i t h m s ,  w h i c h  a r e  n o t  y e t  c o m p l e t e l y  u n d e r s t o o d ,  d e t e r m i n i n g  
i f  t h e  e r r o r s  i n  a  r e c e i v e d  v e c t o r  a r e  c o r r e c t a b l e  m e a n s  a t t e m p t i n g  t o  d e c o d e ,  
a n d  t h e n  c h e c k i n g  t o  s e e  i f  t h e  d e c o d i n g  w a s  s u c c e s s f u l .  L o n g  s i m u l a t i o n s  
a r e  c u r r e n t l y  t h e  o n l y  k n o w n  w a y  t o  m e a s u r e  t h e  a l l  a r o u n d  p e r f o r m a n c e  o f  
t h e s e  n e w  c l a s s e s  o f  c o d e s ;  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  a  u s e f u l  i n v a r i a n t  s t i l l  e l u d e s  
r e s e a r c h e r s .  
T h e  m i n i m u m  w e i g h t  r e m a i n s  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  s i n g l e  i n d i c a t o r  o f  a  
c o d e ' s  e r r o r - c o r r e c t i n g  a b i l i t y .  I t  d o e s  n o t  a l l o w  o n e  t o  d i r e c t l y  i n f e r  w h i c h  
h i g h e r  w e i g h t  e r r o r s  c a n  b e  c o r r e c t e d ,  t h o u g h  e v e n  f o r  L D P C  c o d e s  t h e  m i n -
i m u m  w e i g h t  i s  s t r o n g l y  c o n n e c t e d  t o  e r r o r - c o r r e c t i n g  p e r f o r m a n c e  [ 7 J .  
T h e  r e m a i n i n g  q u e s t i o n  i s  h o w  t o  c a l c u l a t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  
l i n e a r  c o d e .  T h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i m m e d i a t e l y  g i v e s  i t s  v a l u e  b u t  c o m -
p u t i n g  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i s  h i g h l y  n o n - t r i v i a l ,  r e q u i r i n g  t h e  b r u t e  f o r c e  
e x a m i n a t i o n  o f  e v e r y  c o d e w o r d .  T h e  e f f i c i e n t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  i s  a  c e n t r a l  f o c u s  o f  t h i s  t h e s i s .  
A  l i n e a r  c o d e  C  w i t h  l e n g t h  n ,  d i m e n s i o n  k ,  a n d  m i n i m u m  w e i g h t  g r e a t e r  
t h a n  o r  e q u a l  t o  d  i s  k n o w n  a s  a n  [ n ,  k ,  d J  c o d e  ( o r  s i m p l y  [ n ,  k J  i f  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  i s  n o t  k n o w n ) .  F o r  o p t i m a l  p e r f o r m a n c e ,  t h e  r a t e  k i n  m u s t  b e  a s  l a r g e  
a s  p o s s i b l e  ( m i n i m i z i n g  t h e  r e d u n d a n c y )  a n d  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d  m u s t  
a l s o  b e  a s  l a r g e  a s  p o s s i b l e  ( m a x i m i z i n g  t h e  e r r o r - c o r r e c t i n g  a b i l i t y ) .  T h e s e  
a i m s  a r c  i n  d i r e c t  c o n f l i c t  w i t h  o n e  a n o t h e r  a n d  i t  i s  o f  c o n s i d e r a b l e  i n t e r e s t  
t o  f i n d ,  f o r  e a c h  p a i r  o f  p a r a m e t e r s  n a n d  k ,  a n  [ n ,  k ,  d J  l i n e a r  c o d e  w i t h  t h e  
h i g h e s t  p o s s i b l e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  
1 . 4  D e f i n i t i o n s  a n d  C o n c e p t s  
V a r i o u s  p r o p e r t i e s  a n d  d e f i n i t i o n s  r e g a r d i n g  l i n e a r  c o d e s  t h a t  w i l l  b e  u s e d  
t h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s  a r e  n o w  i n t r o d u c e d .  F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r ,  
a n d  f o r  m u c h  o f  t h e  t h e s i s ,  w h e r e  t h e  p a r a m e t e r s  C ,  n ,  k ,  d ,  q  a n d  I F  a r e  n o t  
e x p l i c i t l y  d e f i n e d ,  t h e y  a r e  c o n s i d e r e d  t o  r e f e r  t o  a n  [ n ,  k ,  d J  l i n e a r  c o d e  C  
o v e r  I F  =  I F
q
•  
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1 . 4 . 1  S y s t e m a t i c  G e n e r a t o r  M a t r i c e s  a n d  I n f o r m a t i o n  
S e t s  
T h e r e  a r e  m a n y  p o s s i b l e  c h o i c e s  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a  l i n e a r  c o d e .  A  
s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  o n e  w h i c h  i s  i n  r e d u c e d  r o w  e c h e l o n  f o r m  a n d  
f r o m  l i n e a r  a l g e b r a  [ 9 4 J  w i l l  h a v e  a  s u b s e t  o f  k  p i v o t  c o l u m n s  f o r m i n g  a  k  x  k  
i d e n t i t y  m a t r i x .  
F o r  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  t h e  i n d i c e s  o f  t h e  p i v o t  c o l u m n s  a r e  
c a l l e d  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a n d  t h e  s e t  o f  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  f o r m s  t h e  
i n f o r m a t i o n  s e t  I  o f  G .  T h o s e  c o l u m n s  w h i c h  a r e  n o t  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  
a r e  c a l l e d  c h e c k  p o s i t i o n s .  T h e s e  t e r m s  r e f l e c t  t h e  f a c t  t h a t  e n c o d i n g  u s i n g  a  
s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  c o p i e s  t h e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  i n t o  t h e  i n f o r m a -
t i o n  p o s i t i o n s ,  a n d  p l a c e s  c h e c k - s u m s  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  v a l u e s  i n  t h e  c h e c k  
p o s i t i o n s .  
T h e  n o t a t i o n  G  =  ( h I A )  w i l l  b e  u s e d  t o  d e n o t e  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  
m a t r i x  t h o u g h  t h i s  d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  i m p l y  t h a t  t h e  f i r s t  k  c o l u m n s  a r e  
t h e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s .  T h e  k  x  ( n  - k )  s u b m a t r i x  A  f o r m e d  b y  t h e  c h e c k  
c o l u m n s  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x .  
T h e  H a m m i n g  w e i g h t  o f  a  c o d e w o r d  r e s t r i c t e d  t o  t h e  c o l u m n s  i n  t h e  
i n f o r m a t i o n  s e t  i s  c a l l e d  i t s  i n f o r m a t i o n  w e i g h t ,  d e n o t e d  
W I ( V )  =  I { i  E l :  V i  - I  O } l .  
N o t e  t h a t  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  a  p r o p e r t y  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  a n d  n o t  o f  
t h e  c o d e .  A n y  k  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  c o l u m n s  o f  a  c o d e  f o r m  a n  i n f o r m a t i o n  
s e t  a n d  s o  m a n y  d i f f e r e n t  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  
a  g i v e n  c o d e .  T h i s  f a c t  p l a y s  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  m a n y  o f  t h e  a l g o r i t h m s  
p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s .  
1 . 4 . 2  P a r i t y  C h e c k  M a t r i x  a n d  t h e  D u a l  C o d e  
A n  [ n ,  k J  l i n e a r  c o d e  i s  a  v e c t o r  s p a c e  i n  I F ( n )  o f  d i m e n s i o n  k  a n d  s o  h a s  a  
n u l l s p a c e  o f  d i m e n s i o n  n  - k .  T h i s  n u l l s p a c e  d e f i n e s  t h e  [ n ,  n  - k J  d u a l  c o d e  
C l - o f  C ,  
C l - = { u :  u E I F ( n ) ,  u · v = O f o r a l l v E C } ,  
w h e r e  t h e  d u a l  o f  C l - i s  a g a i n  C .  A n y  c o d e  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  i t s  d u a l  
( C  < ; ;  C l - )  i s  c a l l e d  s e l f - o r t h o g o n a l ,  w h i l e  a n y  c o d e  w h i c h  i s  e q u a l  t o  i t s  d u a l  
i s  c a l l e d  s e l f - d u a l .  
1 7  
~ 
A  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  C " - c a n  b e  t a k e n  t o  b e  a  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x  H  o f  
C ,  s a t i s f y i n g  
v E C  
=  
H v
T  
=  o .  
O f t e n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s i m p l y  r e f e r  t o  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  a n d  t h e  p a r i t y  
c h e c k  m a t r i x  o f  a  c o d e  w h e n  i t  m a k e s  n o  d i f f e r e n c e  w h i c h  o n e  i s  c h o s e n .  
A n  i m p o r t a n t  i d e n t i t y  r e l a t e s  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  a  l i n e a r  c o d e  w i t h  
t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  i t s  d u a l .  
1 . 9  T h e o r e m  ( M a c W i l l i a m s  I d e n t i t y ) .  I f  t h e  c o d e  C  h a s  w e i g h t  e n u m e r a t o r  
W c ( x ,  y ) ,  t h e n  t h e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  o f  i t s  d u a l  c o d e  C " - i s  g i v e n  b y  
1  
W C . l ( x , y )  =  T C T W c ( x  +  y , x  - y )  
P r o o f  S e e  [ 1 0 6 ,  C h .  5 ] .  
D  
D i r e c t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i s  u n n e c e s s a r y  f o r  c o d e s  
w i t h  r a t e  g r e a t e r  t h a n  k ,  s i n c e  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  ( s m a l l e r )  d u a l  
c o d e  c a n  b e  c o m p u t e d  a n d  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  v i a  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y .  
1 . 4 . 3  A u t o m o r p h i s m s  a n d  E q u i v a l e n t  C o d e s  
T h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  a  c o d e  C  i s  t h e  s u b g r o u p  o f  c o d e  i s o m o r p h i s m s  
w h i c h  m a p  C  t o  i t s e l f  a n d  i s  a n  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  o f  a  c o d e .  T h e  g r o u p  o f  
a l l  c o d e  i s o m o r p h i s m s  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s .  
T h e  e l e m e n t s  o f  t h e  s y m m e t r i c  g r o u p  S y m ( n )  a c t  o n  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e  b y  a  
p e r m u t a t i o n  a c t i o n ,  p e r m u t i n g  t h e  c o l u m n s  o f  t h e  c o d e .  F o r  b i n a r y  c o d e s  a l l  
p o s s i b l e  c o d e  i s o m o r p h i s m s  a r i s e  i n  t h i s  w a y ,  a l t h o u g h  f o r  n o n - b i n a r y  f i e l d s  
t h i s  i s  n o t  t h e  c o m p l e t e  p i c t u r e .  
N o n - b i n a r y  c o d e s  h a v e  a n  a d d i t i o n a l  a c t i o n ,  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  a  c o l -
u m n  p o s i t i o n  b y  a  n o n - z e r o  s c a l a r .  S i n c e  e n t r i e s  i n  d i f f e r e n t  c o l u m n  p o s i t i o n s  
n e v e r  i n t e r a c t ,  t h i s  p r e s e r v e s  t h e  s t r u c t u r e  o f  a l l  c o d e w o r d  i n t e r a c t i o n s .  
F o r  n o n - b i n a r y  c o d e s ,  t h e  f u l l  s e t  o f  i s o m o r p h i s m s  c o r r e s p o n d  t o  m o n o -
m i a l  a c t i o n s  c o n s i s t i n g  o f  a  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  c o l u m n s  a n d  s c a l a r  m u l t i -
p l i c a t i o n s  o f  i n d i v i d u a l  c o l u m n s .  T h e  r e s u l t i n g  g r o u p  i s  t h e  w r e a t h  p r o d u c t  
: 2
q
-
1  
I  S y m ( n )  a n d  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  a  s u b g r o u p  o f  p e r m u t a t i o n  g r o u p  
o f  d e g r e e  n ( q  - 1 ) .  W h e n  d i s c u s s i n g  a  m o n o m i a l  a c t i o n ,  t h e r e  a r e  s e v e r a l  
w a y s  i n  w h i c h  t h e  w r e a t h  p r o d u c t  c o u l d  b e  r e p r e s e n t e d  i n  S y m ( n ( q  - 1 ) ) .  
T h e  r e p r e s e n t . a t i o n  t h a t  w i l l  h e  u s e d  i n  t . h i s  t h e s i s  i s  s u c h  t h a t  t h e  f i r s t  q  - 1  
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p o s i t i o n s  d e s c r i b e  t h e  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  o n  t h e  f i r s t  c o l u m n ,  t h e  n e x t  q - 1  
o n  t h e  s e c o n d  c o l u m n ,  a n d  s o  o n .  A n y  c o d e  D  w h i c h  i s  t h e  i m a g e  o f  C  u n d e r  
a  m o n o m i a l  a c t i o n  i s  c a l l e d  a n  e q u i v a l e n t  c o d e  t o  C .  
A l s o ,  f o r  a n y  g r o u p  o f  a u t o m o r p h i s m s  A  o f  C  a n d  s u b s e t  o f  c o d e w o r d s  
S  < : ; ;  C ,  t h e  s e t  o f  i m a g e s  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  S  u n d e r  A  i s  d e n o t e d  b y  
S A  =  { < T ( v )  :  v  E  S ,  < T  E A } .  
F o r  a n  i n d i v i d u a l  a u t o m o r p h i s m  < T  o f  C ,  S(~) i s  d e n o t e d  b y  S~. 
1 . 4 . 4  W o r k  F a c t o r s  
A l l  o f  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  a r e  b a s e d  o n  t h e  e n u m e r a t i o n  
o f  v e c t o r s ,  a n d  t h i s  e n u m e r a t i o n  a c c o u n t s  f o r  e s s e n t i a l l y  t h e  e n t i r e  r u n t i m e  
o f  e a c h  a l g o r i t h m .  C o d e w o r d s  a r e  f o r m e d  b y  a d d i n g  t o g e t h e r  t h e  r o w  v e c t o r s  
o f  a  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  a n d  t h e  H a m m i n g  w e i g h t  o f  t h e s e  c o d e w o r d s  a r e  t h e n  
d e t e r m i n e d .  I n  a l m o s t  a l l  c i r c u m s t a n c e s  e n u m e r a t i o n  i s  s t r u c t u r e d  s u c h  t h a t  
a  s i n g l e  v e c t o r  a d d i t i o n  i s  p e r f o r m e d  f o r  e a c h  t i m e  a  v e c t o r  h a s  i t s  w e i g h t  
d e t e r m i n e d .
2  
T h i s  c o n s i s t e n c y  i n  t h e  n a t u r e  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  g i v e s  r i s e  t o  a  n a t u r a l  
p e r f o r m a n c e  m e a s u r e ,  w h i c h  i s  r e f e r r e d  t o  a s  w o r k .  A n  e s t i m a t e  o f  t h e  t o t a l  
w o r k  a n  a l g o r i t h m  p e r f o r m s  w i l l  b e  c a l l e d  i t s  w o r k  f a c t o r .  T h e  t e r m  " w o r k  
f a c t o r "  i s  u s e d  i n  a  s i m i l a r  c o n t e x t  i n  [ 3 5 ] ,  t h o u g h  i s  n o t  c l e a r l y  d e f i n e d .  O n e  
u n i t  o f  w o r k  r e p r e s e n t s  b o t h  t h e  a d d i t i o n  a n d  s u b s e q u e n t  w e i g h t  d e t e r m i n a -
t i o n  o f  a  s i n g l e  b i t  p o s i t i o n .  N o t e  t h a t  s i n c e  C P U  o p e r a t i o n s  t y p i c a l l y  a c t  
O n  e i t h e r  3 2  o r  6 4  b i t s  a t  o n c e ,  a  s i n g l e  u n i t  o f  w o r k  c o s t s  l e s s  t h a n  o n e  C P U  
o p e r a t i o n .  W o r k  f a c t o r s  a r e  l a r g e  a n d  w i l l  b e  e x p r e s s e d  a s  s o m e  p o w e r  o f  2 .  
T h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s  t h e  v a l u e  o f  I W  =  l o g 2 ( W )  w i l l  g e n e r a l l y  b e  q u o t e d .  
F o r  e x a m p l e ,  l e t  C  b e  a n  [ n ,  k J  b i n a r y  c o d e  w i t h  a  s e t  o f  k  d i s t i n c t  l e n g t h  
n  g e n e r a t o r s .  T h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  s e t  o f  w e i g h t s  o f  t h e  s u m m a t i o n  
o f  e a c h  o f  t h e  2 k  c o m b i n a t i o n s  o f  g e n e r a t o r s .  U s i n g  a  G r a y  c o d e ,  t h e s e  
c o m b i n a t i o n s  c a n  b e  e n u m e r a t e d  i n  s e q u e n c e ,  p e r f o r m i n g  o n e  l e n g t h  n  v e c t o r  
a d d i t i o n  t o  o b t a i n  e a c h  c o d e w o r d .  H e n c e ,  a  l e n g t h  n  v e c t o r  a d d i t i o n  f o l l o w e d  
b y  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  w e i g h t  o f  a  l e n g t h  n  v e c t o r  o c c u r s  2 k  t i m e s ,  g i v i n g  
a  w o r k  f a c t o r  o f  W  =  n 2 k ,  o r  L W  =  k  +  l o g 2 ( n ) .  
W o r k  f a c t o r s  g i v e  v e r y  a c c u r a t e  e s t i m a t e s  o f  r u n t i m e s  a n d  a r e  a n  e x c e l -
l e n t  t o o l  f o r  c o m p a r i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s .  
2 N o t  e v e r y  a l g o r i t h m  i n  c o d i n g  t h e o r y  n e c c e s s a r i l y  f i t s  t h i s  d e s c r i p t i o n .  
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T h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s ,  w o r k  f a c t o r s  w i l l  b e  t h e  p r i m a r y  m e a n s  b y  w h i c h  d i f -
f e r e n t  a l g o r i t h m s  a r e  a n a l y z e d  a n d  c o m p a r e d ,  w i t h  s a m p l e s  o f  a c t u a l  c o m p u -
t a t i o n a l  r u n t i m e s  g i v e n  a t  t h e  c o n c l u s i o n  o f  e a c h  c h a p t e r .  A s  a  b a s e  e s t i m a t e  
w h e n  e n u m e r a t i n g  b i n a r y  v e c t o r s ,  a  w o r k  f a c t o r  o f  2
3 5  
c o r r e s p o n d s  t o  a r o u n d  
1 0  s e c o n d s  c o m p u t a t i o n  o n  a  2 . 4  G H z  A M D  O p t e r o n  1 5 0  p r o c e s s o r .  
W o r k  f a c t o r  a n a l y s i s  i s  a  l e v e l  o f  a b s t r a c t i o n  l y i n g  s o m e w h e r e  b e t w e e n  
t h e  c o u n t i n g  o f  C P U  o p e r a t i o n s  a n d  p e r f o r m i n g  a s y m p t o t i c  a n a l y s i s .  T h e  
c o n c e p t  o f  w o r k  i s  i n  s o m e  s e n s e  t h e  m a x i m u m  l e v e l  o f  a b s t r a c t i o n  w h i c h  
w i l l  y i e l d  i n s i g h t  i n t o  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s .  I n  p r a c t i c e ,  
t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  i s  o f  m o s t  i n t e r e s t  o n  c o d e s  w h e r e  t h e  
c o m p u t a t i o n s  a r e  f e a s i b l e .  I n  t h i s  r a n g e ,  w o r k  f a c t o r s  a r e  a n  e a s i l y  c a l c u l a t e d ,  
a c c u r a t e ,  i m p l e m e n t a t i o n - i n d e p e n d e n t  p e r f o r m a n c e  m e a s u r e .  
S o m e  W e a k n e s s e s  o f  W o r k  F a c t o r s  
W o r k  f a c t o r  a n a l y s i s  y i e l d s  v e r y  g o o d  p e r f o r m a n c e  e s t i m a t e s  b u t ,  l i k e  a n y  
a n a l y s i s  w h i c h  i s  a b s t r a c t  e n o u g h  t o  b e  i m p l e m e n t a t i o n - i n d e p e n d e n t ,  i t  i s  
n o t  e x a c t .  T h e r e  a r e  s o m e  i m p l e m e n t a t i o n - s p e c i f i c  a s p e c t s  o f  p e r f o r m a n c e  
w h i c h  a r e  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  t h o u g h  t h e y  a r e  r e l a t i v e l y  m i n o r  a n d  c a n  
b e  e a s i l y  a c c o m m o d a t e d .  
F i r s t l y ,  s i n c e  v e c t o r s  o f  e l e m e n t s  o v e r  s m a l l  r i n g s  a r e  p a c k e d  i n t o  c o m p u t e r  
i n t e g e r s ,  a l l  v e c t o r  o p e r a t i o n s  w i l l  b e  p e r f o r m e d  o n  m u l t i p l e s  o f  3 2  o r  6 4  b i t s .  
O n  a  6 4 - b i t  m a c h i n e ,  t h e  c o s t  o f  a d d i n g  a  l e n g t h  6 5  b i n a r y  v e c t o r  i s  i d e n t i c a l  
t o  t h a t  o f  a d d i n g  a  l e n g t h  1 2 8  b i n a r y  v e c t o r .  T h i s  d i s c r e t e n e s s  i n  t h e  c o s t  o f  
v e c t o r  o p e r a t i o n s  m e a n s  t h a t  s m a l l  d i f f e r e n c e s  i n  w o r k  e s t i m a t e s  i n v o l v i n g  
v e c t o r s  o f  d i f f e r i n g  l e n g t h s  m a y  n o t  b e  r e f l e c t e d  i n  a c t u a l  r u n t i m e s .  H o w e v e r ,  
t h e s e  i n a c c u r a c i e s  a r e  n o t  a  m a j o r  c o n c e r n .  
S e c o n d l y ,  t h e  c o m p l e x i t y  i n v o l v e d  i n  a  v e c t o r  a d d i t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  
r i n g  o v e r  w h i c h  i t s  e n t r i e s  a r e  d e f i n e d .  A  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e  c o n s i d e r s  o n l y  
t h e  n u m b e r  o f  b i t s  i n v o l v e d  i n  a n  o p e r a t i o n ,  a n d  s o  a d d i t i o n  o f  a n  e l e m e n t  
o f  I F q  i s  c o n s i d e r e d  t o  c o s t  a r o u n d  l o g 2 ( q )  u n i t s  o f  w o r k .  A s  i s  w e l l  k n o w n ,  
c o m p u t e r s  p e r f o r m  b i n a r y  a d d i t i o n  f a r  m o r e  e f f i c i e n t l y  t h a n  i s  p o s s i b l e  o v e r  
o t h e r  r i n g s .  
H o w e v e r ,  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  c o m p u t a t i o n s  o v e r  d i f f e r e n t  r i n g s  a r e  n o t  
p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  a n d  w o r k  f a c t o r s  c a n  e a s i l y  b e  a d j u s t e d  i f  n e c e s s a r y  
b y  s o m e  ( i m p l e m e n t a t i o n - s p e c i f i c )  s c a l a r  f a c t o r .  T h e s e  d i f f e r e n c e s  a r e  r e a -
s o n a b l y  s m a l l  f o r  t h e  r i n g s  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  t h e s i s  ( m a i n l y  I F  2 ,  I F  3 ,  2 ' : 4  a n d  
I F  4 )  b u t  c o u l d  p o s s i b l y  b e c o m e  m o r e  i m p o r t a n t  f o r  m o r e  c o m p l e x  r i n g s .  
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T h i r d l y ,  a  s m a l l  n u m b e r  o f  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  p o t e n t i a l l y  u s e  l a r g e  
a m o u n t s  o f  m e m o r y .  T h e  p e r f o r m a n c e  c o s t s  a s s o c i a t e d  w i t h  m e m o r y  a c c e s s  
a r e  d i f f i c u l t .  t o  c o m p a r e  t o  t . h a t  o f  C P U  o p e r a t . i o n s  s i n c e  t h e  f a c t o r s  w h i c h  
a f f e c t  t h i s  c o m p a r i s o n  v a r y  a  g r e a t  d e a l  w i t . h  h a r d w a r e .  H e n c e ,  t h e  c o s t  o f  
m e m o r y  a c c e s s  i s  n o t  i n c l u d e d  w i t h i n  t h e  w o r k  f a c t o r  f r a m e w o r k ,  a n d  m e m -
o r y  i s s u e s  w i l l  g e n e r a l l y  b e  d i s c u s s e d  s e p a r a t e l y .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h i s  m e a n s  
t h a t  t h e r e  i s  s o m e  i n a c c u r a c y  i n  u s i n g  w o r k  f a c t o r s  t o  c o m p a r e  a n  a l g o r i t h m  
w h i c h  u s e s  m e m o r y  h e a v i l y  w i t h  o n e  w h i c h  d o e s  n o t .  I n  t h e  c o m p u t a t i o n s  
p e r f o r m e d  t h i s  h a s  n o t  b e e n  a n  i s s u e ,  t h o u g h  i t  c o u l d  f e a s i b l y  b e c o m e  s o  f o r  
l a r g e r  i n p u t s .  
1 . 5  I m p o r t a n t  F a m i l i e s  o f  C o d e s  
T h e r e  e x i s t  m a n y  d i f f e r e n t  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i n g  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e s ,  
c o m p r e h e n s i v e  o v e r v i e w s  a r e  g i v e n  i n  [ 1 0 7 ] [ 1 0 6 ] .  S o m e  c o n s t r u c t i o n s  p r o v i d e  
s i n g l e  c o d e s ,  s u c h  a s  t h e  G o l a y  c o d e  [ 6 1 ] '  w h i l e  o t h e r s  g i v e  e n t i r e  f a m i l i e s  o f  
c o d e s  o f  v a r i o u s  l e n g t h s  a n d  d i m e n s i o n s .  S e v e r a l  f a m i l i e s  o f  c o d e s  w h i c h  a r e  
o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i n  t h i s  t h e s i s  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s .  
1 . 5 . 1  C y c l i c  a n d  C o n s t a - c y c l i c  c o d e s  
C y c l i c  c o d e s  a r e  a n  i m p o r t a n t  f a m i l y  o f  c o d e s  w i t h  a  r i c h  m a t h e m a t i c a l  
s t r u c t u r e  a n d  h a v e  b e e n  i n t e n s i v e l y  s t u d i e d .  A  n a t u r a l  e x t e n s i o n  o f  c y c l i c  
c o d e s  a r e  c o n s t a - c y c 1 i c  c o d e s  [ 9 ]  t o  w h i c h  m o s t  o f  t h e  t h e o r y  o f  c y c l i c  c o d e s  
e x t e n d s .  O n l y  t h e  t h e o r y  r e l e v a n t  t o  t h i s  t h e s i s  i s  o u t l i n e d  h e r e ,  f o r  d e t a i l s  
a n d  p r o o f s  s e e  [ 1 0 6 ,  C h .  7 ] .  
F o r  a  f i n i t e  f i e l d  I F  =  I F q  a n d  n  s u c h  t h a t  g c d ( n ,  q )  =  1 ,  a  c o n s t a - c y c l i c  
s h i f t  ! r  ~ o f  a  c o d e w o r d  b y  s o m e  n o n - z e r o  s c a l a r  ( 3  E  I F  i s  g i v e n  b y  
O " , , ( C o
J  
• • •  ,  C
n
- 2 ,  c n - d  1 - - + 0  ( , B e n - I ,  C o , · · . ,  C
n
- 2 ) .  
C o d e s  w h i c h  a r e  c l o s e d  u n d e r  s u c h  s h i f t s  a r e  c a l l e d  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s .  T h e  
m o s t  c o m m o n l y  s t u d i e d  c a s e  i s  w h e n  ( 3  =  1 ,  d e f i n i n g  c y c l i c  s h i f t s  a n d  c y c l i c  
c o d e s  r e s p e c t i v e l y .  
I n  t h e  s t u d y  o f  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s ,  v e c t o r s  o v e r  I F  a r e  e q u a t e d  w i t h  e l e -
m e n t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  r e s i d u e  r i n g  I F [ x l / ( x
n  
- ( 3 )  I F  [ x ] ,  
( C O l  C l , " "  C n - I )  ~ C o  +  C I X  +  . . .  +  C n _ l
X n
-
1
,  
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w h e r e  t h e  a c t i o n  o f  a  c o n s t a - c y c l i c  s h i f t  c o r r e s p o n d s  t o  m u l t i p l i c a t i o n  b y  x .  
(  
+  +  
n - 2  +  n - I )  
X  C o  .  • .  C n - 2 X  e n _ l X  
n - l  n  
=  C o X  +  . . .  +  C n - 2 x  +  C n - I X  
= =  ; 3 C
n
- 1  +  C o X  +  . . .  +  C n _ 2 X n - 1  m o d  ( x n  - ; 3 )  
A  c o n s t a - c y c l i c  c o d e  i s  h e n c e  a  l i n e a r  s u b r i n g  o f  I F [ x ] / ( x
n  
- ; 3 ) I F [ x ]  w h i c h  
i s  c l o s e d  u n d e r  m u l t i p l i c a t i o n  b y  e l e m e n t s  o f  I F [ x ] .  T h i s  i s  j u s t  t h e  d e f i n i t i o n  
o f  a n  i d e a l  a n d  s o  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s  a r e  s i m p l y  i d e a l s  o f  I F [ x ] / ( x
n  
- ; 3 ) I F [ x ] .  
I d e a l  o f  I F [ x ] / ( x
n  
- ; 3 ) I F [ x ]  { = = >  C o n s t a - c y c l i c  c o d e  o f  l e n g t h  n  o v e r  I F  
S i n c e  I F  i s  a  f i e l d  t h e n  I F [ x l / ( x
n  
- ; 3 ) I F [ x ]  i s  a  p r i n c i p a l  i d e a l  d o m a i n  a n d  
a  c o n s t a - c y c l i c  c o d e  C  h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :  
1 .  T h e r e  i s  a  u n i q u e  m o n i c  p o l y n o m i a l  g ( x )  w h i c h  g e n e r a t e s  C ,  c a l l e d  t h e  
g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l .  
2 .  g ( x )  I  x n  - ; 3 .  
3 .  I f  d e g ( g )  =  r  t h e n  C  h a s  d i m e n s i o n  n  - r .  
4 .  C  i s  g e n e r a t e d  ( o v e r  I F )  b y  g ( x ) ,  x g ( x ) ,  . . .  ,  x n - r - I g ( x ) .  
5 .  A  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  t h e  f o r m  G  =  [ I I A ]  e x i s t s  f o r  C .  
A s  w e l l  a s  n u m e r o u s  p r a c t i c a l  a d v a n t a g e s  f o r  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  e n -
c o d i n g  a n d  d e c o d i n g  s c h e m e s ,  m a n y  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s  a l s o  h a v e  h i g h  m i n -
i m u m  w e i g h t .  A n  e a s i l y  c o m p u t a b l e  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
e x i s t s  f o r  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s  b a s e d  o n  t h e  g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l .  
1 . 1 0  T h e o r e m  ( B C H  B o u n d ) .  L e t  C  b e  a  c o n s t a - c y c l i c  c o d e  o v e r  I F  w i t h  
g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l  g (  x )  s u c h  t h a t  f o r  s o m e  p r i m i t i v e  e l e m e n t  a  E  I F  a n d  
s o m e  i n t e g e r s  b  2 :  0 , 5  2 :  1 ,  
g (  c i )  =  g (  a b + ! l  =  . . .  =  g (  a b + , - 2 )  =  0  
( i . e . ,  5  - 1  c o n s e c u t i v e  p o w e r s  o f  a  a r e  z e r o s  o f  g ( x ) ) .  T h e n  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  o f  C  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  5 .  
P r o o f .  S e e  [ 9 ]  f o r  c y c l i c  c o d e s ,  a n d  [ 6 ]  f o r  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  t o  c o n s t a - c y c 1 i c  
c o d e s .  0  
A l t h o u g h  t h i s  l o w e r  b o u n d  i s  s o m e t i m e s  u s e f u l ,  i n  g e n e r a l  i t  i s  n o t  t i g h t  
a n d  c a n n o t  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s  w i l l  h a v e  h i g h  
m i n i m u m  w e i g h t s .  
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1 . 5 . 2  Q u a s i - c y c l i c  a n d  Q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  
Q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  a r e  m o d e r n  c o u s i n s  o f  t h e  c y c l i c  a n d  
c o n s t a - c y c l i c  f a m i l y .  A l t h o u g h  t h e y  a r e  k n o w n  t o  g i v e  c o d e s  w i t h  h i g h  m i n -
i m u m  w e i g h t s ,  t h e r e  i s  l i t t l e  t h e o r y  k n o w n  a b o u t  t h e m .  
F o r  a  l e n g t h  n  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F ,  l e t  ( J  b e  t h e  c y c l i c  s h i f t  d e s c r i b e d  i n  
t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  F o r  a n y  d i v i s o r  m  o f  n ,  a  q u a s i - c y c l i c  s h i f t  o f  d e g r e e  m  
i s  g i v e n  b y  O m  =  ( J m  a n d  c o d e s  w h i c h  a r e  i n v a r i a n t  u n d e r  s h i f t s  o f  t h i s  t y p e  
a r e  c a l l e d  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .
3  
T h i s  p a r t i t i o n s  t h e  c o d e  i n t o  m  c y c l i c  b l o c k s  
o f  c o l u m n s ,  e a c h  o f  l e n g t h  n  /  m .  
I f  a  c o n s t a - c y c l i c  " t w i s t "  i s  a d d e d  t o  e a c h  c y c l i c  b l o c k ,  a  q u a s i - c y c l i c  
s h i f t  o f  d e g r e e  m  b e c o m e s  a  q u a s i - t w i s t e d  s h i f t  o f  d e g r e e  m .  C o d e s  w h i c h  a r e  
i n v a r i a n t  u n d e r  s h i f t s  o f  t h i s  t y p e  a r e  c a l l e d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s .  T h e  o r b i t s  
o f  a  q u a s i - t w i s t e d  s h i f t  w i l l  s t i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  " c y c l i c "  b l o c k s  e v e n  t h o u g h  
t h e r e  i s  a  c o n s t a - c y c l i c  a c t i o n  o n  e a c h  b l o c k .  
T h e  a n t o m o r p h i s m s  d e f i n i n g  q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  a r e  b e s t  
i l l u s t r a t e d  w i t h  a  s m a l l  e x a m p l e .  O n  a  c o d e  o f  l e n g t h  6 ,  t h e  i m a g e  o f  a  v e c t o r  
u n d e r  a  q u a s i - c y c l i c  s h i f t  O
2  
i s  g i v e n  b y  
B
2
( C l ,  C 2 1  C 3 1  C 4 ,  C 5 ,  C 6 )  1 - - - - +  ( C 5 )  C B ,  C l ,  C 2 ,  C 3 ,  C 4 ) .  
S i m i l a r l y ,  t h e  i m a g e  u n d e r  a  q u a s i - t w i s t e d  s h i f t  0~1.{3, o f  d e g r e e  2 ,  w i t h  t w i s t s  
( 3 1  a n d  ( 3 2 ,  i s  g i v e n  b y  
B  { 3 1  , / 3 2  ( C l ,  C 2 ,  C 3 ,  C 4 ,  C 5 ,  C 6 )  1 - - - - +  ( ; 3 1  C 5 ,  i 3 2 C 6 1  C l  J  C 2 ,  C 3 1  C 4 )  
B o t h  a u t o m o r p h i s m s  p e r m u t e  t h e  c o l u m n  s e t s  { 1 ,  3 ,  5 }  a n d  { 2 ,  4 ,  6 } ,  f o r m i n g  
t w o  c y c l i c  b l o c k s .  
1 . 5 . 3  G o p p a  c o d e s  
A  f a m i l y  o f  c o d e s  f i r s t  d e s c r i b e d  i n  1 9 7 0  b y  G o p p a  [ 6 3 J  a r e  a  s u b s e t  o f  a  
b r o a d e r  c l a s s  o f  c o d e s  k n o w n  a s  a l t e r n a n t  c o d e s  [ 7 8 J .  G o p p a  c o d e s  n o t  o n l y  
h a v e  h i g h  m i n i m u m  w e i g h t s ,  b u t  t h e r e  a r e  a l s o  g o o d  t h e o r e t i c a l  l o w e r  b o u n d s  
o n  t h e i r  m i n i m u m  w e i g h t .  A n  e f f i c i e n t  d e c o d i n g  a l g o r i t h m  a l s o  e x i s t s  f o r  
G o p p a  c o d e s ,  w h i c h  i s  i m p o r t a n t  f o r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  c o d i n g  t h e o r y  t o  
p u b l i c - k e y  c r y p t o g r a p h y  ( s e e  c h a p t e r  8 ) .  
3  A n o t h e r  c o m m o n  m e t h o d  o f  r e p r e s e n t i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i s  a s  i n v a r i a n t  u n d e r  h o m o -
m o r p h i s m s  w h i c h  s i m u l t a n e o u s l y  c y c l i c a l l y  p e r m u t e  m  s e t s  o f  n / m  c o n s e c u t i v e  c o l u m n s .  
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A  G o p p a  c o d e  o v e r  I F  q  i s  d e f i n e d  b y  a  p o l y n o m i a l  a n d  a  s e t  o f  f i e l d  e l e -
m e n t s ,  b o t h  f r o m  s o m e  e x t e n s i o n  f i e l d  o f  I F
q
.  F o r  s o m e  m  2 ' :  0 ,  l e t  G ( z )  b e  
a  p o l y n o m i a l  i n  IFq~[zJ, a n d  L  =  { a "  . . .  ,  a n }  b e  a  s u b s e t  o f  lFq~ s u c h  t h a t  
e a c h  a i  i s  a  z e r o  o f  G ( z ) !  
F o r  e a c h  v e c t o r  v  =  ( v "  . . .  ,  v
n
)  E  IF~n), t h e  s e t  L  d e f i n e s  a  r a t i o n a l  
f u n c t i o n  
n  V i  
R v ( z )  =  L  z  - a i '  
i = l  
a n d  t h e  G o p p a  c o d e  d e f i n e d  b y  G  ( z )  a n d  L  i s  g i v e n  b y  
c  =  { v  E l f ;  :  R v ( z )  = =  0  m o d  G ( z ) } .  
I f  G ( z )  i s  i r r e d u c i b l e  t h e n  C  i s  c a l l e d  a n  i r r e d u c i b l e  G o p p a  c o d e .  W h e n  G ( z )  
i s  s q u a r e - f r e e ,  t h e n  a  b i n a r y  G o p p a  c o d e  h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :  
l .  T h e  d i m e n s i o n  k  o f  C  s a t i s f i e s  k  2 ' :  n  - m d e g ( G ( z ) ) .  
2 .  T h e  m i n i m u m  w e i g h t  d  o f  C  s a t i s f i e s  d  2 ' :  2  d e g ( G ( z ) )  +  l .  
3 .  A n  e f f i c i e n t  d e c o d i n g  a l g o r i t h m  e x i s t s  t h a t  d e c o d e s  u p  t o  d e g (  G (  z ) )  
e r r o r s .  
4 T h e  s e t  L  i s  n o r m a l l y  c h o s e n  t o  c o n t a i n  a l l  z e r o s  o f  G ( z )  i n  f ' q r n .  
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C h a p t e r  2  
D e t e r m i n i n g  t h e  M i n i m u m  
W e i g h t  
S u m m a r y :  A  s u r v e y  i s  p r e s e n t e d  o f  t h e  k n o w n  m e t h o d s  f o r  
c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e .  T h e  f o c u s  i s  
o n  t h e  b e s t  p e r f o r m i n g  a l g o r i t h m  f o r  g e n e r a l  l i n e a r  c o d e s  d u e  
t o  B r o u w e r  a n d  Z i m m e r m a n n .  F o r  t h e  i m p o r t a n t  c l a s s  o f  c y c l i c  
c o d e s ,  t h e r e  i s  a  s u p e r i o r  a l g o r i t h m  d u e  t o  C h e n .  
A l l  o f  t h e  a n a l y s i s  p e r f o r m e d  i n  t h i s  c h a p t e r  i s  o r i g i n a l ,  u t i l i z i n g  
t h e  c o n c e p t  o f  w o r k  f a c t o r s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  1 . 4 . 4 .  N o  a n a l y s i s  
s e e m s  t o  h a v e  p r e v i o u s l y  b e e n  d o n e  o n  t h e s e  a l g o r i t h m s .  
A n  i m p o r t a n t  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  e r r o r - c o r r e c t i n g  a b i l i t y  o f  a  l i n e a r  c o d e  
i s  g i v e n  b y  i t s  m i n i m u m  w e i g h t :  A  c o d e  w i t h  m i n i m u m  w e i g h t  d  c a n  c o r r e c t  
a n y  L ( d  - 1 ) / 2 J  e r r o r s .  D e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e  i s  c o m -
p u t a t i o n a l l y  d i f f i c u l t ,  a n d  h a s  b e e n  p r o v e n  t o  b e  a n  N P - h a r d  p r o b l e m  [ 1 3 6 1 ·  
H o w e v e r ,  e f f i c i e n t  m e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a r e  c r u c i a l  
s i n c e  t h e s e  c o m p u t a t i o n s  o c c u p y  v a s t  a m o u n t s  o f  t i m e  i n  t h e  s e a r c h  f o r  g o o d  
c o d e s .  
A l t h o u g h  t h e o r e t i c a l  k n o w l e d g e  c a n  s o m e t i m e s  b e  u s e d  t o  i n f e r  t h e  m i n -
i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e ,  s u c h  s i t u a t i o n s  a r e  r a r e .  F o r  a  c a n d i d a t e  g o o d  c o d e ,  
o f t e n  l i t t l e  m o r e  t h a n  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  k n o w n ,  f r o m  w h i c h  a l l  r e q u i r e d  i n -
f o r m a t i o n  m u s t  b e  d e d u c e d .  S u r p r i s i n g l y ,  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  w h i c h  
e x i s t s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  a r b i t r a r y  c o d e  i s  n o t  a s  w i d e l y  
u s e d  ( o r  e v e n  k n o w n )  a s  o n e  m i g h t  e x p e c t .  
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A  r e v i e w  w i l l  b e  g i v e n  o f  t h e  e x i s t i n g  m e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  o f  l i n e a r  c o d e s .  T h e  i m p o r t a n t  a l g o r i t h m s  a r e  a n a l y z e d  a n d  r e s u l t s  
o n  t h e i r  p e r f o r m a n c e  a r e  p r o v e d .  F o l l o w i n g  t h i s ,  a  c o m p a r a t i v e  a n a l y s i s  i s  
p r e s e n t e d  o f  t h e  b e s t  p e r f o r m i n g  t e c h n i q u e  f o r  c o d e s  o f  v a r y i n g  p a r a m e t e r s .  
F i n a l l y ,  s o m e  s a m p l e  r u n t i m e s  o f  a c t u a l  c o m p u t a t i o n s  a r e  l i s t e d .  
2 . 1  B r u t e  F o r c e :  T h e  W e i g h t  D i s t r i b u t i o n  
T h e  o b v i o u s  w a y  t o  o b t a i n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e  i s  t o  e x a m i n e  t h e  
w e i g h t  o f  e v e r y  n o n - z e r o  c o d e w o r d ,  t h e r e b y  d e t e r m i n i n g  t h e  e n t i r e  w e i g h t  
d i s t r i b u t i o n .  T h i s  m e t h o d  c a n  b e  m a d e  s l i g h t l y  f a s t e r  b y  e n c o d i n g  o n l y  t h e  
c h e c k  s u b m a t r i x ,  a s  s h o w n  i n  A l g o r i t h m  2 . 1 .  T h e  n o t a t i o n  v  A  i s  u s e d  t o  
i n d i c a t e  t h a t  o n l y  t h e  l e n g t h  n  - k  s u b v e c t o r  o f  e a c h  c o d e w o r d  c o m p r i s i n g  
o f  t h e  c h e c k  p o s i t i o n s  i s  c o n s i d e r e d .  
A l g o r i t h m  2 . 1 :  B r u t e  F o r c e  
/ *  F o r  a n  [ n ,  k ,  d J  c o d e  C  o v e r  I F  g e n e r a t e d  b y  a  s y s t e m a t i c  
g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  
I n p u t :  G  =  ( h  I  A )  
O u t p u t :  d  
1  d u  : =  n  
2  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  s u c h  t h a t  m  f  0  d o  
3  l  v  A  : =  m A  / *  O n l y  e n c o d e  t h e  c h e c k  c o l u m n s  
4  i f  d "  >  W ( V  A )  +  w ( m )  t h e n  
5  L  d "  : =  W ( V A )  +  w ( m )  
6  r e t u r n  d "  
* /  
* /  
I n  c a s e s  w h e r e  I F  i s  o f  c a r d i n a l i t y  q  f  2  i t  i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  e n u m e r a t e  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  w h i c h  a r e  s c a l a r  m u l t i p l e s  o f  o n e  a n o t h e r .  T h e  e n u m e r a -
t i o n  i s  a c t u a l l y  o v e r  a  p r o j e c t i v e  s p a c e ,  w h i c h  c a n  b e  a c h i e v e d  b y  r e s t r i c t i n g  
t h e  l e f t - m o s t  n o n - z e r o  e n t r y  o f  m  t o  b e  1  ( i n  l i n e  2  o f  A l g o r i t h m  2 . 1 ) .  T h i s  
r e d u c e s  t h e  n u m b e r  o f  e n u m e r a t e d  c o d e w o r d s  b y  a  s c a l a r  f a c t o r  o f  q  - 1 .  
2 . 1  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
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I n ,  k ,  d ]  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F  q  u s i n g  b r u t e  f o r c e  i s  
W  B r u t , ( n ,  k ;  q )  =  {  l o g 2 ( q ) ( n  - k ) q k / ( q  - 1 )  
l o g 2 ( q ) k
q
n - k / ( q  - 1 )  
w h e n ! !  <  1  
k  - 2  
w h e n ! !  >  1  
k  2  
k  
P r o o f .  T h e r e  a r e  f : r  v e c t o r s  ( e x c l u d i n g  s c a l a r  m u l t i p l e s )  e a c h  c o m p r i s i n g  
l o g 2 ( q ) ( n  - k )  b i t s .  I f  n / k  >  1 / 2  t h e n  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  d u a l  c a n  
b e  c o m p u t e d ,  a n d  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y .  0  
A l t h o u g h  s i m p l i s t i c ,  b r u t e  f o r c e  i s  i n  f a c t  a  v e r y  c o m m o n  w a y  t h a t  m i n -
i m u m  w e i g h t s  a r e  c a l c u l a t e d  i n  p r a c t i c e .  T h e  2 0 0 6  r e l e a s e  o f  o n e  o f  t h e  
m a i n  c o d i n g  t h e o r y  c o m p u t e r  p a c k a g e s ,  G U A V A  2 . 5  [ 4 3 ] ,  u s e s  b r u t e  f o r c e  t o  
c a l c u l a t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  
B r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i s  a  s a t i s f a c t o r y  m e t h o d  f o r  c o d e s  h a v i n g  s m a l l  
c a r d i n a l i t y ,  b u t  i t  q u i c k l y  b e c o m e s  i m p r a c t i c a l  f o r  l a r g e r  c o d e s .  G i v e n  o n l y  
a  s e t  o f  g e n e r a t o r s  f o r  a  c o d e  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  a n y  a l g o r i t h m  e x i s t s  w h i c h  
d o e s  n o t  i n v o l v e  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  c o d e w o r d s  ( a t  l e a s t  n o n e  i s  k n o w n  t o  
d a t e ) .  H o w e v e r ,  t h e r e  a r e  w a y s  t o  r e d u c e  t h e  p r o p o r t i o n  o f  c o d e w o r d s  t h a t  
h a v e  t o  b e  e n u m e r a t e d .  
2 . 2  B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  
A  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  o f  B r o u w e r  d a t e s  f r o m  t h e  1 9 8 0 s ,  t h o u g h  i t  
h a s  n e v e r  b e e n  p u b l i s h e d .  I n  1 9 9 2 ,  B r o u w e r  v i s i t e d  t h e  M a g m a  g r o u p  a t  t h e  
U n i v e r s i t y  o f  S y d n e y  a n d  c o m m u n i c a t e d  t h e  a l g o r i t h m  t o  A l l a n  S t e e l  w h o  
i m p l e m e n t e d  a  v e r s i o n  i n  t h e  M A G M A  C  k e r n e l .  T h e  a u t h o r ' s  k n o w l e d g e  o f  
t h e  a l g o r i t h m  i s  b a s e d  o n  t h i s  C  c o d e .  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  r e d u c e s  t h e  p r o p o r t i o n  o f  a  c o d e  w h i c h  i s  e n u m e r -
a t e d ,  b y  o b t a i n i n g  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  w e i g h t  o f  t h o s e  c o d e w o r d s  w h i c h  
h a v e  n o t  b e e n  e n u m e r a t e d .  O n c e  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  
t h e  s m a l l e s t  w e i g h t  e n c o u n t e r e d  d u r i n g  t h e  e n u m e r a t i o n ,  t h i s  w e i g h t  i s  t h e n  
k n o w n  t o  b e  t h e  g l o b a l  m i n i m u m .  
L o w e r  b o u n d s  a r e  o b t a i n e d  b y  e n u m e r a t i n g  l o w  w e i g h t  i n f o r m a t i o n  v e c -
t o r s  u s i n g  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s .  T h e  b a s i c  r e s u l t  i s  g i v e n  i n  t h e  
f o l l o w i n g  l e m m a .  
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2 . 2  L e m m a .  L e t  G  b e  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  a  l i n e a r  c o d e  C ,  w i t h  
i n f o r m a t i o n  s e t  I .  F o r  a n y  ' r  <  k ,  i f  
S  =  { m G  :  m E  I F ( k ) ,  w ( m ) : : : ;  r } ,  
t h e n  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t s  o f  a l l  v  E  C \ S  s a t i s f y  
W I ( V )  2 :  r  +  1 .  
P r o o f  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \ S .  S i n c e  v  E  C  t h e r e  i s  a  u n i q u e  m  E  I F ( k )  
s u c h  t h a t  v  =  m G .  B u t  s i n c e  v  < I - S ,  t h e n  w ( m )  2 :  ( r  +  1 )  a n d  h e n c e  
W I ( V )  =  w ( m )  2 :  r  +  1 .  0  
A  k e y  p o i n t  t o  n o t e  i s  t h a t  s m a l l  b o u n d s  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  c a n  b e  
c o m p u t e d  r e l a t i v e l y  e a s i l y ,  y e t  l a r g e  b o u n d s  r e q u i r e  e x t e n s i v e  e n u m e r a t i o n .  
T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  e n u m e r a t e d  s e t  S  i n  L e m m a  2 . 2  s c a l e s  
a s  e )  a n d  g r o w s  d r a m a t i c a l l y  a s  r  i n c r e a s e s .  
1  
S i n c e  t h e  l o w e r  b o u n d  m u s t  a c h i e v e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  c o d e ,  t h e  
b o u n d  i n  L e m m a  2 . 2  i s  t o o  w e a k  t o  f o r m  t h e  b a s i s  o f  a n  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m .  
I n  f a c t ,  t h e  m a x i m u m  l o w e r  b o u n d  i t  c a n  a c h i e v e  i s  k  a n d  s o  i f  d  >  k  t h e n  
t h e  e n t i r e  c o d e  s t i l l  n e e d s  t o  b e  e n u m e r a t e d .  
T o  i m p r o v e  u p o n  t h i s  b o u n d  n o t e  t h a t  L e m m a  2 . 2  o n l y  g i v e s  a  l o w e r  
b o u n d  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d s .  I n  o t h e r  
w o r d s ,  o n l y  t h e  w e i g h t  r e s t r i c t e d  t o  a  s e t  o f  k  c o l u m n s  i s  c o n s i d e r e d ,  w h i l e  
a n y  w e i g h t  o n  t h e  r e m a i n i n g  n  - k  c o l u m n s  i s  b e i n g  n e g l e c t e d .  
A  l o w e r  b o u n d  b a s e d  o n  m o r e  c o l u m n s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  e n u m e r a t i n g  
u s i n g  m u l t i p l e  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s ,  e a c h  w i t h  p a i r w i s e  d i s j o i n t  i n -
f o r m a t i o n  s e t s .  B y  e n u m e r a t i n g  l o w  w e i g h t  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  u s i n g  e a c h  
m a t r i x ,  l o w e r  b o u n d s  c a n  b e  f o u n d  s e p a r a t e l y  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  a n d  
t h e n  c o m b i n e d .  S i n c e  e a c h  m a t r i x  g e n e r a t e s  t h e  e n t i r e  c o d e  t h e r e  i s  s o m e  
r e d u n d a n c y  i n  t h e  e n u m e r a t i o n ,  b u t  t h i s  i s  n o t  a  m a j o r  c o n c e r n .  
2 . 3  T h e o r e m  ( D i s j o i n t  I n f o r m a t i o n  S e t s ) .  L e t  G  1 ,  . . .  ,  G  h  b e  a  s e q u e n c e  
o f  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a  l i n e a r  c o d e  C  o v e r  I F ,  w i t h  p a i r w i s e  
d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s .  F o r  a n y  r  <  k ,  i f  
S i  =  { m G
i  
:  m E  I F ( k ) ,  w ( m )  : : : ;  r } ,  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
i
,  t h e n  a l l  v  E  C \  U7~1 S i  s a t i s f y  
w ( v )  2 :  h ( r  +  1 ) .  
l T h e  v a l u e  o f  r  w i l l  i n  g e n e r a l  b e  s t r i c t l y  l e s s  t h a n  k / 2 .  
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P m o f .  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \  U 7 = 1  S i  a n d  l e t  I i  d e n o t e  t h e  i n f o r m a t i o n  
s e t  o f  t h e  i - t h  g e n e r a t o r  m a t r i x .  S i n c e  v  i f .  S i  L e m m a  2 . 2  g i v e s  
w I , ( v )  : 2 :  ( r  +  1 ) ,  
a n d  a s  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  d i s j o i n t ,  
h  h  
w ( v )  : 2 :  L  w J , ( v )  : 2 :  L ( r  +  1 )  =  h ( r  +  1 ) .  
o  
i = l  
i = l  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  f o l l o w s  n a t u r a l l y  f r o m  T h e o r e m  2 . 3  a n d  i s  g i v e n  i n  
A l g o r i t h m  2 . 2 .  T h e  a l g o r i t h m  c o n s i s t s  o f  a  s e r i e s  o f  s t a g e s  d e f i n e d  b y  t h e  
p a r a m e t e r  r .  E a c h  s t a g e  c o n t r i b u t e s  a n  i d e n t i c a l  i n c r e m e n t  t o  t h e  l o w e r  
b o u n d ,  y e t  t h e  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n  r e q u i r e d  f o r  e a c h  s u b s e q u e n t  s t a g e  
s h a r p l y  i n c r e a s e s .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  t h e  r u n t i m e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  
d o m i n a t e d  b y  t h e  e n u m e r a t i o n  i n v o l v e d  i n  t h e  f i n a l  s t a g e .  T h e  v a l u e  o f  r  
w h i c h  d e f i n e s  t h e  f i n a l  s t a g e  i s  c a l l e d  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  T .  
A l g o r i t h m  2 . 2 :  B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  
/ *  F o r  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r ·  m a t r i c e s  G
"  
. . .  ,  G
h  
o f  a n  I n ,  k ,  d ]  c o d e  
C  o v e r  I F  w i t h  p a i r w i s e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  r e t u r n  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  d .  * /  
I n p u t :  G
"  
. . .  ,  G
h  
w i t h  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  
O u t p u t :  d  
/ *  D e n o t e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G
i  
b y  A i  *  /  
1  d
u  
: = n  
2  f o r  r  f r o m  1  t o  k  d o  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
1 0  
/ *  I n c r e m e n t  t h e  l o w e r ·  b o u n d  
d
1  
: =  h r  
i f  d
1
: 2 :  d
u  
t h e n  
L  r e t u r n  d
u  
/ *  E n u m e r a t e  e a c h  m a t r i x  w i t h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r  
f o r  i  f r o m  1  t o  h  d o  
f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r  d o  
l  
V A  : =  m A i  
i f  d
u  
>  w ( v  A )  +  r  t h e n  
L  d
u  
: =  w ( v  A )  +  r  
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* /  
* /  
E x a m p l e :  A  [ 3 1 , 1 1 ,  1 1 J  B i n a r y  C o d e  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  w i l l  n o w  b e  d e m o n s t r a t e d  o n  a  s m a l l  e x a m p l e .  I n  r e -
a l i t y ,  a  [ 3 1 , 1 1 ,  1 1 J  c o d e  i s  s m a l l  e n o u g h  t h a t  t h e  f u l l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i s  
e a s i l y  c o m p u t e d  b y  b r u t e  f o r c e  a n d  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  n o t  m u c h  o f  a n  
i m p r o v e m e n t .  H o w e v e r ,  i t  i s  a  u s e f u l  c o d e  o n  w h i c h  t o  i l l u s t r a t e  t h e  m a i n  
i d e a s .  
B y  p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  t w i c e ,  t w o  s e p a r a t e  g e n e r a t o r  m a t r i -
c e s  f o r  C  a r e  o b t a i n e d :  
1  1 1  1 1 1  
1 1  1  1 1  
1  1 1  
1 1 1  1 1  1  1 1  
1  
1 1  1 1 1  1 1  1  1 1  
1  
1 1  1 1 1  1 1  1  1 1  
1  
1 1  1 1 1  1 1  1  
1 1  
G
I  
1  1 1  1 1  1  
1 1  1  1 1  1  
1  1  1 1  1 1 1  1  
1 1 1  
( 2 . 1 )  
1  1  1 1  
1 1 1  1  1 1 1  
1  1  1 1  
1 1 1  1  1 1 1  
1  
1 1  1  1  1 1 1  1  1  1 1  
1 1  1 1 1  1 1  1  1 1  1  
1  1  1 1  
1  1 1  1 1 1  1  
1 1  1  
1 1  1  
1 1  1 1 1  
1 1  
1  1 1  1  
1 1  1 1 1  
1 1  1  1 1  1  
1 1  1 1 1  
1  1 1  1  1 1  1  
1 1  1 1  
G
2  
1 1  1  1 1  1  
1  1 1  1 1  1  
1  1  1 1 1  
1  1  1 1  1 1  
( 2 . 2 )  
1 1  
1  1 1 1  1  1  1 1  
1  
1 1 1  
1  1 1 1  1  1  
1 1  
1 1  1  1  1 1  
1  1 1  1  1  1  
1  1 1  1  
1 1  1 1 1  1 1  
T h e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  G
I  
a n d  G
2  
h a v e  i n f o r m a t i o n  s e t s  I I  =  { 1 ,  . . .  ,  1 1 }  
a n d  I 2  =  { 1 2 ,  . . .  ,  2 2 }  r e s p e c t i v e l y .  N o  f u r t h e r  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i t h  a  d i s -
j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  p o s s i b l e  s i n c e  t h e r e  a r e  o n l y  9  c o l u m n  p o s i t i o n s  n o t  
c o n t a i n e d  i n  e i t h e r  h  o r  I
2
.  E v e r y  n o n - z e r o  c o d e w o r d  m u s t  h a v e  a  n o n - z e r o  
w e i g h t  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t ,  h e n c e  t h e  e x i s t e n c e  o f  t w o  d i s j o i n t  i n f o r -
m a t i o n  s e t s  i m m e d i a t e l y  i m p l i e s  a  l o w e r  b o u n d  o f  2  o n  t h e  w e i g h t  o f  a n y  
n o n - z e r o  c o d e w o r d .  
F i r s t l y ,  t h e  w e i g h t s  o f  t h e  r o w s  o f  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  a r e  d e t e r m i n e d ;  
t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  s t a g e  r  =  1 .  T h e  l o w e s t  w e i g h t  o f  a n y  r o w  i s  1 1  w h i c h  
b e c o m e s  t h e  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  A f t e r  s t a g e  r  =  1 ,  a n y  
c o d e w o r d  w h i c h  h a s  n o t  b e e n  e x a m i n e d  m u s t  h a v e  w e i g h t  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  
3 0  
s e t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  2 ,  h e n c e  a n y  u n e n u m e r a t e d  v e c t o r  h a s  w e i g h t  
g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  4 .  
F o r  s t a g e  r  =  2 ,  f o r  e a c h  m a t r i x  t h e  C D  =  5 5  d i s t i n c t  p a i r s  o f  r o w s  a r e  
s u m m e d  t o g e t h e r  a n d  t h e  w e i g h t  o f  e a c h  r e s u l t i n g  c o d e w o r d  i s  d e t e r m i n e d  
( n o n e  o f  t h e s e  w e i g h t s  a r e  l e s s  t h a n  t h e  u p p e r  b o u n d  1 1 ) .  A n y  c o d e w o r d s  
n o t  e x a m i n e d  d u r i n g  s t a g e s  r  =  1  o r  r  =  2  m u s t  h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  
e q u a l  t o  3  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t ,  g i v i n g  a  l o w e r  b o u n d  o f  6  o n  t h e  w e i g h t  
o f  a n y  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d .  
N e x t ,  f o r  r  =  3  t h e  C D  =  1 6 5  d i s t i n c t  t r i p l e s  o f  r o w s  f o r  e a c h  m a t r i x  
a r e  s u m m e d  t o g e t h e r ,  a n d  s o  f o r t h .  T h i s  p r o c e s s  c o n t i n u e s  u n t i l  a f t e r  s t a g e  
r  =  5 ,  w h e n  a  l o w e r  b o u n d  o f  1 2  g u a r a n t e e s  t h a t  a l l  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d s  
h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  t h e  l o w e s t  e n c o u n t e r e d  w e i g h t  o f  l l .  A t  t h i s  p o i n t ,  
I I  i s  k n o w n  t o  b e  t h e  t r u e  m i n i m u m  w e i g h t  a n d  t h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s .  
T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  e n u m e r a t e d  i s  
5  ( l l )  
2~ r  =  2 0 4 6 ,  
w h i c h  f o r  t h i s  s m a l l  e x a m p l e  i s  a b o u t  t h e  s a m e  a s  t h e  n u m b e r  o f  v e c t o r s  
e n u m e r a t e d  u s i n g  b r u t e  f o r c e  ( 2 0 4 8 ) .  
B e s i d e s  t h e  t i n y  s i z e  o f  t h e  c o d e ,  a n o t h e r  k e y  r e a s o n  w h y  B r o u w e r ' s  a l g o -
r i t h m  i s  n o t  m o r e  e f f e c t i v e  i s  t h a t  9  o f  t h e  3 1  c o l u m n s  ( 3 0 %  o f  t h e m )  a r e  n o t  
i n c l u d e d  i n  a n y  i n f o r m a t i o n  s e t .  H e n c e ,  t h e s e  c o l u m n  p o s i t i o n s  a r e  n o t  c o n -
s i d e r e d  w h e n  f o r m i n g  t h e  l o w e r  b o u n d s .  T h i s  i n a b i l i t y  t o  u t i l i z e  " l e f t o v e r "  
c o l u m n s  i s  a n  i n h e r e n t  w e a k n e s s  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m ,  a n d  i s  a d d r e s s e d  i n  
a n  a d a p t  i o n  b y  Z i m m e r m a n n  i n  s e c t i o n  2 . 3 .  
T h e  P e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  
T h e  n u m b e r  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  u s e d  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  ( d e n o t e d  b y  
h  i n  A l g o r i t h m  2 . 2 )  i s  c r u c i a l  t o  i t s  e f f e c t i v e n e s s ,  s i n c e  a t  t h e  e n d  o f  e a c h  
s t a g e ,  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  i n c r e a s e d  b y  h .  U s i n g  a d d i t i o n a l  m a t r i c e s  m e a n s  
t h a t  m o r e  e n u m e r a t i o n  i s  r e q u i r e d  a t  e a c h  s t a g e ,  b u t  m o r e  i m p o r t a n t l y  i t  a l s o  
m e a n s  a n  i m p r o v e d  l o w e r  b o u n d .  S i n c e  a  f a s t e r  g r o w i n g  l o w e r  b o u n d  r e d u c e s  
t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  i t  a v o i d s  t h e  m o r e  c o m p u t a t i o n a l l y  i n t e n s i v e  l a t e r  
s t a g e s .  I n  n o r m a l  c i r c u m s t a n c e s  ( b a r r i n g  z e r o  c o l u m n s ,  o r  e x c e s s i v e  l i n e a r  
d e p e n d e n c i e s  b e t w e e n  c o l u m n s )  t h e  n u m b e r  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  w i t h  d i s -
j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  t h a t  c a n  b e  o b t a i n e d  i s  h  =  l  n /  k  J .  A  p r e c i s e  s e t  o f  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  h  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  i s  g i v e n  i n  [ 1 4 2 1 .  
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T h e  s e q u e n c e  o f  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  c a n  b e  c o m p u t e d  b y  r e -
p e a t e d  a p p l i c a t i o n  o f  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  t o  t h e  c o l u m n s  n o t  c o n t a i n e d  i n  
a n y  i n f o r m a t i o n  s e t .  C o m p a r e d  t o  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  c o d e w o r d s ,  G a u s s -
i a n  e l i m i n a t i o n  i s  c o m p u t a t i o n a l l y  t r i v i a l ,  s o  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m  i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  w o r k  p e r f o r m e d  i n  t h e  e n u m e r a t i o n .  
2 . 4  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
I n ,  k ,  d J  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F q  u s i n g  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  
W B r o u w , , ( n , k , d ; q )  =  l o g 2 ( q ) ( n  ~ k )  I n / k J  t  G ) ( q  - 1 r - \  
w h e r e  1 "  i s  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  l  n /  k  J  ( 1 "  +  1 )  2 :  d .  
P r o o f .  A s s u m i n g  t h a t  a  c o d e  d o e s  n o t  h a v e  z e r o - c o l u m n s  o r  e x c e s s i v e  d e -
p e n d e n c i e s  b e t w e e n  c o l u m n s ,  t h e n  I n /  k  J  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  w i t h  
d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  c a n  b e  o b t a i n e d .
2  
A f t e r  e n u m e r a t i n g  a l l  i n f o r m a t i o n  
v e c t o r s  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1 " ,  t h e  l o w e r  b o u n d  d e s c r i b e d  b y  
T h e o r e m  2 . 3  e n s u r e s  t h a t  n o  u n e x a m i n e d  c o d e w o r d  h a s  w e i g h t  l e s s  t h e n  d .  
A t  s t a g e  r ,  t h e r e  a r e  ( ; ) ( q _ 1 ) r - l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r  ( e x c l u d -
i n g  s c a l a r  m u l t i p l e s ) .  H e n c e ,  I n / k J  m a t r i c e s  m u s t  e a c h  e n u m e r a t e  a  t o t a l  o f  
L~=1 e ) ( q  - 1 ) , - 1  v e c t o r s ,  e a c h  c o m p r i s e d  o f  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  b i t s .  0  
S i n c e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  t h e  s m a l l e s t  
v a l u e  o f  1 "  s u c h  t h a t  l  n /  k  J  ( 1 " +  1 )  2 :  d ,  i t  i s  h i g h l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  d  ( t h e  r e s u l t  o f  t h e  c a l c u l a t i o n ) .  S o  w h i l e  l o w  m i n i m u m  w e i g h t s  c a n  
b e  c o m p u t e d  e a s i l y ,  g o o d  c o d e s  w i t h  h i g h  m i n i m u m  w e i g h t  p r o v i d e  t h e  m o s t  
d i f f i c u l t  c a l c u l a t i o n s .  A l l  a n a l y s i s  w i l l  b e  b a s e d  o n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o d e s  
h a v i n g  t h e  h i g h e s t  m i n i m u m  w e i g h t s  k n o w n  t o  e x i s t .  
T h e  s u p e r i o r i t y  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  o v e r  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  
w i l l  n o w  b e  p r o v e n  a s y m p t o t i c a l l y  u n d e r  s o m e  r e a s o n a b l e  a s s u m p t i o n s .  A  
r e s u l t  i s  f i r s t  g i v e n  w h i c h  a l l o w s  t h e  a n a l y s i s  t o  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  b i n a r y  
c a s e .  
2 . 5  L e m m a .  T h e  p r o p o r t i o n  o f  v e c t o r ' s  i n  a  v e c t o r  s p a c e  w i t h  w e i g h t  b e l o w  
a  g i v e n  b o u n d  d e c r ' e a s e s  a s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  f i e l d  ' i n c r e a s e s .  F 0 1 " l n a l l y ,  
2 B r o u w c r ' s  a l g o r i t h m  w i l l  p e r f o r m  s l i g h t l y  w o r s e  o n  a  c o d e  n o t  s a t i s f y i n g  t h i s  c r i t e r i a j  
i n  s u c h  c a s e s  t h e  w o r k  f a c t o r  c a n  b e  a d j u s t e d  b y  l o w e r i n g  t h e  v a l u e  o f  n  b y  t h e  n u m b e r  o f  
p r o b l e m  c o l u l I l l l s .  H o w e v e r ,  g o o d  c o d e s  g e n e r a l l y  h a v e  f e w  ( i f  a n y )  p r o b l e m  c o l u m n s .  
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w h e r e  t h e  p r o p o r t i o n  o f  l e n g t h  k  v e c t o r s  o v e r  I F  q  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  
t o  m  ( 0  <  m  <  k )  i s  g i v e n  b y  
P k m ( q )  =  L : : o  (~)(q _ 1 ) i  
q k  
t h e n  
q ,  >  q 2  = = = ?  P k m ( q , )  <  P
k m
( q 2 ) ·  
P r o o f .  T h e r e  a r e  (~)(q - 1 ) i  l e n g t h  k  v e c t o r s  o f  w e i g h t  i  o v e r  I F q ,  t h e  t o t a l  
n u m b e r  o f  v e c t o r s  b e i n g  
k  
q k  =  ~ G ) ( q  _ 1 ) i .  
I f  q ,  >  q 2 ,  t h e n  
1  k  
- - q ,  
P k m ( q ! l  - L : : o  (~)(q, - 1 ) i  
=  1  +  L:~=m+1 (~)(q, - 1 ) i  
L : : o  ( 7 ) ( q ,  - 1 ) i  
=  1  +  L:~=m+1 ( 7 )  ( q ,  - 1  ) i - ( m + 1 )  
L : : o  (~) ( q ,  - 1 ) i - ( m + 1 )  
( 2 . 3 )  
>  1  +  L:~=m+1 (~) ( q 2  - 1  ) i - ( m + 1 )  
L : : o  (~)(q2 - 1 ) i - ( m + 1 )  
( 2 . 4 )  
1  
P
k m
( q 2 )  ,  
w h e r e  t h e  i n e q u a l i t y  b e t w e e n  ( 2 . 3 )  a n d  ( 2 . 4 )  f o l l o w s  f r o m  q ,  >  q 2  >  1 ,  s i n c e  
e v e r y  e x p o n e n t  i n  t h e  n u m e r a t o r  i s  n o n - n e g a t i v e ,  w h i l e  e v e r y  e x p o n e n t  i n  
t h e  d e n o m i n a t o r  i s  n e g a t i v e .  0  
T h e  f r e q u e n c y  o f  e r r o r s  w h i c h  c a n  b e  t o l e r a t e d  u n d e r  a n  r n ,  k ,  d J  e n c o d i n g  
s c h e m e  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  r a t i o  
d  
t 5  =  -
n '  
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w h i c h  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  r e l a t i v e  m i n i m u m  w e i g h t .  E x c e p t  f o r  v e r y  l o w  r a t e  
c o d e s  t h e  r e l a t i v e  m i n i m u m  w e i g h t  w i l l  b e  s m a l l ,  g e n e r a l l y  s t r i c t l y  l e s s  t h a n  
o n e  h a l f .  
F o r  c o d e s  h a v i n g  a  g i v e n  r a t e ,  a s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  a  c o d e  i n c r e a s e s  t h e r e  i s  
a n  a s y m p t o t i c  l i m i t  t o  t h e  r e l a t i v e  m i n i m u m  w e i g h t .  A s y m p t o t i c a l l y ,  B r o u -
w e r ' s  a l g o r i t h m  w i l l  b e  p r o v e n  t o  b e  e x p o n e n t i a l l y  s u p e r i o r  t o  b r u t e  f o r c e  
w h e n  b o t h  t h e  r a t e  a n d  r e l a t i v e  m i n i m u m  w e i g h t  a r e  l e s s  t h a n  o n e  h a l f .  T h i s  
e n c o m p a s s e s  t h e  m a j o r i t y  o f  i n t e r e s t i n g  c o d e s .  
2 . 6  T h e o r e m .  O v e r  I F  q ,  l e t  0  <  R  : S  0 . 5  b e  s u c h  t h a t  t h e  l i m i t i n g  v a l u e  
o f  t h e  r e l a t i v e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  c o d e s  o f  m t e  R  i s  O R  <  0 . 5 .  T h e n  f o r  
k i n  =  R ,  
W  B r o u w e r ( n ,  k ,  d ;  q )  O (  - A k )  k  
=  e  a s  - - - - +  0 0 ,  
W  B r u t , ( n ,  k ;  q )  
w h e r e  d  i s  t h e  m i n i m ' u m  w e i g h t  f o r  a  g i v e n  n a n d  k  a n d  A  i s  a  p o s i t i v e  
c o n s t a n t  d e p e n d i n g  o n l y  o n  O R .  
P 1 ' 0 0 /  I f  f  i s  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  f o r  a n  r n ,  k ,  d J  
c o d e  o v e r  I F  q '  t h e n  
W B r o u w e r ( n ,  k ,  d ;  q )  
W B m t e ( n ,  k ;  q )  
l~J E~-l ( 7 ) ( q  - l ) i  
q "  
! !  " , r  ( k )  
<  k  L . J i = O  i  
2 k  
~ S k ( f )  
2 k  
( 2 . 5 )  
( 2 . 6 )  
w h e r e  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( 2 . 5 )  u s e s  L e m m a  2 . 5  w i t h  t h e  f a c t  t h a t  q  : : : :  2 ,  a n d  
w h e r e  
S k ( m )  =  ~ e )  
d e n o t e s  a  p a r t i a l  s u m  o f  b i n o m i a l  c o e f f i c i e n t s .  
T h e r e  i s  n o  c l o s e d  f o r m  e x p r e s s i o n  f o r  S k ( m )  [ 6 4 ] ,  t h o u g h  a n  u p p e r  b o u n d  
d u e  t o  C h e r n o f f  [ 9 6 J  g i v e s  
k  k ( b  b)~ 
Sk(~) : S  2  2 e 1 - ,  
3 4  
w h e r e  b  =  a~I' T h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r 3  i s  t h e  m i n i m u m  v a l u e  o f  r  s u c h  
t h a t  
a n d  h e n c e  
L e t t i n g  0  =  2 o
R
,  t h e n  
I n / k J  ( 1 ' +  1 )  ~ d  
_  d  
r  ~ I n / k J  - 1 ,  
d  
r  ~ I n / k J  
2 d k  
<  -
n  
<  2 o
R
k .  
S k ( r )  ~ S k ( 5 k )  
w h e r e  
(  
1 - _ '  )  k ( I - 5 )  
<  2 k  e  2 ( 1 - 6 )  
- 2 ( 1  - 5 )  
k  e ' 2 -
o  
(  
,~ )  k  
=  2  [ 2 ( 1  _  5 ) ] 1 - J  
=  2
k
e -
k f
( J )  
,  
1  
f ( x )  =  ( 1  - x )  l o g ( 2 ( 1  - x ) )  - ( 2  - x ) .  
T h e  d e r i v a t i v e  o f  f ( x )  i s  
f ' ( x )  =  - l o g ( 2 ( 1  - x ) )  
( 2 . 7 )  
w h i c h  i s  z e r o  a t  x  =  1 / 2 ,  n e g a t i v e  i n  t h e  r a n g e  0  <  x  <  1 / 2  a n d  p o s i t i v e  i n  
t h e  r a n g e  1 / 2  <  x  <  1 .  S i n c e  f ( 1 / 2 )  =  0  t h e n  f ( x )  i s  n o n - n e g a t i v e  f o r  a l l  
o  <  x  <  1  a n d  z e r o  o n l y  a t  x  =  1 / 2 .  H e n c e ,  f ( 6 )  i s  s t r i c t l y  p o s i t i v e  f o r  a l l  
v a l u e s  o f  O R  e x c e p t  O R  =  1 / 4 .  
3 I n  m o s t  c a s e s  F / k  <  0 . 5 ,  w h i c h  a l l o w s  t h e  b i n o m i a l  a p p r o x i m a t i o n  S k ( a )  =  
2
k H
( a ) - ! l o g k + O ( 1 )  w h e r e  H ( n )  =  - a l o g n  - ( 1 - o : ) l o g ( l - a )  a n d  a  m o r e  e l e g a n t  p r o o f .  
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T a b l e  2 . 1 :  B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  v s  B r u t e  F o r c e  
I  
I n ,  k ,  d ]  1  R a t e  1 1  B r u t e  F o r c e  1  B r o u w e r  
I  1 1  
I  
r  6  
[ 7 0 , 3 5 , 1 4 J  
1  
I W  =  4 0 . 1 3  
I W  =  2 7 . 0 7  
2  
r  8  
[ 1 0 5 , 3 5 , 2 6 J  
1  
I W  =  4 1 . 1 3  
I W  =  3 2 . 6 5  
3  
r  9  
[ 1 4 0 ,  3 5 , 4 0 J  
1  
I W  =  4 1 . 7 1  
I W  =  3 5 . 3 3  
4 "  
r  1 0  
[ 1 7 5 ,  3 5 , 5 2 J  
1  
I W  =  4 2 . 1 3  
I W  =  3 7 . 5 4  
[ ;  
r  
1 1  
[ 2 1 0 , 3 5 , 6 7 1  
1  
I W  =  4 2 . 4 5  
I W  =  3 9 . 4 2  
i i  
H o w e v e r ,  f o r  o u r  p u r p o s e s  f ( 5 )  c a n  b e  c o n s i d e r e d  s t r i c t l y  p o s i t i v e  f o r  a l l  
o  <  i i R  <  1 / 2 ,  s i n c e  a n y  p e r t u r b e d  v a l u e  5  =  ( 2  +  E ) i i R  c o u l d  j u s t  a s  e a s i l y  
h a v e  b e e n  u s e d .  P u t t i n g  ( 2 . 7 )  i n t o  ( 2 . 6 )  y i e l d s  
W B w u w e , ( n , k , d ; q )  <  ~e-kf(J). 
W B m t e ( n ,  k ;  q )  - R  
o  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  d e p e n d s  o n  b o t h  t h e  r a t e  o f  a  
c o d e  a n d  i t s  m i n i m u m  w e i g h t .  A t  a  l o w  r a t e ,  m o r e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  c a n  
b e  u s e d ,  r e s u l t i n g  i n  a  f a s t e r  g r o w i n g  l o w e r  b o u n d .  H o w e v e r ,  g o o d  l o w  r a t e  
c o d e s  a l s o  h a v e  v e r y  l a r g e  m i n i m u m  w e i g h t s ,  s o  t h e  l o w e r  b o u n d  m u s t  r e a c h  
a  h i g h e r  v a l u e  b e f o r e  t h e  a l g o r i t h m  c a n  t e r m i n a t e .  
T a b l e  2 . 1  l i s t s  t h e  w o r k  f a c t o r s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  
s o m e  b e s t  k n o w n  b i n a r y  c o d e s ,  a l l  o f  w h i c h  h a v e  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y .  T h e  
p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  r e l a t i v e  t o  b r u t e  f o r c e  i s  c l e a r l y  b e t t e r  
a t  h i g h e r  r a t e s ,  u s i n g  f e w e r  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  t o  c o m p u t e  l o w e r  m i n i m u m  
w e i g h t s .  A t  v e r y  l o w  r a t e s ,  t h e  l a r g e  a m o u n t  o f  r e d u n d a n t  e n u m e r a t i o n  i n  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  e v e n t u a l l y  b e c o m e s  a  b u r d e n  a n d  f o r  v e r y  l o w  d i m e n -
s i o n s  b r u t e  f o r c e  c a n  a c t u a l l y  b e  f a s t e r .  A  m o r e  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  
e f f e c t i v e n e s s  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  a t  d i f f e r e n t  r a t e s  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  2 . 7 .  
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2 . 3  Z i m m e r m a n n ' s  A d a p t i o n  
T h e  l o w e r  b o u n d  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  a  s u m m a t i o n  o f  b o u n d s  o n  p a i r -
w i s e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s .  H o w e v e r ,  a t  m o s t  l  n  /  k  J  i n f o r m a t i o n  s e t s  c a n  
b e  d i s j o i n t ,  l e a v i n g  a t  l e a s t  n  m o d  k  c o l u m n s  w h i c h  a r e  n o t  c o n s i d e r e d .  F u r -
t h e r ,  l i n e a r  d e p e n d e n c i e s  b e t w e e n  c o l u m n s  ( a s  o c c u r s  w i t h  c e r t a i n  a l g e b r a i c  
c o n s t r u c t i o n s )  c a n  o c c a i s i o n a l l y  m a k e  i t  d i f f i c u l t  t o  f i n d  l  n  /  k  J  i n f o r m a t i o n  
s e t s  w h i c h  a r e  d i s j o i n t .  
A n  a d a p t i o n  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  b y  Z i m m e r m a n n  [ 1 4 5 1  e n a b l e s  g e n e r -
a t o r  m a t r i c e s  w i t h  o v e r l a p p i n g  i n f o r m a t i o n  s e t s  t o  b e  u s e d .  T h i s  m e a n s  t h a t  
e v e r y  c o l u m n  p o s i t i o n  i s  c o n s i d e r e d  w h e n  f o r m i n g  t h e  l o w e r  b o u n d s ,  w h i c h  
m a y  e n a b l e  t h e  b o u n d  t o  g r o w  a t  a  f a s t e r  r a t e .  
Z i m m e r m a n n  o b s e r v e d  t h a t  i f  a  s e t  o f  k  c o l u m n s  h a s  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  
o r  e q u a l  t o  r  t h e n  a n y  s i z e  k  - s  s u b s e t  m u s t  h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  
e q u a l  t o  r  - s .  I f  a n  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  i n t r o d u c e d  w h i c h  o v e r l a p s  e x i s t i n g  
s e t s  t h e n  i t s  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  l o w e r  b o u n d  c a n  s i m p l y  b e  r e d u c e d  b y  t h e  
s i z e  o f  t h e  o v e r l a p .  
T o  f o r m a l i z e  t h i s  i d e a  r e l a t i v e  q u a n t i t i e s  a r e  i n t r o d u c e d ,  q u a n t i f y i n g  t h e  
o v e r l a p  i n  a  s e q u e n c e  o f  i n f o r m a t i o n  s e t s .  G i v e n  a  s e q u e n c e  o f  i n f o r m a t i o n  
s e t s  f t ,  . . .  ,  h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n c e  o f  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  
d e f i n e d  a s  
1 ; " 1  =  I i \  ( y ,  I
j
)  
f o r  a l l  i ,  
a n d  t h e  r e l a t i v e  r a n k  o f  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  
w
l  
=  1 1 ; " 1 1  f o r  a l l  i .  
T h e  f i r s t  i n f o r m a t i o n  s e t  i n  a  s e q u e n c e  i s  t h e n  a l w a y s  c o n s i d e r e d  t o  h a v e  
" f u l l "  r e l a t i v e  r a n k ,  k ; e l  =  k .  T h e  r e l a t i v e  r a n k s  o f  s u b s e q u e n t  i n f o r m a t i o n  
s e t s  d e p e n d  o n  t h e  d e g r e e  t o  w h i c h  t h e y  a r e  d i s j o i n t  f r o m  t h o s e  p r e c e d i n g .  
Z i m m e r m a n n  d e s c r i b e d  h i s  a l g o r i t h m  i n  t e r m s  o f  r e l a t i v e  r a n k s ,  t h o u g h  a  
m o r e  i n s t r u c t i v e  q u a n t i t y  i s  w h a t  w i l l  b e  t e r m e d  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  e a c h  
i n f o r m a t i o n  s e t ,  
k
d e f  
=  k  _  k e e l  
,  ,  .  
T h e  g e n e r a l i z e d  l o w e r  b o u n d  o f  Z i m m e r m a n n  i s  n o w  g i v e n ,  f o r  w h i c h  
B r o u w e r ' s  o r i g i n a l  l o w e r  b o u n d  i s  a  s p e c i a l  c a s e  i n  w h i c h  e v e r y  i n f o r m a t i o n  
s e t  h a s  a  r a n k  d e f i c i t  o f  z e r o .  
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2 . 7  T h e o r e m  ( N o n - D i s j o i n t  I n f o r m a t i o n  S e t s ) .  L e t  G
l
,  . . .  ,  G
h  
b e  a  s e -
q u e n c e  o f  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a  c o d e  C  o v e r  I F  w i t h  r a n k  d e f i c i t s  
k j l e f ,  . . .  ,  k~ef. F o r '  a n y  r  <  k ,  i f  
S i  =  { m G
i  
:  m E I F ( k ) ,  w ( m ) : : ; r } ,  
f o r  e a c h  G
i
,  t h e n  a l l  v  E  C \  U~~l S i  s a t i s f y  
h  
W r y )  2 :  L  m a x ( O ,  r  +  1  - k 1
e f
) .  
i : : : : : l  
P r o o f .  L e t  I i  a n d  l I e '  d e n o t e  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  a n d  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  
s e t  r e s p e c t i v e l y  o f  t h e  i - t h  g e n e r a t o r  m a t r i x .  F o r  a n y  v  E  C \  U~~l S i ,  s i n c e  
v  i f .  S i ,  L e m m a  2 . 2  g i v e s  
w I J v )  2 :  r  +  1 ,  
a n d  s i n c e  l I e '  i s  a  s u b s e t  o f  I  w i t h  k 1
e f  
l e s s  e l e m e n t s  t h e n  
W l ' o l ( V )  2 :  r  +  1  - k
d e f  
.  '  .  
E a c h  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  p a i r w i s e  d i s j o i n t  b y  c o n s t r u c t i o n ,  h e n c e  
h  h  
w ( v )  2 :  L  W I [ " I ( V )  2 :  L  m a x ( O ,  r  +  1  - k 1
e f
) .  
o  
i = l  
i = l  
A l o n g  w i t h  t h i s  g e n e r a l i z e d  l o w e r  b o u n d ,  Z i m m e r m a n n  a l s o  d e s c r i b e d  a  
l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  t o  o b t a i n  t h e  s e q u e n c e  o f  s y s t e m a t i c  m a t r i c e s .  G a u s -
s i a n  e l i m i n a t i o n  i s  r e p e a t e d  u n t i l  a l l  c o l u m n s  h a v e  b e e n  i n c l u d e d  i n  a t  l e a s t  
o n e  i n f o r m a t i o n  s e t .  T h e  p r o c e s s  d e s c r i b e d  i n  A l g o r i t h m  2 . 3  i s  n o t  e x a c t l y  
t h e  s a m e  a s  t h a t  d e s c r i b e d  b y  Z i m m e r m a n n ,  b u t  i t  i s  e s s e n t i a l l y  e q u i v a l e n t .  
A  f u l l  d e s c r i p t i o n  o f  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  2 . 4 ,  
w h e r e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  s e q u e n c e  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  i s  n o w  c o n s i d e r e d  
a s  p a r t  o f  t h e  a l g o r i t h m  ( c o m p a r e d  t o  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  w h e r e  t h e y  w e r e  
c o n s i d e r e d  a s  i n p u t s ) .  H o w e v e r ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o s t  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  
i s  t r i v i a l  c o m p a r e d  t o  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  v e c t o r s  a n d  i s  n o t  c o n s i d e r e d  i n  
t h e  w o r k  f a c t o r .  
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A l g o r i t h m  2 . 3 :  M a t r i x S e q u e n c e ( G )  
/ *  R e t u r n  a  s e q u e n c e  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  t h e  c o d e  g e n e r a t e d  
b y  G  a l o n g  w i t h  t h e i r  r a n k  d e f i c i t s .  *  /  
I n p u t :  G  
O u t p u t :  G
I
,  . . .  ,  G
h  
a n d  k t e f ,  . . .  ,  k~ef 
1  J  : =  { }  / *  T h e s e  a r e  t h e  ' u s e d '  c o l u m n s  * /  
2  k  : =  R a n k ( G )  
3  h  : =  0  
4  w h i l e  1 1 1  <  n  d o  
/ *  R e m o v e  t h e  ' u s e d '  i n f o r m a t i o n  c o l u m n s  *  /  
5  I  G  : =  ( G
i j
) j 1 J  
6  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n :  T G  =  ( I k I A )  f o r  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  T  
/ *  S t o r e  t h e  n e w  r e s u l t s  *  /  
7  h : =  h +  1  
8  G
h
: =  T G  
9  k~ef:= k  - R a n k ( G )  
/ *  M a r k  t h e  n e w  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a s  ' u s e d '  * /  
1 0  L  J  : =  J  u  {  t h e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  o f  G
h
}  
1 1  r e t u r n  G
I
,  . . .  ,  G
h  
a n d  k t e f ,  . . .  ,  k~ef 
E x a m p l e :  A  [ 3 1 , 1 1 , 1 1 ]  B i n a r y  C o d e  
Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  w i l l  n o w  b e  a p p l i e d  t o  t h e  s m a l l  e x a m p l e  a l r e a d y  
u s e d  t o  i l l u s t r a t e  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m .  I n  B r o u w e r ' s  o r i g i n a l  f o r m u l a t i o n  o f  
t h e  a l g o r i t h m  o n l y  t h e  t w o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  i n  ( 2 . 1 )  a n d  ( 2 . 2 )  c o u l d  b e  
u s e d  d u e  t o  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t  i n f o r m a t i o n  s e t s  m u s t  b e  p a i r w i s e  d i s j o i n t .  
H o w e v e r ,  u s i n g  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  a  t h i r d  g e n e r a t o r  m a t r i x  
1 1  1 1 1  
1 1  1  1 1  1  
1 1  
1 1 1  1 1  1  1 1  1  
1 1  1 1 1  1 1  1  
1 1  1  
1 1  
1 1 1  1 1  1  1 1  
1  
1 1  1 1 1  1 1  1  1 1  
1  
G
a  
=  I  
1 1  1 1  1  1 1  1  1 1  1  
1  
1  1 1  1 1 1  1  
1 1 1  1  
1  1 1  
1 1 1  1  1 1 1  
1  
1  1 1  1 1 1  
1  1 1 1  
1  
1 1  1  
1  1 1 1  1  1  1 1  
1  
1  1 1 1  
1 1  1  1 1  1  
1  
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A l g o r i t h m  2 . 4 :  Z i m m e r m a n n ' s  A l g o r i t h m  
/ *  F o r  a n  I n ,  k ,  d ]  c o d e  C  o v e r  I F  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  
I n p u t :  G  
O u t p u t :  d  
1  G
1
,  . . .  ,  G
h
,  k t
e f
,  . . .  ,  k~ef : =  M a t r i x S e q u e n c e ( G )  
/ *  L e t  A i  d e n o t e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G
i  
2  d
u  
: =  n  
3  f o r  r  f r o m  1  t o  k  d o  
4  d
l
: =  L7~1 m a x ( O ,  r  - k~ef) 
5  i f  d
l
: : : :  d
u  
t h e n  
6  L  r e t u r n  d
u  
7  f o r  i  f r o m  1  t o  h  d o  
8  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r  d o  
9  l  V A  : =  m A i  
1 0  i f  d
u  
>  W ( V A )  +  r  t h e n  
1 1  L  d
u  
: =  w ( v  A )  +  r  
r e t u r n  
* /  
* /  
c a n  n o w  b e  i n c l u d e d ,  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  h  =  { 2 1 ,  . . .  ,  3 1 } .  T h e  t h r e e  
i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  n o  l o n g e r  p a i r w i s e  d i s j o i n t  s i n c e  f 2  n  f 3  =  { 2 1 ,  2 2 }  a n d  
s o  G
3  
i s  a s s i g n e d  t h e  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  f f J
e
'  =  { 2 3 ,  . . .  , 3 1 }  w i t h  r a n k  
d e f i c i t  k g
e f  
=  2 .  S i n c e  o n l y  t w o  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  e x i s t ,  t h e n  b e f o r e  
e n u m e r a t i o n  c o m m e n c e s  t h e r e  i s  s t i l l  o n l y  a  l o w e r  b o u n d  o f  2  o n  a l l  n o n - z e r o  
c o d e w o r d s .  
A t  s t a g e  r  =  1  t h e  r o w s  o f  a l l  t h r e e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  h a v e  t h e i r  w e i g h t s  
d e t e r m i n e d .  S i n c e  G
3  
h a s  a  r a n k  d e f i c i t  o f  2 ,  n o  l o w e r  b o u n d  c a n  b e  d e t e r -
m i n e d  o n  t h e  c o l u m n s  i n  f f J
e
'  a n d  a  l o w e r  b o u n d  o f  4  i s  o b t a i n e d  a f t e r  t h e  f i r s t  
s t a g e .  T h i s  i s  e x a c t l y  t h e  s a m e  b o u n d  t h a t  w a s  o b t a i n e d  i n  B r o u w e r ' s  f o r m u -
l a t i o n ,  s o  t h e  e x t r a  c o m p u t a t i o n a l  w o r k  i n  e x a m i n i n g  t h e  v e c t o r s  g e n e r a t e d  
b y  G
3  
h a s  s o  f a r  d o n e  n o t h i n g  t o  c o n t r i b u t e  t o  t h e  l o w e r  b o u n d .  
H o w e v e r ,  a t  s t a g e  r  =  2  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  G
3  
d o e s  c o n t r i b u t e  t o  t h e  
l o w e r  b o u n d .  A f t e r  s u m m i n g  p a i r s  o f  g e n e r a t o r s  f r o m  e a c h  m a t r i x ,  a l l  u n -
e n u m e r a t e d  c o d e w o r d s  m u s t  h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  3  o n  f 3  
a n d  h e n c e  m u s t  h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  3  - 2  =  1  o n  f f J e ' .  T h i s  
y i e l d s  a  t o t a l  l o w e r  b o u n d  o f  3  +  3  +  1  =  7 .  A f t e r  s t a g e  r  =  3  t h e  l o w e r  b o u n d  
4 0  
i n c r e a s e s  t o  4  +  4  +  2  =  1 0  a n d  a f t e r  s t a g e  r  =  4  i t  i n c r e a s e s  t o  5  +  5  +  3  =  1 3 ,  
w h i c h  i s  h i g h  e n o u g h  t o  t e r m i n a t e  t h e  a l g o r i t h m .  
A t  e a c h  s t a g e  u s i n g  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  t h e r e  i s  1 . 5  t i m e s  a s  m u c h  
e n u m e r a t i o n  d u e  t o  t h e  e x t r a  g e n e r a t o r  m a t r i x .  H o w e v e r ,  t h e  r e w a r d  f o r  t h i s  
e x t r a  e n u m e r a t i o n  i s  a  f a s t e r  g r o w i n g  l o w e r  b o u n d  w h i c h  a l l o w s  t h e  a l g o r i t h m  
t o  t e r m i n a t e  a f t e r  s t a g e  r  =  4  i n s t e a d  o f  s t a g e  r  =  5 .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  
v e c t o r s  e n u m e r a t e d  i s  
3  t  C r i )  =  1 6 8 3 ,  
w h i c h  i s  l e s s  t h a n  w a s  r e q u i r e d  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m .  
N o t e  t h a t  t h e  t h i r d  g e n e r a t o r  m a t r i x  w a s  u s e f u l  i n  t h i s  c a s e  b e c a u s e  
i t s  r a n k  d e f i c i t  i s  l o w .  H a d  t h e  r a n k  d e f i c i t  b e e n  g r e a t e r  t h a n  5  t h e n  t h e  
a l g o r i t h m  w o u l d  h a v e  t e r m i n a t e d  b e f o r e  G
3  
m a d e  a n y  c o n t r i b u t i o n .  I f  t h i s  
w a s  t h e  c a s e  t h e n  a n y  e n u m e r a t i o n  u s i n g  G
3  
w o u l d  h a v e  b e e n  a  w a s t e  o f  
c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t .  
T h e  P e r f o r m a n c e  o f  Z i m m e r m a n n ' s  A d a p t i o n  
I n  c i r c u m s t a n c e s  w h e r e  z e r o  c o l u m n s  o r  e x c e s s i v e  l i n e a r  d e p e n d e n c i e s  m a k e  
f i n d i n g  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  d i f f i c u l t ,  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t  i o n  a l l o w s  
n o n - d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  t o  b e  u s e d .  F o r  n o r m a l  s i t u a t i o n s  w h e r e  t h e  
m a x i m a l  n u m b e r  o f  d i s j o i n t  s e t s  i s  o b t a i n e d  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  a l l o w s  
a n  e x t r a  g e n e r a t o r  m a t r i x  w h o s e  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  c o n s i s t s  o f  t h e  " l e f t -
o v e r "  c o l u m n s .  T h e  r e l a t i v e  r a n k  o f  t h i s  f i n a l  m a t r i x  i s  n  m o d  k ,  w i t h  a  r a n k  
d e f i c i t  o f  k  - ( n  m o d  k ) .  I f  k i n  t h e n  B r o u w e r ' s  a n d  Z i m m e r m a n n ' s  a l g o -
r i t h m s  a r e  i d e n t i c a l .  
2 . 8  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
I n ,  k ,  d ]  l i n e a r  c o d e  o v e r  l F q  u s i n g  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  
W
Z i m m  
=  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  r  n / k  1  ~ G )  ( q  - 1 ) " - 1  
w h e r e  l '  i s  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  
I n / k J  ( 1 '  +  1 )  +  m a x ( O , r  +  1  - ( k  - n  m o d  k ) )  ~ d .  
P r o o f  I f  k i n  t h e n  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  w i l l  b e  i d e n t i c a l  t o  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m ,  s o  s u p p o s e  t h a t  k  t  n .  A s s u m i n g  t h e  c o d e  h a s  a  s u f f i c i e n t l y  
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r a n d o m  s t r u c t u r e ,  t h e n  r n / k l  m a t r i c e s  a r e  o b t a i n e d .  T h i s  i n c l u d e s  L n / k J  
m a t r i c e s  w i t h  p a i r w i s e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  t h e n  o n e  f u r t h e r  m a t r i x  w i t h  
r a n k  d e f i c i t  k  - ( n  m o d  k ) .  T h e  v a l u e  o f  r  i s  s u c h  t h a t  t h e  l o w e r  b o u n d  i n  
T h e o r e m  2 . 7  i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  d ,  h e n c e  r  i s  t h e  s t a g e  a f t e r  w h i c h  
Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  t e r m i n a t e s .  
T h e r e  a r e  2::~1 ( ; )  ( q  - 1  ) " - 1  v e c t o r s  w h i c h  m u s t  b e  e n u m e r a t e d  f r o m  
r  n / k  1  m a t r i c e s ,  w h e r e  e a c h  v e c t o r  c o m p r i s e s  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  b i t s .  0  
Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  a l l o w s  t h e  u s e  o f  m o r e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  t h a n  
B r o u w e r ' s  o r i g i n a l  f o r m u l a t i o n ,  w i t h  e v e r y  c o l u m n  p o s i t i o n  i n c l u d e d  i n  a t  
l e a s t  o n e  i n f o r m a t i o n  s e t .  T h e  r e t u r n  o n  i n v e s t m e n t  f o r  u s i n g  m o r e  m a t r i c e s  
i s  m o r e  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  l o w e r  b o u n d  a n d  h e n c e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  l o w e r i n g  
t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r .  
A s  w e l l  a s  c o n s i d e r i n g  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  a n  o v e r l a p p i n g  i n f o r m a t i o n  
s e t  t o  b e  r e d u c e d  b y  a  f a c t o r  o f  k 1
e f  
i t  c a n  a l s o  b e  t h o u g h t  o f  a s  b e i n g  
" d e l a y e d "  b y  t h i s  f a c t o r .  W h i l e  r  <  k 1
e f  
t h e  i - t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  m a k e  
n o  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  l o w e r  b o u n d .  O n l y  f o r  s t a g e s  r  ~ k 1
e f  
w i l l  e n u m e r a t i n g  
u s i n g  t h e  i - t h  m a t r i x  a f f e c t  t h e  l o w e r  b o u n d ,  a t  w h i c h  p o i n t  i t s  c o n t r i b u t i o n  
i s  e q u i v a l e n t  t o  e n u m e r a t i o n  o n  a  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t  a t  s t a g e  r  - k 1
e f
.  
H o w e v e r ,  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  n o t  a l w a y s  s u p e r i o r  t o  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m  s i n c e  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  t h e  e x t r a  m a t r i x  c a n  b e  t o o  l a r g e  f o r  
i t  t o  c o n t r i b u t e  t o  t h e  l o w e r  b o u n d .  I f  i n c l u d i n g  a n  e x t r a  m a t r i x  i n  t h e  
e n u m e r a t i o n  d o e s  n o t  r e d u c e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  t h e n  t h e  c o m p u t a -
t i o n a l  e f f o r t  s p e n t  i n  i t s  e n u m e r a t i o n  i s  p o i n t l e s s .  W h e t h e r  o r  n o t  Z i m m e r -
m a n n ' s  a d a p t i o n  s h o u l d  b e  a p p l i e d  t o  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e  d e p e n d s  o n  t h e  v a l u e  
o f  k  - ( n  m o d  k ) ,  w h i c h  i s  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  t h e  f i n a l  m a t r i x .  
2 . 9  T h e o r e m .  L e t  r  b e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  
o n  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e .  I f  
k  - ( n  m o d  k )  - : : :  r  - L n / k J  ,  
t h e n  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  w i l l  t e r m i n a t e  a t  a n  e a r l i e r  s t a g e  t h a n  B r o u -
w e r ' s  a l g o r i t h m .  
P r o o f .  T h e  l o w e r  b o u n d  a f t e r  s t a g e  r  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  
d f ( r )  =  L n / k J  ( r  +  1 ) ,  
w h i l e  t h e  l o w e r  b o u n d  a f t e r  s t a g e  r  o f  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  
d f ( r )  =  L n / k J  ( r  +  1 )  +  m a x ( O , r  +  1 - k
d e f
) ,  
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w h e r e  k d e f  =  k  - ( n  m o d  k )  i s  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  t h e  f i n a l  m a t r i x .  T h e  
t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  i n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  o f  r  s u c h  
t h a t  d f  ( r )  ~ d .  G i v e n  t h a t  r  - k
d e f  
~ l  n /  k  J  t h e n  
d f ( r - l )  =  I n / k J r + m a x ( O , r - k d e f )  
~ I n / k J  ( r +  1 )  
=  d f ( r )  
~ d ,  
a n d  h e n c e  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  t e r m i n a t e s  a t  o r  b e f o r e  s t a g e  r  - 1 .  0  
T h e  c o n d i t i o n s  i n  T h e o r e m  2 . 9  d o  n o t  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  o v e r a l l  w o r k  
f a c t o r  o f  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  w i l l  b e  l o w e r ,  o n l y  t h a t  i t  t e r m i n a t e s  e a r -
l i e r .  H o w e v e r ,  i n  a l m o s t  a l l  c i r c u m s t a n c e s  e a r l i e r  t e r m i n a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  
l e s s  e n u m e r a t i o n .  I n  p r a c t i c e ,  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  a l s o  u s e f u l  i n  c a s e s  
o t h e r  t h a n  f o r  c o d e s  h a v i n g  l a r g e  v a l u e s  o f  n  m o d  k ,  s i n c e  s o m e t i m e s  f i n d i n g  
l  n /  k  J  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  i s  d i f f i c u l t .  
S o m e  s a m p l e  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  a n d  Z i m m e r -
m a n n ' s  a d a p t i o n  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 . 2 ,  w h e r e  t h e  r e l a t i v e  p e r f o r m a n c e  c a n  
T a b l e  2 . 2 :  B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  v s  Z i m m e r m a n n ' s  A d a p t i o n  
[ n , k , d J  1  k  - ( n  m o d  k )  1 1  
B r o u w e r  Z i m m e r m a n n  
r  1 2  
r  1 0  
[ 1 1 5 , 4 0 , 2 6 J  
5  
I W  =  4 0 . 3 2  I W  =  3 8 . 0 0  
r  9  r  9  
[ 1 2 0 , 4 0 , 2 8 J  
0  
I W  =  3 6 . 3 8  I W  =  3 6 . 3 8  
r  
1 0  
r  1 0  
[ 1 2 5 , 4 0 , 3 2 J  3 5  
I W  =  3 8 . 1 8  I W  =  3 8 . 5 9  
r  
1 5  
r  9  
[ 1 0 0 , 5 2 , 1 6 J  
4  
I W  =  4 8 . 2 9  I W  =  3 8 . 6 8  
r  8  T  8  
[ 1 0 0 , 5 0 , 1 8 J  0  
I W  =  3 5 . 9 3  I W  =  3 5 . 9 3  
r  9  r  9  
[ 1 0 0 ,  4 8 , 2 0 J  4 4  
I W  =  3 7 . 7 0  I W  =  3 8 . 2 0  
- - - -
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b e  s e e n  t o  b e  h i g h l y  d e p e n d e n t  o n  t h e  v a l u e  o f  k  - ( n  m o d  k ) .  T h e  s i x  e x -
a m p l e s  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s  c o n s i s t  o f  t w o  p r o g r e s s i o n s ,  o n e  o f  d i m e n s i o n  4 0  
c o d e s  o f  r a t e  a r o u n d  1 / 3 ,  t h e  o t h e r  o f  l e n g t h  1 0 0  c o d e s  o f  r a t e  a r o u n d  1 / 2 .  
E a c h  p r o g r e s s i o n  i l l u s t r a t e s  t h e  t h r e e  p o s s i b l e  c a s e s  w h i c h  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  
v a l u e  o f  k  - ( n  m o d  k ) .  
I f  k  - ( n  m o d  k )  i s  s m a l l  t h e n  t h e  e x t r a  g e n e r a t o r  m a t r i x  i n  Z i m m e r -
m a n n ' s  a d a p t i o n  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  l o w e r  b o u n d ,  r e d u c i n g  t h e  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r  a n d  s p e e d i n g  u p  t h e  c a l c u l a t i o n .  I f  k i n  t h e n  b o t h  a l g o r i t h m s  
a r e  c o m p l e t e l y  e q u i v a l e n t .  F i n a l l y ,  i f  k  - ( n  m o d  k )  i s  l a r g e  t h e n  t h e  e x t r a  
g e n e r a t o r  m a t r i x  d o e s  n o t  i m p r o v e  t h e  l o w e r  b o u n d  a n d  s o  t h e  c o s t  o f  i t s  e n u -
m e r a t i o n  m a k e s  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  s l o w e r .  A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  T a b l e  
2 . 2 ,  t h e  i m p r o v e m e n t  p o s s i b l e  u s i n g  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  o v e r  B r o u w e r ' s  
f o r m u l a t i o n  i s  f a r  g r e a t e r  t h a n  a n y  r e d u c t i o n  i n  p e r f o r m a n c e  i t  m a y  i n c u r .  A  
m o r e  d e t a i l e d  l o o k  a t  t h e  r e l a t i v e  p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  a n d  
Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  2 . 7 .  
T h e  " B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m "  
A l t h o u g h  o t h e r  e x i s t i n g  i m p l e m e n t a t i o n s  a r e  b a s e d  o n  e i t h e r  B r o u w e r ' s  a l -
g o r i t h m  o r  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  e x c l u s i v e l y ,  t h i s  i s  n o t  o p t i m a l .  I n  f a c t  
a  h y b r i d  a l g o r i t h m  c a n  b e  d e v i s e d  w h i c h  a u t o m a t i c a l l y  s e l e c t s  t h e  f a s t e s t  
v e r s i o n ,  t h e  d e t a i l s  o f  w h i c h  a r e  g i v e n  i n  c h a p t e r  7 .  F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  
t h e s i s  t h e  t e r m  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  w i l l  r e f e r  t o  t h e  o p t i m a l  
c h o i c e  b e t w e e n  B r o u w e r ' s  a n d  Z i m m e r m a n n ' s  v e r s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m '  T h e  
w o r k  f a c t o r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  s i m p l y  t h e  m i n i m u m  
o f  t h e  t w o .  
2 . 1 0  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
4 1 n  f a c t  s e v e r a l  o t h e r  i m p r o v e m e n t s  o f  c h a p t e r  7  f u r t h e r  r e d u c e  t h e  w o r k  f a c t o r s  d e -
s c r i b e d  h e r e ,  b u t  t h e s e  o p t i m i z a t i o n s  a r e  n o t  c o n s i d e r e d  o u t s i d e  o f  c h a p t e r  7 .  W o r k  f a c t o r  
e s t i m a t e s  t h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s  r e f e r  t o  t h e  o r i g i n a l  d e s c r i p t i o n s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m s  2 . 2  
a n d  2 . 4 .  
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a n  r n ,  k ,  d ]  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F  q  u s i n g  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  
W  B Z ( n ,  k ,  d ;  q )  =  m i n  
l o g 2 ( q )  I n / k J  ( n  - k )  L::;~1 (~) 
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
I n / k J  ( 1 '  +  1 )  2 :  d ,  
l o g 2 ( q )  f n / k l  ( n  - k )  L::;~1 e )  
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
f n / k l  ( 1 ' +  1 )  - ( k - n m o d  k )  2 :  d .  
2 . 4  M o h r i  a n d  M o r i i ' s  A l g o r i t h m  
A  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  p u b l i s h e d  i n  2 0 0 0  b y  M o h r i  a n d  M o r i i  [ 1 0 9 ]  
w a s  d e v e l o p e d  s e e m i n g l y  w i t h o u t  k n o w l e d g e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m .  I t  i s  b a s e d  o n  a  t r e e  s e a r c h i n g  a l g o r i t h m  k n o w n  a s  F A S T  [ 3 4 ] ,  
o r i g i n a l l y  u s e d  t o  c o m p u t e  p r o p e r t i e s  o f  c o n v o l u t i o n a l  c o d e s .  
A l t h o u g h  d e s c r i b e d  v e r y  d i f f e r e n t l y ,  i t s  u n d e r l y i n g  c o n c e p t  i s  i n  f a c t  s i m -
i l a r  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  F o l l o w i n g  a  b r i e f  o u t l i n e ,  i t  w i l l  
b e  s h o w n  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  c ' a n  b e  u n d e r s t o o d  a s  a  l e s s  e f f i c i e n t ,  w e a k e n e d  
v e r s i o n  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m ,  m a k i n g  a  c o m p l e t e  a n a l y s i s  u n n e c e s s a r y .  
E n u m e r a t i o n  i n  M o h r i  a n d  M o r i i ' s  a l g o r i t h m  i s  d o n e  b y  m e a n s  o f  i t e r a t i o n  
o v e r  w h a t  i s  t e r m e d  t h e  c o d e  t r e e  a n d  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  e n u m e r a t i o n  i s  
a c h i e v e d  b y  d e l e t i n g  b r a n c h e s  o f  t h i s  t r e e .  T h i s  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  i s  
m o r e  h a p h a z a r d  t h a n  t h a t  u s e d  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  b u t  
a s  l o n g  a s  a  c o d e w o r d  o f  m i n i m u m  w e i g h t  i s  d e t e c t e d  e a r l y  e n o u g h  i t  w i l l  
n o t  b e  t o o  m u c h  l e s s  e f f i c i e n t .  H o w e v e r ,  i f  a  m i n i m u m  w e i g h t  c o d e w o r d  i s  
n o t  e n c o u n t e r e d  u n t i l  a  l a t e r  s t a g e ,  h i g h  w e i g h t  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  m a y  b e  
u n n e c e s s a r i l y  e n u m e r a t e d .  T h e  b a s i c  t r e e  s e a r c h i n g  a l g o r i t h m  w h i c h  M o h r i  
a n d  M o r i i  s e e k  t o  i m p r o v e  i s  o u t l i n e d  i n  A l g o r i t h m  2 . 5 .  
T h e  m a j o r  w e a k n e s s  o f  t h e  t r e e  b a s e d  e n u m e r a t i o n  i n  A l g o r i t h m  2 . 5  i s  
t h e  f a c t  t h a t  o n l y  t h e  w e i g h t  o n  a  s i n g l e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  b e i n g  t a k e n  i n t o  
c o n s i d e r a t i o n ,  s o  t h e  r e s u l t i n g  c r i t e r i a  f o r  d i s c o n t i n u i n g  a  b r a n c h  i s  n o t  s t r o n g  
e n o u g h .  I n d e e d ,  i f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e  i s  g r e a t e r  t h a n  i t s  d i m e n s i o n  
( a s  i t  c a n  b e  f o r  l o w  r a t e  c o d e s )  t h e n  t h e  e n t i r e  c o d e  w i l l  b e  e n u m e r a t e d .  
M o h r i  a n d  M o r i i ' s  a t t e m p t s  t o  c o u n t e r  t h i s  p r o b l e m  d o  n o t  i n v o l v e  u s i n g  
m u l t i p l e  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  b u t  i n s t e a d  a r e  d i r e c t e d  a t  g e t t i n g  a  l o w e r  b o u n d  
o n  t h e  w e i g h t  o f  t h e  c h e c k  c o l u m n s  a s  a  w h o l e .  T h i s  l o w e r  b o u n d  i s  t e r m e d  
a  t h r e s h o l d  a n d  i s  o b t a i n e d  i n  a  p r e - c o m p u t a t i o n  s t a g e .  
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A l g o r i t h m  2 . 5 :  B a s i c  T r e e  S e a r c h  
/ *  F o r  a  b i n a r y  I n ,  k ,  d ]  c o d e  C  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  d .  * /  
I n p u t :  G  =  ( h I A )  
O u t p u t :  d  
/ *  L e t  d
u  
b e  a  g l o b a l  v a r i a b l e  *  /  
1  p r o c e d u r e  T r e e l t e r a t i o n ( m ,  i )  
2  I  i f  i  >  k  t h e n  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
1 0  
1 1  
L  r e t u r n  
T r e e l t e r a t i o n ( m ,  i  +  1 )  
m [ i l  : =  1  
/ *  D i s c o n t i n u e  b r a n c h  i f  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  i s  t o o  l a r g e  
i f  d
u  
~ w ( m )  t h e n  
L  r e t u r n  
/ *  U p d a t e  t h e  u p p e r  b o u n d  
w  : =  w ( m )  +  w ( m A )  
i f  d
u  
>  w  t h e n  
L  d
u  
: =  w  
T r e e I t e r a t i o n ( m ,  i  +  1 )  
1 2  e n d  p r o c e d u r e  
/ *  S t a r t  t h e  R e c u r s i o n  
1 3  d
u  
: =  n  
1 4  T r e e l t e r a t i o n ( O , I )  
1 5  r e t u r n  d
u  
* /  
* /  
* /  
T h e  p r o c e s s  d e s c r i b e d  t o  o b t a i n  t h i s  b o u n d  i s  s o m e w h a t  c o n v o l u t e d ,  b u t  
e s s e n t i a l l y  r e v o l v e s  a r o u n d  e n u m e r a t i n g  a l l  c o d e w o r d s  w h o s e  w e i g h t  o n  t h e  
c h e c k  c o l u m n s  i s  b e l o w  a  c h o s e n  t h r e s h o l d .  M o h r i  a n d  M o r i i  p e r f o r m  a n  
i t e r a t i v e  p r o c e s s  o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s  w h i c h  w i l l  n o t  b e  d e s c r i b e d  h e r e ,  
f u l l  d e t a i l s  a r e  a v a i l a b l e  i n  [ 1 0 9 ] .  H o w e v e r ,  t h e  m e t h o d  i s  l e s s  e f f i c i e n t  t h a n  
s i m p l y  t a k i n g  a n o t h e r  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  a n d  e n u m e r a t i n g  a s  i n  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
O n c e  a  t h r e s h o l d  T  i s  o b t a i n e d ,  i t  i s  k n o w n  t h a t  a n y  u n e n u m e r a t e d  c o d e -
w o r d  h a s  w e i g h t  o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  T .  D u r i n g  t h e  
t r e e  s e a r c h  i n  A l g o r i t h m  2 . 5 ,  t h e  b r a n c h  d e l e t i o n  c o n d i t i o n  o n  l i n e  6  c a n  b e  
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s t r e n g t h e n e d  f r o m  d
u  
: : : ;  w ( m )  t o  d
u  
: : : ;  w ( m )  +  T .  A  h i g h e r  t h r e s h o l d  r e s u l t s  
i n  m o r e  w o r k  i n  t h e  p r e c o m p u t a t i o n  s t a g e  b u t  r e d u c e s  t h e  e n u m e r a t i o n  i n  
t h e  t r e e  s e a r c h .  G e t t i n g  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  r e q u i r e s  t h a t  t h e  t h r e s h o l d  b e  
c h o s e n  ( i n  a d v a n c e )  t o  b a l a n c e  t h e  w o r k  o f  t h e  p r e c o m p u t a t i o n  a n d  t h e  t r e e  
s e a r c h  s t a g e s .  
U s i n g  t h e  p r e - c o m p u t a t i o n  s t e p ,  t h i s  t h r e s h o l d  t r e e  s e a r c h  a l g o r i t h m  b e -
c o m e s  s i m i l a r  i n  c o n c e p t  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  u s i n g  t w o  
g e n e r a t o r  m a t r i c e s .  I n  t h a t  s e n s e ,  i t s  p e r f o r m a n c e  w i l l  h a v e  s i m i l a r  s c a l i n g  t o  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  c o d e s  o f  r a t e  o f  a r o u n d  o n e  h a l f ,  b u t  
w i l l  b e  w o r s e  f o r  o t h e r  r a t e s .  H o w e v e r ,  t h e i r  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  i s  l e s s  
e f f i c i e n t  a n d  t h e  r e p o r t e d  r u n  t i m e s  o f  t h e i r  i m p l e m e n t a t i o n  a r c  m u c h  s l o w e r  
t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s .  
M o h r i  a n d  I \ I o r i i ' s  a l g o r i t h m  i s  a l s o  m o r e  s e n s i t i v e  t o  i n p u t s ,  a s  a  g o o d  
v a l u e  o f  t h e  t h r e s h o l d  i s  n e c e s s a r y  t o  o p t i m a l l y  b a l a n c e  t h e  w o r k  o f  t h e  
p r e - c o m p u t a t i o n  a n d  t h e  t r e e  s e a r c h .  T h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  
f i n d s  t h i s  b a l a n c e  a u t o m a t i c a l l y ,  b y  s i m u l t a n e o u s l y  i n c r e m e n t i n g  t h e  w e i g h t  
e n c o d e d  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t .  
I n  s u m m a r y ,  t h e  b a s i c  t r e e  s e a r c h  a l g o r i t h m  c a n  b e  v i e w e d  a s  e s s e n t i a l l y  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  u s i n g  a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  a n d  
s i m i l a r l y  t h e  t h r e s h o l d  a d a p t i o n  i s  l i k e  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  
w i t h  t w o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s .  I n  b o t h  c a s e s  t h e  e n u m e r a t i o n  i s  d o n e  l e s s  
e f f i c i e n t l y  a n d  t h c  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  c l e a r l y  s u p e r i o r .  
2 . 5  C y c l i c  C o d e s :  C h e n ' s  A l g o r i t h m  
C y c l i c  c o d e s  a r e  o n e  o f  t h e  m o s t  w e l l  s t u d i e d  a n d  u s e f u l  c l a s s e s  o f  l i n e a r  
c o d e s  ( s e e  s e c t i o n  1 . 5 . 1 ) .  T h e i r  c y c l i c  s t r u c t u r e  n o t  o n l y  a l l o w s  e f f i c i e n t  
h a r d w a r e  i m p l e m e n t a t i o n s  f o r  e n c o d i n g  a n d  d e c o d i n g ,  b u t  a l s o  p r o v i d e s  a  
s i m p l e  a l g e b r a i c  f r a m e w o r k  w i t h  w h i c h  t o  d e s c r i b e  a n d  a n a l y z e  t h e m .  
T h i s  c y c l i c  s t r u c t u r e  w a s  f i r s t  u t i l i z e d  f o r  t h e  e f f i c i e n t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  b y  C h e n  i n  1 9 6 9  [ 3 6 ] ,  b e f o r e  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m  f o r  g e n e r a l  l i n e a r  c o d e s .  H o w e v e r ,  t h e  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s  
c a n  b e  v i e w e d  a s  a n  a d a p t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a n d  
w i l l  b e  d e s c r i b e d  f r o m  t h i s  p e r s p e c t i v e .  
I n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  g e n e r a l  l i n e a r  c o d e s ,  m u l t i p l e  
s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a r e  e n u m e r a t e d  t o  o b t a i n  l o w e r  b o u n d s  o n  
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d i s j o i n t  c o l u m n  s e t s .  I n  t h e  c a s e  o f  c y c l i c  c o d e s  a  s i n g l e  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  
m a t r i x  i s  e n u m e r a t e d  a n d  t h e  c y c l i c  s t r u c t u r e  i s  u s e d  t o  i n f e r  a  l o w e r  b o u n d  
a c r o s s  a l l  o f  t h e  c o l u m n s .  
A  u s e f u l  c o n c e p t  w i l l  b e  a  k - w i n d o w  s t a r t i n g  a t  j ,  d e n o t e d  b y  ( j l l  k ) ,  w h i c h  
i s  d e f i n e d  a s  t h e  k  c o n s e c u t i v e  c o l u m n s  s t a r t i n g  a t  j  ( w r a p p i n g  a r o u n d  t o  t h e  
b e g i n n i n g  i f  n e c e s s a r y ) .  F o r  a n y  c o d e w o r d  v  d e n o t e  t h e  w e i g h t  o n  a  g i v e n  
k - w i n d o w  b y  W ( j l l k ) ( V ) .  U t i l i z a t i o n  o f  t h e  c y c l i c  s t r u c t u r e  o f  a  c o d e  s t e m s  
f r o m  t h e  f o l l o w i n g  c o m b i n a t o r i a l  r e s u l t .  
2 . 1 1  L e m m a .  F o r  a n y  v e c t o r  v  o f  l e n g t h  n  ~ k  t h e r e  e x i s t s  a  k - w i n d o w  
( j l l k )  s u c h  t h a t  
W U l l k ) ( V )  ~ k w ( v )  
n  
P r o o f .  L e t  w  =  w ( v ) .  E a c h  c o l u m n  p o s i t i o n  o f v  o c c u r s  i n  e x a c t l y  k  s e p a r a t e  
k - w i n d o w s ,  s o  t h e  s u m  o f  t h e  w e i g h t  o f  a l l  k - w i n d o w s  i s  k w .  S i n c e  t h e r e  a r e  
n  d i f f e r e n t  k - w i n d o w s  i n  t o t a l  t h e  a v e r a g e  w e i g h t  o f  a  k - w i n d o w  i s  , , : : .  H e n c e  
a t  l e a s t  o n e  k - w i n d o w  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  k : .  0  
A n o t h e r  w a y  o f  i n t e r p r e t i n g  L e m m a  2 . 1 1  i s  t h a t  a n y  v e c t o r  v  o f  w e i g h t  
w  h a s  a  c y c l i c  s h i f t  o f  v  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  k w  o n  t h e  f i r s t  
n  
k  c o l u m n s .  U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  c y c l i c  s h i f t s  p r e s e r v e  w e i g h t ,  t h e  f o l l o w i n g  
t h e o r e m  f o r m s  t h e  b a s i s  o f  a  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s .  
2 . 1 2  T h e o r e m  ( C y c l i c  C o d e s ) .  L e t  G  b e  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  f o r  
a  c y c l i c  c o d e  C o v e r  F  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  ( l l l k ) .  F o r  s o m e  r  <  k ,  i f  
S  =  { m G  :  m E  F ( k ) ,  w ( m )  ~r}, 
t h e n  a l l  c o d e w o r d s  v  w h i c h  a r e  n e i t h e r  i n  S  n o r  a r e  t h e  c y c l i c  s h i f t  o f  a  
c o d e  w o r d  i n  S  (  i . e . ,  a l l  v  E  C \ S U )  s a t i s f y  
w ( v )  ~ i n ( r ; l ) l .  
P r o o f .  T a k e  a n y  v  E  C \ S U  a n d  s u p p o s e  f o r  t h e  s a k e  o f  c o n t r a d i c t i o n  t h a t  
w ( v )  <  I  n ( r : l )  1 - S i n c e  w ( v )  i s  i n t e g r a l  t h e n  w ( v )  <  * : 1 )  B y  L e m m a  2 . 1 1  
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t h e r e  e x i s t s  a  k - w i n d o w  ( j l l k )  s u c h  t h a t  
w ( j l l k ) ( V )  : : ;  k w ( v )  
n  
<  ~ x  n ( r  +  1 )  
n  k  
= r + l .  
T h u s  v  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  o n  ( j  1 1  k )  a n d  i s  t h e  c y c l i c  s h i f t  o f  
a  c o d e w o r d  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  o n  ( 1 1 1  k ) .  H e n c e  v  E  S "  a n d  
t h e r e  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  0  
A l g o r i t h m  2 . 6 :  C y c l i c  C o d e s :  C h e n ' s  A l g o r i t h m  
/ *  F o r  a n  r n ,  k ,  d j  c y c l i c  c o d e  C  o v e r  I F  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  
r e t u r n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  *  /  
I n p u t :  G  =  ( h  I  A )  
O u t p u t :  d  
1  d
u  
: = n  
2  f o r  r  f r o m  1  t o  k  d o  
3  d
l
: =  r n : l  
4  i f  d
l  
2 ' :  d
u  
t h e n  
5  L  r e t u r n  d
u  
6  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r  d o  
7  l  V A  : =  m A  
8  i f  d
u  
>  W ( V  A )  +  r  t h e n  
9  L  d
u  
: = w ( v A ) + r  
I n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  g e n e r a l  l i n e a r  
c o d e s ,  t h e  c y c l i c  s t r u c t u r e  i s  u t i l i z e d  t o  p r o v i d e  t w o  m a i n  a d v a n t a g e s .  F i r s t l y ,  
i n s t e a d  o f  e n u m e r a t i n g  u s i n g  a r o u n d  I  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a t  e a c h  s t a g e ,  
o n l y  a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  u s e d  i n  t h e  e n u m e r a t i o n .  S e c o n d l y ,  t h e  
l o w e r  b o u n d  o b t a i n e d  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  i s  s u p e r i o r  t o  t h a t  a c h i e v e d  b y  
a c c u m u l a t i n g  b o u n d s  o n  m u l t i p l e  i n f o r m a t i o n  s e t s .  A  f o r m a l  d e s c r i p t i o n  i s  
g i v e n  i n  A l g o r i t h m  2 . 6 .  
4 9  
E x a m p l e :  A  [ 3 1 , 1 1 ,  1 1 J  B i n a r y  C o d e  
T h e  s m a l l  c o d e  u s e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  m  
s e c t i o n s  2 . 2  a n d  2 . 3  i s  i n  f a c t  c y c l i c ,  w i t h  g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l  
g ( x )  =  x
2 0  
+  X
l 5  
+  X l 4  +  x l !  +  x
9  
+  x
8  
+  x
5  
+  x 4  +  x
3  
+  X  +  1 .  
A p p l y i n g  C h e n ' s  a l g o r i t h m  t o  t h i s  c o d e  r e q u i r e s  e n u m e r a t i o n  o f  v e c t o r s  f r o m  
a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  s p e c i f i c a l l y  G
I  
f r o m  ( 2 . 1 ) .  B e f o r e  d o i n g  a n y  e n u -
m e r a t i o n ,  t h e  f a c t  t h a t  a n y  c o d e w o r d  m u s t  h a v e  n o n - z e r o  w e i g h t  o n  t h e  
i n f o r m a t i o n  s e t  a l r e a d y  g i v e s  a  l o w e r  b o u n d  o f  1 3 1 / 1 1 1  =  3  o n  e a c h  n o n - z e r o  
c o d e w o r d  ( f r o m  T h e o r e m  2 . 1 2 ) .  
A f t e r  e a c h  r o w  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  h a s  i t s  w e i g h t  d e t e r m i n e d  i n  s t a g e  
T  =  1  T h e o r e m  2 . 1 2  i m p l i e s  t h a t  a n y  c o d e w o r d  w h i c h  h a s  n o t  y e t  b e e n  
e x a m i n e d  h a s  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  6 .  A f t e r  s t a g e  T  =  2  t h e  l o w e r  
b o u n d  i n c r e a s e s  t o  9  a n d  a f t e r  s t a g e  T  =  3  t h e  l o w e r  b o u n d  b e c o m e s  1 2 ,  
w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  t o  t e r m i n a t e  t h e  a l g o r i t . h m .  
N o t  o n l y  h a s  t h e  c y c l i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  c o d e  a l l o w e d  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  
e n u m e r a t i o n  d u r i n g  e a c h  s t a g e ,  b u t  i t  a l s o  t e r m i n a t e s  a t  a n  e a r l i e r  s t a g e .  
T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  e n u m e r a t e d  i s  
3  
~ C r I )  =  2 3 1 ,  
w h i c h  i s  a  h u g e  i m p r o v e m e n t  o n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  B y  
t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  a  c y c l i c  c o d e ' s  i n t r i n s i c  s t r u c t u r e ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
m a y  b e  c a l c u l a t e d  s u b s t a n t i a l l y  f a s t e r  t h a n  f o r  a  n o n - c y c l i c  c o d e .  
T a b l e  2 . 3 :  L o g  W o r k  F a c t o r s  o n  t h e  [ 3 1 , 1 1 ,  1 1 J  b i n a r y  c o d e .  
B r u t e  
I  
B r o u w e r  
I  Z i m m e r m a n n  I  
C h e n  
F o r c e  
I W  =  1 5 . 3 2 1  
r = 5  
1  
T = 4  
1  
r = 3  
I W  =  1 5 . 3 2  I W  =  1 5 . 0 3  
I W  =  1 2 . 1 7  
A  s u m m a r y  o f  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  v a r i o u s  a l g o r i t h m s  c o m p u t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  [ 3 1 , 1 1 ,  1 1 J  c o d e  i s  g i v e n  i n  T a b l e  2 . 3 .  T h e  c o m p a r -
i s o n s  a r e  s p e c i f i c  t o  t . h e  g i v e n  e x a m p l e  a n d  s h o u l d  n o t  b e  t a k e n  t . o  r e p r e s e n t  
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a n y  b r o a d e r  t r e n d s .  T h e  g i v e n  e x a m p l e  w a s  c h o s e n  p u r e l y  f o r  i t s  s u i t a b i l i t y  
a t  d i s p l a y i n g  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m s ,  a s  w e l l  a s  
i t s  s m a l l  s i z e  ( h e n c e  t h e  c o m p a r a t i v e l y  g o o d  p e r f o r m a n c e  o f  b r u t e  f o r c e ) .  A  
m o r e  c o m p r e h e n s i v e  l o o k  a t  t h e  c o m p a r a t i v e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  d i f f e r e n t  
a l g o r i t h m s  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  2 . 7 .  
T h e  P e r f o r m a n c e  o f  C h e n ' s  A l g o r i t h m  
C h e n ' s  a l g o r i t h m  w i l l  n e v e r  b e  s l o w e r  t h a n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l -
g o r i t h m ,  a n d  i n  m o s t  c a s e s  w i l l  b e  s t r i c t l y  f a s t e r .  I t  i s  o n l y  f o r  v e r y  h i g h  
r a t e  c o d e s  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m r n e r m a n n  a l g o r i t h m  c a n  
m a t c h  C h e n ' s  a l g o r i t h m ,  h o w e v e r  f o r  t h e s e  c a s e s  i t  i s  p r o b a b l e  t h a t  b r u t e  
f o r c e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  d u a l  i s  a  s u p e r i o r  t e c h n i q u e .  
2 . 1 3  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
a n  I n ,  k ,  d J  c y c l i c  c o d e  o v e r  I F  q  u s i n g  C h e n ' s  a l g o r i t h m  i s  
W C h e n ( n , k , d ; q )  =  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  t ,  ( : ) r q  _ 1 ) r - l ,  
w h e r e  r  i s  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  I  n ( f t
l  
1  2 ' :  d .  
P r o o f .  F o l l o w s  s i m i l a r l y  t o  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 4 ,  u s i n g  o n l y  a  s i n g l e  
g e n e r a t o r  m a t r i x .  T h e  b o u n d  f r o m  T h e o r e m  2 . 1 2  g u a r a n t e e s  t h a t  t h e  a l g o -
r i t h m  t e r m i n a t e s  a t  t h e  d e s c r i b e d  v a l u e  o f  r .  0  
T h e  s u p e r i o r i t y  o f  C h e n ' s  a l g o r i t h m  a n d  t h e  l i m i t e d  c i r c u m s t a n c e s .  u n d e r  
w h i c h  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  c a n  e q u a l  i t s  p e r f o r m a n c e  a r e  
d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  t w o  r e s u l t s .  
2 . 1 4  L e m m a .  I f  k  t  n  t h e n  t h e  l o w e r  b o u n d  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  a t  a n y  g i v e n  
s t a g e  i s  s t r · i c t l y  g r e a t e r  t h a n  t h a t  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  I f  
k i n  t h e  b o u n d s  a r e  e q u a l .  
P r o o f .  T h e  l o w e r  b o u n d s  a f t e r  s t a g e  r  o f  t h e  a l g o r i t h m s  o f  B r o u w e r ,  Z i m m -
e r m a n n  a n d  C h e n  a r e  
d f ( r )  =  L n / k J  ( r  +  1 )  
d f ( r )  =  L n / k J  ( r  +  1 )  +  ( r  +  1  - k
d e C
)  
d f ( r )  =  f n ( r :  l ) l ,  
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w h e r e  k d e f  =  k  - ( n  m o d  k )  i s  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  t h e  f i n a l  m a t r i x  i n  Z i m m -
e r m a n n ' s  a d a p t i o n - "  I t  f o l l o w s  t h a t  
d f ( r )  : : : :  ~(r +  1 )  
n m o d k  
=  I n / k J ( r  +  1 )  +  k  ( r  +  1 )  
=  I n / k J  ( r +  1 )  +  ( r +  1 - r :  l
k d e f
) .  
( 2 . 8 )  
( 2 . 9 )  
I t  i s  c l e a r  f r o m  ( 2 . 8 )  t h a t  d f ( r )  : : : :  d f ( r ) .  A l s o ,  s i n c e  r  «  k  t h e n  , · t
1  
<  1  
a n d  h e n c e  ( 2 . 9 )  g i v e s  t h a t  d f ( r )  : : : :  d f ( r ) .  I n  b o t h  c a s e s  w h e n  k  t  n  t h e  
i n e q u a l i t i e s  a r e  s t r i c t .  0  
2 . 1 5  T h e o r e m .  F o r  c y c l i c  c o d e s  C h e n ' s  a l g o r i t h m  i s  n e v e r  i n f e r i o r  t o  t h e  
B r o u w e r · - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  F u r t h e r ,  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m  w i l l  o n l y  e q u a l  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  C h e n ' s  a l g o r i t h m  o n  v e r y  h i g h  r a t e  
c o d e s ,  w h e n  
k  1  
- >  1 - - .  
n  d  
P r o o f  I f  ' f
B Z  
a n d  ' f c  a r e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r s  u s i n g  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a n d  C h e n  a l g o r i t h m s  r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  L e m m a  2 . 1 4  e n s u r e s  
t h a t  ' f c  : s ;  ' f B Z .  T h e  r a t i o  o f  w o r k  f a c t o r s  i s  g i v e n  b y  
W B z ( n , k , d ; q )  hL::~f ( ; ) ( q  _ 1 ) r - l  
W C h e n ( n , k , d ; q )  L:~<;:1 e ) ( q _ 1 ) r - l  
=  h  ( 1  +  L:~~~C+1 e )  ( q  - 1 ) r - l )  
L:~<;:1 ( ; ) ( q  - l ) r - l  '  
( 2 . 1 0 )  
w h e r e  h  i s  t h e  n u m b e r  o f  m a t r i c e s  u s e d  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m  ( e i t h e r  I n / k J  o r  r n / k l ) .  S i n c e  ( 2 . 1 0 )  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t w o  q u a n t i t i e s  
w h i c h  a r e  e a c h  a t  l e a s t  o n e ,  t h e  p r o d u c t  i s  a l s o  a t  l e a s t  o n e .  H e n c e  t h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  w i l l  n e v e r  p e r f o r m  l e s s  w o r k  t h a n  C h e n ' s  
a l g o r i t h m .  
F o r  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  b o t h  a l g o r i t h m s  t o  b e  e q u a l  i t  i s  r e q u i r e d  t h a t  h  =  
1  a n d  ' f B Z  =  ' f c .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  n e e d s  
5 N o t c  t h a t  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t  i o n  i s  o n l y  u s e d  w h e n  t h e  e x t r a  m a t r i x  c o n t r i b u t e s  t o  
t h e  l o w e r  b o u n d .  H e n c e  i t  i s  u n n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  e x p r e s s i o n  m a x ( O ,  r  +  1  - k
d e f
) .  
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T a b l e  2 . 4 :  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m  v s  C h e n ' s  A l g o r i t h m  
B r o u w e r -
C h e n  
[ n , k , d J  
Z i m m e r m a n n  
r  9  
r  
7  
[ 7 3 , 2 7 , 2 0 J  
L W  - 2 9 . 4 9  L W  =  2 5 . 8 2  
r  7  r  7  
[ 7 3 , 3 6 , 1 6 J  
L W  - 2 9 . 5 7  L W  =  2 8 . 5 7  
r  9  
r  
7  
[ 8 7 , 3 1 , 2 2 J  
L W  =  3 2 . 3 1  
L W  =  2 7 . 5 8  
r - 9  
r  7  
[ 9 3 , 3 3 , 2 2 J  
L W  - 3 3 . 2 9  L W  =  2 8 . 3 4  
r  - 1 0  
r  
9  
[ 1 1 7 , 3 6 , 3 2 J  
L W  - 3 6 . 4 6  L W  =  3 3 . 3 5  
r  - 1 1  
r  8  
[ 1 1 7 , 4 2 , 2 6 J  
L W  =  4 0 . 3 8  L W  =  3 3 . 4 0  
r  1 1  
r  9  
[ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 J  
L W  =  3 7 . 9 8  
L W  =  3 3 . 5 2  
t o  t e r m i n a t e  a t  t h e  s a m e  s t a g e  a s  C h e n ' s  a l g o r i t h m ,  w h i l e  e n u m e r a t i n g  o n l y  
a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  U s i n g  a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  t h e  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  r  =  d - 1 ,  a n d  f o r  C h e n ' s  
a l g o r i t h m  t o  n o t  t e r m i n a t e  u n t i l  s t a g e  r  r e q u i r e s  t h a t  
d f ( r - 1 )  <  d  
i
n
( d
k
- 1 ) 1  < d  
n  
- ( d - 1 ) < d  
k  
k  1  
- >  1  - - .  
n  d  
o  
S a m p l e  c o m p a r i s o n s  o f  t h e  w o r k  f a c t o r s  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a n d  
C h e n  a l g o r i t h m s  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  2 . 4 ,  w h e r e  t h e  e x a m p l e s  a r e  c y c l i c  c o d e s  
t a k e n  f r o m  t h e  b e s t  k n o w n  l i n e a r  c o d e s  d a t a b a s e  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 .  
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A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  i m p r o v e m e n t  d u e  t o  u s i n g  t h e  c y c l i c  s t r u c t u r e  v a r i e s  
c o n s i d e r a b l y .  
T h e r e  w i l l  b e  i m p r o v e m e n t  f o r  a l l  c o m p u t a t i o n s  w i t h  c o d e s  o f  r a t e  l e s s  
t h a n  o n e  h a l f ,  s i n c e  f e w e r  m a t r i c e s  a r e  b e i n g  e n u m e r a t e d .  F o r  t h e  [ 7 3 , 3 6 ,  1 6 1  
c o d e  t h i s  i s  t h e  o n l y  i m p r o v e m e n t ,  a n d  t h e  p e r f o r m a n c e  g a i n  i s  a  s c a l a r  f a c t o r  
o f  a r o u n d  n / k .  H o w e v e r ,  w h e r e  t h e  i m p r o v e d  l o w e r  b o u n d  a l l o w s  a  r e d u c t i o n  
i n  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  t h e  p e r f o r m a n c e  g a i n  c a n  b e  m u c h  g r e a t e r .  F o r  
e x a m p l e ,  t h e  [ l l 7 ,  4 2 ,  2 6 1  c o d e  t e r m i n a t e s  a t  f  =  8  i n s t e a d  o f f  =  l l ,  r e d u c i n g  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  b y  a  f a c t o r  o f  o v e r  o n e  h u n d r e d .  
2 . 6  V o l o c h ' s  A d a p t i o n  
A n o t h e r  a d a p t i o n  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  d u e  t o  V o l o c h  
[ 1 3 9 ] ,  a l t h o u g h  i t s  i m p r o v e d  p e r f o r m a n c e  r e m a i n s  t o  b e  v e r i f i e d .  R a t h e r  t h a n  
a l t e r i n g  t h e  w a y  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  d e t e r m i n e d ,  V o l o c h  a t t e m p t s  t o  r e d u c e  
t h e  a m o u n t  o f  e n u m e r a t i o n  p e r f o r m e d  a t  e a c h  s t a g e .  
A c t u a l l y ,  V o l u c h  d e s c r i b e s  a n  a l g o r i t h m  t u  s e a r c h  f o r  v e c t u r s  u f  s p e c i f i e d  
w e i g h t  i n  b i n a r y  c y c l i c  c o d e s .  H o w e v e r ,  t h e  m e t h o d  h e  d e s c r i b e s  f o r  e n u m e r -
a t i o n  c a n  e a s i l y  b e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a n d  
w i l l  b e  d e s c r i b e d  h e r e  f r o m  t h i s  p e r s p e c t i v e .  
T h e  m a i n  i d e a  o f  V o l o c h  i s  t o  p r e - c o m p u t e  a n d  s t o r e  a  l a r g e  n u m b e r  o f  
v e c t o r s ,  a t t e m p t i n g  t o  t r a d e  o f f  t i m e  f o r  s p a c e .  T h i s  u s e  o f  m e m o r y  m a k e s  
t h e  n a t u r e  o f  a n y  i m p r o v e m e n t  d i f f i c u l t  t o  q u a n t i f y ,  s i n c e  t h e  c o s t s  i n v o l v e d  
a r e  i n h e r e n t l y  i m p l e m e n t a t i o n - d e p e n d e n t .  C o m p u t a t i o n s  w h i c h  h a v e  s o  f a r  
b e e n  r e p o r t e d  a r e  m u c h  s l o w e r  t h a n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  t h o u g h  t h i s  d o e s  n o t  m e a n  
t h a t  V o l o c h ' s  i d e a  i s  w i t h o u t  m e r i t .  
A t  s t a g e  r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t h e  (~) ( q  - 1 ) '  w e i g h t  T  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  a r e  e n u m e r a t e d  u s i n g  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x
6  
H o w e v e r ,  
i t  i s  o n l y  c o d e w o r d s  o f  l o w  w e i g h t  w h i c h  n e e d  t o  b e  e x a m i n e d .  I f  t h e  l o w e s t  
w e i g h t  w h i c h  h a s  b e e n  e n c o u n t e r e d  s o  f a r  i s  d
u  
( t h e  c u r r e n t  u p p e r  b o u n d  o n  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t )  t h e n  t h e  e n u m e r a t i o n  d o e s  n o t  n e e d  t o  e x a m i n e  a n y  
c o d e w o r d s  w h o s e  w e i g h t s  a r e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  d
u
.  
L e t  G  b e  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I  w h i c h  i s  
t o  b e  e n u m e r a t e d  u s i n g  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  T .  F i r s t ,  t h e  c h e c k  
6 J g n o r e  f o r  t h e  m o m e n t  t h a t  e x c l u d i n g  s c a l a r  m u l t i p l e s  r e d u c e s  t h i s  n u m b e r  b y  a  f a c t o r  
o f  q  - 1 .  
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c o l u m n s  o f  G  a r e  d i v i d e d  i n t o  d
u  
- r  s u b s e t s ,  
Y
1  
U · · ·  U  Y
d
. -
r  
=  { l ,  . . .  , n } \ ! ,  
w h e r e  e a c h  s u b s e t  Y i  i s  o f  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y .  V o l o c h  n o t e s  
t h a t  i f  a  c o d e w o r d  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  d
u  
- r  o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s ,  t h e n  i t  
m u s t  b e  z e r o  o n  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  Y i .  H i s  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  i s  r e s t r i c t e d  
t o  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  z e r o  o n  o n e  o r  m o r e  o f  t h e s e  c o l u m n  s u b s e t s .  
L e t  v ( i )  d e n o t e  t h e  s u b v e c t o r  o f  v  c o n s i s t i n g  o f  t h e  c o l u m n s  i n  Y i ,  p a r t i -
t i o n i n g  a  c o d e w o r d  a s  
v  =  m G  =  ( m  I  v ( 1 )  I  . . .  I  v ( d u - r ) ) .  
T h e s e  d
u  
- r  s u b v e c t o r s  a r e  u s e d  t o  i n d e x  p r e c o m p u t e d  c o l l e c t i o n s  o f  c o d e -
w o r d s  i n  l o o k - u p  t a b l e s .  
F o r  s o m e  r '  <  r  t h e  p r e c o m p u t a t i o n  s t e p  o f  V o l o c h ' s  m e t h o d  i n v o l v e s  
e n u m e r a t i n g  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r ' .  E a c h  o f  t h e  r e s u l t i n g  c o d e -
w o r d s  v  i s  i n d e x e d  i n  d
u  
- r  s e p a r a t e  l o o k - u p  t a b l e s ,  w h e r e  _ V ( i )  i s  u s e d  t o  
i n d e x  v  i n  t h e  i - t h  l o o k - u p  t a b l e .  
I n  t h e  m a i n  e n u m e r a t i o n  s t e p  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r "  =  r  - r '  
a r e  e n u m e r a t e d  a n d  s u m m e d  w i t h  a l l  a p p r o p r i a t e  c o d e w o r d s  i n  t h e  l o o k - u p  
t a b l e s .  A  c o d e w o r d  v  =  ( m  I  v ( 1 )  I  . . .  I  v ( d . - r ) )  o f  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r "  i s  
s u m m e d  w i t h  a l l  p r e c o m p u t e d  c o d e w o r d s  i n  t h e  f i r s t  l o o k - u p  t a b l e  i n d e x e d  b y  
V ( l ) ,  a l l  p r e c o m p u t e d  c o d e w o r d s  i n  t h e  s e c o n d  l o o k - u p  t a b l e  i n d e x e d  b y  V ( 2 ) ,  
a n d  s o  f o r t h .  A l l  s u m s  f o r m e d  u s i n g  a  s t o r e d  v e c t o r  f r o m  t h e  i - t h  l o o k - u p  
t a b l e  w i l l  b e  z e r o  o n  t h e  c o l u m n s  i n  Y i .  
T o  e n s u r e  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  s u m  h a s  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r  a  r e s t r i c t i o n  
i s  m a d e  t h a t  t h e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  e a c h  s u m m a n d  m u s t  n o t  o v e r l a p .  
H e n c e ,  a  f u r t h e r  c o n d i t i o n  i s  t h a t  t h e  r '  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  o f  t h e  s t o r e d  
v e c t o r  m u s t  l i e  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  c u r r e n t  r "  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s .  T o  f a c i l -
i t a t e  t h i s ,  V o l o c h  s o r t s  t h e  s t o r e d  l i s t s  o f  c o d e w o r d s  i n  e a c h  l o o k - u p  t a b l e  
a c c o r d i n g  t o  t h e i r  r i g h t - m o s t  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n .  P r o c e e d i n g  i n  t h i s  m a n -
n e r  a l l  c o d e w o r d s  a r e  e x a m i n e d  w h i c h  h a v e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r  a n d  a r e  z e r o  
o n  a n y  o f  t h e  c o l u m n s  s u b s e t s  Y i .  A  s k e t c h  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  m e t h o d  i s  
g i v e n  i n  A l g o r i t h m  2 . 7 .  
C o m p a r i n g  V o l o c h ' s  m e t h o d  t o  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n  i s  d i f f i c u l t  t h e o -
r e t i c a l l y ,  s i n c e  i t  d o e s  n o t  f i t  i n t o  t h e  m o d e l  u n d e r  w h i c h  w o r k  f a c t o r s  a r e  
d e s i g n e d  t o  a p p l y .  T h e  m e m o r y  u s e d  i s  n o t  o n l y  l a r g e  b u t  i s  a c c e s s e d  r a n -
d o m l y  a n d  c o n s t a n t l y ,  s o  t h a t  i t  c a n  b e  e x p e c t e d  t h a t  c a c h i n g  w i l l  b e  h i g h l y  
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A l g o r i t h m  2 . 7 :  V o l o c h ' s  E n u m e r a t i o n  M e t h o d  
/ *  F o r  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  =  ( I I A ) ,  d e t e r m i n e  i f  a n y  
c o d e w o r d s  o f  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r  h a v e  w e i g h t  l e s s  t h a n  d
u
·  
R e t u r n  t h e  u p d a t e d  u p p e r  b o u n d .  *  /  
I n p u t :  G  =  ( h  I  A ) ,  r ,  r ' ,  d
u  
O u t p u t :  d
u  
/ *  B e f o r e  t h e  c o m p u t a t i o n ,  d i v i d e  t h e  c h e c k  c o l u m n s  i n t o  d
u  
- r  
s u b s e t s  o f  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  s i z e ,  a n d  p r e p a r e  d
u  
- r  
c o r r e s p o n d i n g  l o o k - u p  t a b l e s  *  /  
/ *  P r e c o m p u t a t i o n  S t a g e  *  /  
1  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r '  d o  
2  I  u  : =  m G  
3  
4  
5  
/ *  D i v i d e  u  i n t o  t h e  s u b s e t s  o f  c h e c k  c o l u m n s  
( m  I  u ( 1 )  I  . . .  I  u ( d u - r ) )  : =  u  
f o r  i  f r o m  1  t o  d
u  
- r  d o  
L  S t o r e  u  i n  t h e  i - t h  t a b l e ,  i n d e x e d  b y  - u ( i )  
* /  
/ *  M a i n  E n u m e r a t i o n  S t a g e  * /  
/ *  R e a s s i g n  d
u  
s i n c e  i t s  v a l u e  m a y  c h a n g e  d u r i n g  t h e  e n u m e r a t i o n  *  /  
6  d
u  
: =  d
u  
7  r "  : =  r  - r '  
8  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  , ' "  d o  
9  I  v  : = m G  
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
1 5  
/ *  D i v i d e  v  i n t o  t h e  s u b s e t s  o f  c h e c k  c o l u m n s  
( m  I  v ( 1 )  I  . . .  I  v ( d u - r ) )  : =  v  
f o r  i  f r o m  1  t o  d
u  
- r  d o  
f o r e a c h  u  i n  t h e  i - t h  t a b l e  i n d e x e d  b y  v ( i )  d o  
/ *  T h e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  o f  u  a n d  v  m u s t  n o t  
c o i n c i d e  
z  : =  v  + u  
i f  w ( z )  <  d
u  
t h e n  
L  d
u  
: =  w ( z )  
1 6  r e t u r n  d
u  
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* /  
* /  
i n e f f e c t i v e .  H e n c e ,  a n y  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e  o n  V o l o c h ' s  e n u m e r a t i o n  m e t h o d  
w i l l  n o t  n e c c e s s a r i l y  c o r r e s p o n d  a c c u r a t e l y  t o  a c t u a l  r u n t i m e s .  
H o w e v e r ,  a  w o r k  f a c t o r  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d  i n  o r d e r  t o  g e t  a  s e n s e  o f  
h o w  p o t e n t i a l l y  e f f e c t i v e  V o l o c h ' s  e n u m e r a t i o n  m i g h t  b e .  T h e  c o s t  o f  u s i n g  
V o l o c h ' s  e n u m e r a t i o n  m e t h o d  c a n  b e  b r o k e n  i n t o  t h r e e  p a r t s :  e n u m e r a t i n g  
u s i n g  w e i g h t  r ' ,  e n u m e r a t i n g  u s i n g  w e i g h t  r " ,  a n d  e n u m e r a t i n g  t h e  " h i t s "  i n  
t h e  l o o k - u p  t a b l e s .  
A s s u m i n g  t h a t  t h e  i n d e x i n g  a n d  s o r t i n g  p r o c e s s  i s  r e l a t i v e l y  c h e a p ,  t h e  
p r e c o m p u t a t i o n  p h a s e  i s  t h e  w o r k  i n v o l v e d  i n  e n u m e r a t i n g  a l l  i n f o r m a t i o n  
v e c t o r s  o f  w e i g h t  r ' .  S c a l a r  m U l t i p l e s  c a n  b e  a v o i d e d  i n  t h i s  e n u m e r a t i o n  ( b y  
r e q u i r i n g  t h e  l e f t - m o s t  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  t o  b e  o n e ) ,  a n d  s o  ( ; , ) ( q  - 1 ) " ' - 1  
v e c t o r s  a r e  e n u m e r a t e d  i n  t o t a l .  
T h e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r "  c a n  b e  r e s t r i c t e d  
t o  t h o s e  w h i c h  a r e  z e r o  o n  t h e  ' r '  l e f t - m o s t  p o s i t i o n s .  A l l  s c a l a r  m u l t i p l e s  m u s t  
b e  e n u m e r a t e d  i n  t h i s  p h a s e  a n d  h e n c e  t h e r e  a r e  ( k ; , ; ' )  ( q  - 1 ) ' "  v e c t o r s  i n  
t o t a l .  
E s t i m a t i n g  t h e  c o s t  o f  e n u m e r a t i n g  c o l l i s i o n s  f r o m  t h e  l o o k - u p  t a b l e s  i s  
m o r e  d i f f i c u l t  s i n c e  t h e  e x a c t  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  w i t h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  
r  w h i c h  a r e  z e r o  o n  a n y  o f  t h e  Y ;  i s  u n k n o w n .  U n d e r  c e r t a i n  a s s u m p t i o n s  
( s e e  [ 1 3 9 J  f o r  d e t a i l s )  V o l o c h  e s t i m a t e s  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o l l i s i o n s  t o  b e  
( d
u  
- r )  G ) ( q  - 1 ) "  I q '  
( 2 . 1 1 )  
w h e r e  t  =  l  ; " - _ k r  J .  
T h e  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e  f o r  e n u m e r a t i n g  a  s i n g l e  m a t r i x  a t  s t a g e  r  u s i n g  
V o l o c h ' s  m e t h o d  i s  t h u s  
W V o l o c h ( n ,  k ,  d ,  q ;  r ,  r ' )  =  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  
( ( : ' ) ( q  - 1 ) , , - 1  +  e~,r') ( q  - 1 ) ' "  +  ( d  - r )  G )  ( q  - 1 ) "  I q '  ) ,  
w h e r e  r "  =  r  - r '  a n d  t  =  l  ; , ,  _ _  k
r  
J .  T h i s  w o r k  f a c t o r  i s  s l i g h t l y  m o r e  g e n e r o u s  
t h a n  t h e  o p e r a t i o n  c o u n t  V o l o c h  e s t i m a t e s .  I n  c o m p a r i s o n ,  t h e  w o r k  f a c t o r  
f o r  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n  i s  
W S t a n d a r d ( n ,  k ,  q ;  r )  =  l o g 2 ( q ) ( n  - k )  G > q  - 1 ) r - 1  
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I n  c e r t a i n  c i r c u m s t a n c e s  t h i s  i d e a l i z e d  w o r k  f a c t o r  f o r  V o l o c h ' s  e n u m e r a -
t i o n  m e t h o d  i s  i n d e e d  l e s s  t h a n  t h a t  o f  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n .  
T h e  s t a t e d  a i m  o f  t h e  n e w  m e t h o d  w a s  t o  c o m p u t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
o f  c y c l i c  c o d e s .  H o w e v e r ,  f o r  l o w  r a t e  c y c l i c  c o d e s  V o l o c h ' s  m e t h o d  i s  m u c h  
w o r s e  t h a n  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n .  C o m p a r i s o n s  f o r  h i g h  r a t e  b i n a r y  c y c l i c  
c o d e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 . 5 ,  w h e r e  V o l o c h ' s  m e t h o d  c a n  b e  s e e n  t o  g i v e  a  
i m p r o v e m e n t  o n  s o m e  ( b u t  n o t  a l l )  e x a m p l e s .  T h e s e  i m p r o v e m e n t s  a r e  s m a l l  
a n d  a l l  v a l u e s  a r e  o b t a i n e d  u s i n g  o n l y  r '  =  1 .  T h e  f i n a l  c o d e  l i s t e d  w a s  u s e d  
b y  V o l o c h  a s  t h e  e x a m p l e  i n  h i s  p a p e r ,  t h o u g h  h i s  m e t h o d  i s  n o t  s u p e r i o r  f o r  
t h i s  c o d e .  
I n  f a c t ,  c y c l i c  c o d e s  a r e  n o t  w h e r e  t h i s  t e c h n i q u e  s h o w s  t h e  m o s t  p r o m i s e .  
T h e  w o r k  f a c t o r  e x p r e s s i o n  f o r  V o l o c h ' s  m e t h o d  c a n  b e  m a d e  s m a l l e s t  r e l a t i v e  
t o  t h a t  o f  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n  w h e n  b o t h  k  a n d  r  a r e  l a r g e  a n d  w h e n  d  i s  
T a b l e  2 . 5 :  V o l o c h ' s  E n u m e r a t i o n  O n  B i n a r y  C y c l i c  C o d e s  
J  
[ n , k , d ]  
r  1 1  S t a n d a r d  
1 1  J  
V o l o c h  
r '  
1  
[ 6 3 , 4 6 , 7 ]  4  L W  =  2 1 . 4 0  
L W  =  2 0 . 3 7  
[ 9 1 , 5 1 , 1 4 ]  
7  
L W  =  3 2 . 1 1  
r '  1  
L W  =  3 3 . 0 2  
[ 6 5 , 5 3 , 5 ]  
3  
L W  =  1 8 . 1 0  
r '  1  
L W  =  1 5 . 4 2  
[ 8 9 , 5 6 , 1 1 ]  
6  
L W  =  3 0 . 0 0  
r '  1  
L W  =  2 9 . 3 1  
r '  1  
[ 1 5 1 , 7 6 , 2 3 ]  1 1  L W  =  4 8 . 6 1  
L W  =  4 9 . 9 4  
r '  
1  
[ 1 2 9 , 8 7 , 1 3 ]  
8  
L W  =  4 1 . 1 6  
L W  =  3 9 . 2 3  
r '  1  
[ 1 5 1 , 1 0 6 , 1 3 ]  
8  
L W  =  4 3 . 6 2  
L W  =  4 0 . 9 7  
· r '  1  
[ 1 6 7 , 8 3 , 2 3 ]  9  L W  =  4 4 . 6 5  
L W  =  4 5 . 8 4  
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1  
. , ]  
s m a l l .  T h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  m e t  w h e n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  
u s e s  o n l y  a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  w h i c h  o c c u r s  f o r  c o d e s  w i t h  h i g h  r a t e s  
( t h o u g h  n o t  s o  h i g h  t h a t  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  d u a l  i s  s u p e r i o r ) .  
T h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r s  o f  s u c h  c o d e s  a r e  r e l a t i v e l y  v e r y  h i g h  a n d  s o m e  
e x a m p l e s  w h e r e  V o l o c h ' s  t e c h n i q u e  o f f e r s  i m p r e s s i v e  r e d u c t i o n s  a r e  l i s t e d  i n  
T a b l e  2 . 6 .  T h e  w o r k  f a c t o r s  a r e  f o r  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  a  s i n g l e  m a t r i x  a t  t h e  
f i n a l  s t a g e .  
T a b l e  2 . 6 :  V o l o c h ' s  E n u m e r a t i o n  O n  B i n a r y  C y c l i c  C o d e s  
[ n , k , d ]  
r  1 1  S t a n d a r d  
V o l o c h  
r '  
3  
[ 6 0 , 4 0 , 8 ]  6  
I W  =  2 6 . 1 9  
I W  =  2 1 . 9 9  
r '  3  
[ 7 9 , 5 4 , 8 ]  6  I W  =  2 9 . 2 7  
I W  =  2 3 . 0 4  
r '  
5  
[ 1 0 0 , 6 0 ,  1 2 ]  1 1  I W  =  4 3 . 6 4  
I W  =  3 0 . 3 6  
[ 1 2 0 , 7 4 , 1 4 ]  1 2  I W  =  4 9 . 8 4  
r '  5  
I W  =  3 8 . 4 2  
A l t h o u g h  V o l o c h ' s  m e t h o d  d o e s  n o t  g i v e  a  g e n e r a l  i m p r o v e m e n t  f o r  m i n -
i m u m  w e i g h t  c a l c u l a t i o n s ,  i t  s e e m s  l i k e l y  t h a t  i t  c o u l d  h a v e  a  s p e c i a l i z e d  a p -
p l i c a t i o n  t o  v e r y  h i g h  r a t e  c o d e s .  P o s s i b l e  i n a c c u r a c i e s  i n  t h e s e  p r e d i c t i o n s  
a r e  t h e  p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  i m p l e m e n t a t i o n  o v e r h e a d s ,  a s  w e l l  a s  u n c e r t a i n t y  
o v e r  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  e s t i m a t e  i n  ( 2 . 1 1 ) .  A s  w a s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  V o l o c h ' s  
m e t h o d  i s  y e t  t o  d e m o n s t r a t e  f a s t e r  c o m p u t a t i o n s  i n  p r a c t i c e .  
T h e  e n u m e r a t i o n  o f  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  a  g i v e n  w e i g h t  i s  i n  s o m e  s e n s e  
a  c o m p a r t m e n t a l i z e d  c o m p o n e n t  o f  t h e  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  p r e -
s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s .  A  n e w  t e c h n i q u e  f o r  t h i s  e n u m e r a t i o n ,  b e  i t  V o l o c h ' s  
o r  a n y  o t h e r ,  c o u l d  r e p l a c e  s t a n d a r d  e n u m e r a t i o n  w i t h o u t  a n y  c o n s e q u e n c e s  
f o r  t h e  s u r r o u n d i n g  d e s c r i p t i o n  o f  e a c h  a l g o r i t h m .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  V o l o c h ' s  
m e t h o d  w i l l  b e  n e g l e c t e d  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  t h e s i s ,  w i t h  t h e  u n d e r -
s t a n d i n g  t h a t  i t  c a n  e a s i l y  b e  i n c o r p o r a t e d  i n  s i t u a t i o n s  w h e r e  i t  p r o v e s  
v a l u a b l e .  
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2 . 7  C o m p a r a t i v e  A n a l y s i s  
A  c o m p a r i s o n  i s  n o w  m a d e  o f  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  t h e  i m p o r t a n t  m i n i m u m  
w e i g h t  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r ,  u s i n g  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  
w e i g h t s  f r o m  t h e  d a t a b a s e  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 .  T h e  c o m p a r i s o n s  a r e  
i l l u s t r a t e d  g r a p h i c a l l y  a n d  t h e  m a i n  f e a t u r e s  o f  e a c h  g r a p h  c a n  b e  e x p l a i n e d  
i n  t e r m s  o f  t h e  r e s u l t s  a n d  d i s c u s s i o n s  f r o m  e a r l i e r  i n  t h i s  c h a p t e r .  
I n  m o s t  c i r c u m s t a n c e s  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  t h e  b e s t  
m e t h o d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  E x c e p t i o n s  a r e  c o d e s  o f  v e r y  
l o w  o r  h i g h  r a t e s  a n d  c y c l i c  c o d e s .  B r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i s  f a s t e s t  f o r  v e r y  
l o w  r a t e  c o d e s  a n d  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  d u a l  i s  f a s t e s t  f o r  v e r y  h i g h  
r a t e  c o d e s .  F o r  c y c l i c  c o d e s  t h e  s p e c i a l i z e d  a l g o r i t h m  o f  C h e n  o u t p e r f o r m s  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
A s s u m i n g  t h a t  a  c o d e  d o e s  n o t  h a v e  a n y  s p e c i a l  s t r u c t u r e  w h i c h  m a k e s  
f i n d i n g  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  i m p o s s i b l e ,  t h e  m a j o r i t y  o f  c o m p u t a t i o n s  
u s e  B r o u w e r ' s  o r i g i n a l  f o r m u l a t i o n .  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  f a s t e s t  f o r  a  
r e l a t i v e l y  s m a l l  n u m b e r  o f  c o d e s ,  a l t h o u g h  i t  o f f e r s  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t s  
f o r  t h e s e  c a s e s .  
N o  c o m p a r i s o n s  a r e  m a d e  w i t h  C h e n ' s  a l g o r i t h m ,  s i n c e  i t  a p p l i e s  o n l y  t o  
a  s p e c i f i c  c l a s s  o f  c o d e s  a n d  i s  d e a r l y  v a s t l y  s u p e r i o r .  V a r i a t i o n s  i n  t h e  p e r -
f o r m a n c e  o f  C h e n ' s  a l g o r i t h m  d e p e n d  l a r g e l y  o n  t h e  v a l u e  o f  t h e  b e s t  k n o w n  
m i n i m u m  w e i g h t s  o f  d i f f e r e n t  c o d e s ,  r a t h e r  t h a n  d e t a i l s  o f  t h e  a l g o r i t h m  i t -
s e l f .  I n  o r d e r  n o t  t o  o b s c u r e  o t h e r  r e l e v a n t  i n f o r m a t i o n ,  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  
C h e n ' s  a l g o r i t h m  i s  o n l y  i n c l u d e d  i n  F i g u r e  2 . 3 .  
2 . 7 . 1  P e r f o r m a n c e  a s  D i m e n s i o n  I n c r e a s e s  
W o r k  f a c t o r s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s  w i t h  
f i x e d  l e n g t h  a n d  v a r y i n g  d i m e n s i o n  a r e  g r a p h c d  i n  F i g u r e s  2 . 1  a n d  2 . 2 .  
B r u t e  F o r c e  
T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  a n d  h e n c e  i n c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  d i m e n s i o n .  
H o w e v e r ,  f o r  k  >  n / 2  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y  a l l o w s  t h e  s m a l l e r  d u a l  
c o d e  t o  b e  e n u m e r a t e d  i n s t e a d .  I n  t h i s  r a n g e  t h e  w o r k  f a c t o r  d e c r e a s e s  
e x p o n e n t i a l l y  w i t h  i n c r e a s i n g  d i m e n s i o n .  F i g u r e s  2 . 1  a n d  2 . 2  c l e a r l y  s h o w  
t h e  w o r k  f a c t o r  o f  b r u t e  f o r c e  t o  b e  s y m m e t r i c a l  a b o u t  a  r a t e  o f  o n e  h a l f .  
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B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  
A s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  a  c o d e  i n c r e a s e s  s o  d o e s  t h e  n u m b e r  o f  l o w  w e i g h t  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r s ,  h e n c e  t h e  a m o u n t  o f  e n u m e r a t i o n  r e q u i r e d  a t  e a c h  s t a g e  
o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  w i t h  d i m e n s i o n .  T h u s  
t h e  w o r k  f a c t o r  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i n  F i g u r e s  2 . 1  a n d  2 . 2  a l w a y s  h a s  a  
p o s i t i v e  g r a d i e n t  ( w h e r e  i t  i s  c o n t i n u o u s ) .  
H o w e v e r ,  m o r e  i m p o r t a n t  t o  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  a r e  
t h e  d i s c o n t i n u o u s  " j u m p s "  w h i c h  f r e q u e n t l y  o c c u r  i n  t h e s e  g r a p h s .  T h e  
j u m p s  r e f l e c t  t h e  d o m i n a t i n g  i n f l u e n c e  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  o n  t h e  
r u n t i m e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  a n d  o c c u r  w h e n  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  
c h a n g e s  v a l u e .  T h e  d i r e c t  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  j u m p s  a n d  c h a n g e s  i n  t h e  
t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  i s  s h o w n  w i t h  r e s p e c t  t o  v a r i a t i o n  i n  l e n g t h  i n  t h e  
n e x t  s e c t i o n .  
T h e r e  a r e  t w o  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  j u m p s :  s m a l l  d o w n w a r d  j u m p s  a n d  l a r g e  
u p w a r d  j u m p s .  T h e  s m a l l  d o w n w a r d  j u m p s  a r e  d u e  t o  t h e  b e s t  k n o w n  m i n -
i m u m  w e i g h t  d e c r e a s i n g  a s  t h e  d i m e n s i o n  i n c r e a s e s .  W h e n  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  d e c r e a s e s  s u f f i c i e n t l y  t h a t  i t  i s  r e a c h e d  b y  t h e  b o u n d  o f  T h e o r e m  2 . 3  
f o r  a  l o w e r  v a l u e  o f  T , .  t h e n  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s  a t  a n  e a r l i e r  
s t a g e .  T h e s e  d o w n w a r d  j u m p s  a l w a y s  c o r r e s p o n d  t o  a  u n i t  c h a n g e  i n  t h e  
v a l u e  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r .  E x a c t l y  w h e n  t h e y  o c c u r  d e p e n d s  o n  
t h e  c h a n g i n g  v a l u e  o f  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t ,  s o  t h e i r  l o c a t i o n s  a r e  
e s s e n t i a l l y  u n p r e d i c t a b l e .  
H o w e v e r ,  t h e  l a r g e  u p w a r d  j u m p s  a p p e a r  w i t h  v e r y  p r e d i c t a b l e  r e g u l a r i t y  
a n d  o c c u r  w h e n e v e r  t h e  r a t e  o f  t h e  c o d e  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  a n  i n t e g e r .  T h e s e  
j u m p s  a r e  d u e  t o  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  u s e d  i n  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  n u m b e r  o f  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  
s e t s  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d .  
A s  w a s  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 ,  i n  g e n e r a l  a n  I n ,  k ]  l i n e a r  c o d e  y i e l d s  
I n / k J  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s .  T h e  l o w e r  b o u n d  i n  T h e o r e m  2 . 3  i s  h i g h l y  
s e n s i t i v e  t o  t h e  n u m b e r  o f  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  w h i c h  a r e  u s e d  a n d  s o  
c r i t i c a l  j u n c t u r e s  o c c u r  w h e n  k i n .  F o r  a  d i v i s o r  k o  I  n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  o n  a  d i m e n s i o n  k o  +  E  c o d e  i s  m u c h  w o r s e  t h a n  i t  i s  o n  
a  d i m e n s i o n  k o  c o d e  ( f o r  s m a l l  p o s i t i v e  E ) .  
T h e s e  t r e n d s  a p p e a r  f o r  b o t h  t h e  l e n g t h  1 0 0  a n d  t h e  l e n g t h  2 0 0  c o d e s ,  
s h o w n  i n  F i g u r e s  2 . 1  a n d  2 . 2  r e s p e c t i v e l y .  I t  c a n  b e  s e e n  t h e r e  t h e r e  i s  a  
h i g h e r  n u m b e r  o f  d o w n w a r d  j u m p s  i n  F i g u r e  2 . 2  t h a n  i n  F i g u r e  2 . l .  T h i s  i s  
b e c a u s e  t h e r e  i s  a  l a r g e r  v a r i a t i o n  i n  d i m e n s i o n  d u r i n g  w h i c h  t h e  b e s t  k n o w n  
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m i n i m u m  w e i g h t  u n d e r g o e s  a  l a r g e r  c h a n g e .  
Z i m m e r m a n n ' s  A d a p t i o n  
A l t h o u g h  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  s u p e r i o r  t o  B r o u w e r ' s  o r i g i n a l  f o r m u l a -
t i o n  f o r  o n l y  a  l i m i t e d  r a n g e  o f  p a r a m e t e r s ,  i n  m a n y  o f  t h e s e  c a s e s  i t  o f f e r s  a  
s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t .  T h e  a d a p t i o n  a p p l i e s  t o  t h o s e  d i m e n s i o n s  s l i g h t l y  
g r e a t e r  t h a n  d i v i s o r s  o f  n ,  i n  s i t u a t i o n s  w h e r e  n  m o d  k  i s  l a r g e .  T h e  v a l u e s  
o f  k  f o r  w h i c h  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t  i o n  i s  f a s t e s t  a r e  d e s c r i b e d  q u a n t i t a t i v e l y  
i n  L e m m a  2 . 9 .  
I n  s o m e  s e n s e  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  s o f t e n s  t h e  i m p a c t  t h a t  r e d u c i n g  
t h e  n u m b e r  o f  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  h a s  o n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m .  F o r  d i m e n s i o n s  s l i g h t l y  l a r g e r  t h a n  d i v i s o r s  o f  n ,  t h e  a d a p t i o n  
a l l o w s  a n  e x t r a  i n f o r m a t i o n  s e t  t o  b e  u s e d  w i t h  a  c o n t r i b u t i o n  w h i c h  i s  r e -
d u c e d  b y  i t s  r a n k  d e f i c i t .  H o w e v e r ,  a s  k  i n c r e a s e s  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  t h e  f i n a l  
m a t r i x  a l s o  i n c r e a s e s  a n d  e v e n t u a l l y  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  b e c o m e s  l e s s  
e f f e c t i v e .  
2 . 7 . 2  P e r f o r m a n c e  a s  L e n g t h  I n c r e a s e s  
W o r k  f a c t o r s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  c o d e s  o f  f i x e d  d i m e n s i o n  
a n d  v a r y i n g  l e n g t h  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e s  2 . 3  a n d  2 . 4 .  F u r t h e r ,  a  c o m p a r i s o n  
o f  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t o  i t s  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r  i s  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 5 .  
I n  F i g u r e  2 . 3  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  C h e n ' s  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s  i s  a l s o  
i n c l u d e d .  N o t e  t h a t  t h e r e  d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  e x i s t  a  c y c l i c  c o d e s  w i t h  t h e  
b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  f o r  e a c h  l e n g t h .  
B r u t e  F o r c e  
W h e n  n  2 :  k  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  d u a l  ( e q u a l  t o  n  - k )  i s  s m a l l  a n d  b r u t e  f o r c e  
e n u m e r a t i o n  o f  t h e  d u a l  i s  t h e  f a s t e s t  t e c h n i q u e  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t .  H o w e v e r ,  a s  n  i n c r e a s e s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  d u a l  g r o w s  e x p o n e n -
t i a l l y  a n d  s o  b r u t e  f o r c e  q u i c k l y  b e c o m e s  l e s s  e f f i c i e n t  t h a n  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  W h e n  n  : : : :  2 k  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  i s  l e s s  
t h a n  t h a t  o f  i t s  d u a l  a n d  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t e s  t h e  c o d e  d i r e c t l y .  T h e  
t r a n s i t i o n  a t  n  =  2 k  c a n  b e  c l e a r l y  s e e n  i n  F i g u r e s  2 . 3  a n d  2 . 4 .  
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S i n c e  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  i s  c o n s t a n t ,  f o r  n  2 : :  2 k  t h e  n u m b e r  o f  
v e c t o r s  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t e s  i s  c o n s t a n t .  H e n c e ,  v a r i a t i o n  i n  t h e  w o r k  
f a c t o r  i s  o n l y  d u e  t o  c h a n g e s  i n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  e n u m e r a t e d  v e c t o r s .  T h i s  
i s  o n l y  a  l i n e a r  i n c r e a s e  a n d  s i n c e  e v e r y  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m  u s e s  
v e c t o r s  o f  t h e  s a m e  l e n g t h ,  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  b r u t e  f o r c e  c a n  b e  t h o u g h t  o f  
a s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t .  
B e c a u s e  b r u t e  f o r c e  p e r f o r m s  i n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
a  c o d e  i t s  p e r f o r m a n c e  i s  c o m p a r a t i v e l y  b e t t e r  a t  l o w  r a t e s ,  w h e r e  t h e  b e s t  
k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  i s  l a r g e .  H e n c e ,  b r u t e  f o r c e  i s  t h e  f a s t e s t  t e c h n i q u e  
f o r  l o n g  c o d e s  w i t h  l o w  c a r d i n a l i t y ,  a s  c a n  b e  s e e n  i n  F i g u r e  2 . 3 .  H o w e v e r ,  f o r  
c o d e s  o f  r e a s o n a b l e  c a r d i n a l i t y  i t  p e r f o r m s  v e r y  b a d l y  b e y o n d  s h o r t  l e n g t h s ,  
a s  c a n  b e  s e e n  i n  F i g u r e  2 . 4 .  
B r o u w e r ' s  A l g o r i t h m  
A s  n  i n c r e a s e s  t h e r e  i s  a  l i n e a r  i n c r e a s e  i n  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m ,  d u e  t o  t h e  i n c r e a s i n g  l e n g t h  o f  t h e  e n u m e r a t e d  v e c t o r s .  H o w e v e r ,  
i t  i s  t h e  d i s c o n t i n u o u s  " j u m p s "  w h i c h  a r e  o f  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n c e .  
S i m i l a r  t o  t h e  d e s c r i p t i o n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e r e  a r e  t w o  t y p e s  o f  
j u m p s  o c c u r r i n g :  s m a l l  u p w a r d  j u m p s  a n d  l a r g e  d o w n w a r d  j u m p s .  T h e  s m a l l  
u p w a r d  j u m p s  a r e  d u e  t o  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  i n c r e a s i n g  w i t h  
l e n g t h ,  w h i l e  t h e  l a r g e  d o w n w a r d  j u m p s  a r e  d u e  t o  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  e x t r a  
d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t .  T h e  u p w a r d  j u m p s  o c c u r  u n p r e d i c t a b l y  b a s e d  o n  
t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  f o r  e a c h  l e n g t h ,  w h i l e  t h e  d o w n w a r d  j u m p s  
o c c u r  r e g u l a r l y  a t  m u l t i p l e s  o f  k .  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  c o m p a r e d  t o  b r u t e  f o r c e  e n u -
m e r a t i o n  c a n  b e  s e e n  t o  g e t  w o r s e  a t  v e r y  l o w  r a t e s  ( w h e n  n a n d  d  a r e  l a r g e ) .  
D i m e n s i o n  2 5  b i n a r y  c o d e s  a r e  q u i t e  s m a l l  a n d  i n  F i g u r e  2 . 3  i t  c a n  b e  s e e n  
t h a t  f o r  n  2 : :  2 2 0  b r u t e  f o r c e  i s  i n  f a c t  s u p e r i o r  t o  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m .  
Z i m m e r m a n n ' s  A d a p t i o n  
Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  i s  f a s t e s t  f o r  l e n g t h s  w h i c h  a r e  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  m u l -
t i p l e s  o f  k ,  t h o s e  c o d e s  f o r  w h i c h  n  m o d  k  i s  l a r g e .  S i m i l a r  t o  t h e  d e s c r i p t i o n  
i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e  a d a p t i o n  a l l o w s  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t  t o  t h o s e  
c o d e s  o n  w h i c h  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  p e r f o r m s  t h e  w o r s t .  
T h e  w o r k  f a c t o r  o f  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  e x p e r i e n c e s  a  d o w n w a r d  j u m p  
( d u e  t o  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  e x t r a  g e n e r a t o r  m a t r i x )  e a r l i e r  t h a n  B r o u w e r ' s  
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o r i g i n a l  f o r m u l a t i o n .  I t  a l s o  c o m p l e t e l y  a v o i d s  s o m e  u p w a r d  j u m p s  w h e n  
t h e y  o c c u r  a t  l e n g t h s  a p p r o a c h i n g  m u l t i p l e s  o f  k .  
F i g u r e  2 . 5  i l l u s t r a t e s  h o w  t h e  d i s c o n t i n u o u s  j u m p s  i n  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a r e  d i r e c t l y  c o r r e l a t e d  t o  c h a n g e s  i n  t h e  
t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r .  S u c h  c h a n g e s  c a n  b e  s e e n  t o  a c c o u n t  f o r  a l m o s t  e v e r y  
m a j o r  f e a t u r e  i n  t h e  g r a p h ,  e x c l u d i n g  a  f e w  s m a l l  u p w a r d  j u m p s  w h i c h  d o  n o t  
s e e m  t o  b e  r e l a t e d .  T h e s e  s m a l l  j u m p s  o c c u r  w h e n  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  e x t r a  
m a t r i x  u s i n g  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n  a l l o w s  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  t o  
r e m a i n  c o n s t a n t ,  w h e r e  i t  w o u l d  o t h e r w i s e  h a v e  b e e n  i n c r e a s e d .  
2 . 7 . 3  P e r f o r m a n c e  a s  F i e l d  S i z e  I n c r e a s e s  
W o r k  f a c t o r s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  c o d e s  o v e r  I F  4  a r e  g i v e n  
i n  F i g u r e  2 . 7 ,  w h i c h  c a n  b e  c o m p a r e d  t o  t h e  b i n a r y  c o d e s  i n  F i g u r e  2 . 2 .  
F u r t h e r ,  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  t h e  
w o r k  f a c t o r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  g i v e n  i n  F i g u r e  2 . 6 ,  
w h i c h  c a n  b e  c o m p a r e d  t o  t h e  b i n a r y  c a s e  i n  F i g u r e  2 . 5 .  
B r u t e  F o r c e  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  c a r d i n a l i t y  
o f  t h e  c o d e  a n d  s o  f o r  d i m e n s i o n  k  c o d e s  i s  O ( q k )  i n  t h e  f i e l d  s i z e  q .  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m  
T h e  r e l a t i v e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i m p r o v e s  
a s  t h e  s i z e  o f  t h e  f i e l d  i n c r e a s e s .  T h i s  s t e m s  f r o m  t h e  r e s u l t  i n  L e m m a  2 . 5  
s h o w i n g  t . h a t  o v e r  l a r g e  f i e l d s  a  l o w e r  p r o p o r t i o n  o f  c o d e w o r d s  a r e  e n c o d e d  
u s i n g  l o w  w e i g h t  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s .  T h e r e  a r e  t w o  m a j o r  c o n s e q u e n c e s  o f  
t h i s  r e s u l t  f o r  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  a l g o r i t h m .  
F i r s t l y ,  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  s u p e r i o r  t o  a  b r u t e  f o r c e  
e n u m e r a t i o n  f o r  a  w i d e r  r a n g e  o f  i n p u t  p a r a m e t e r s .  F o r  c o d e s  o v e r  I F  4  t h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  c a n  b e  s e e n  i n  F i g u r e  2 . 7  t o  b e  s u p e r i o r  u p  
t o  r a t e  0 . 8  H o w e v e r ,  o n  t h e  b i n a r y  c o d e s  i n  F i g u r e  2 . 2  i t  i s  o n l y  u p  t o  r a t e  
0 . 6 5  t h a t  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  s u p e r i o r .  
S e c o n d l y ,  a s  t h e  f i d e l  s i z e  i n c r e a s e s  a  h i g h e r  p r o p o r t i o n  o f  t h e  t o t a l  e n u -
m e r a t i o n  i s  s p e n t  i n  t h e  f i n a l  s t a g e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
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F i g m e  2 . 7 :  W o r k  F a c t o r s  f o r  L e n g t h  2 0 0  C o d e s  o v e r  I F .  
H e n c e ,  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  d i c t a t e s  t h e  w o r k  f a c t o r  e v e n  m o r e  a c c u -
r a t e l y .  T h i s  c a n  b e  s e e n  i n  t h e  c o m p a r i s o n  o f  F i g u r e s  2 . 5  a n d  2 . 6 .  F o r  b i n a r y  
c o d e s  t h e r e  i s  a  c l e a r  t r e n d  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r ,  w h i l e  t h i s  t r e n d  i s  l e s s  a p p a r e n t  f o r  c o d e s  o v e r  I F  • .  
T h e  b e s t  k n o w n  m i n i m w n  w e i g h t  a l s o  i n c r e a s e s  m o r e  r a p i d l y  f o r  c o d e s  
o v e r  l a r g e r  f i e l d s .  T h i s  r e s u l t s  i n  m o r e  f r e q u e n t  c h a n g e s  i n  t h e  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r  w h i c h  c a n  b e  s e e n  b y  c o m p a r i n g  t h e  f r e q u e n c y  o f  d o w n w a r d  j u m p s  
i n  F i g u r e s  2 . 2  a n d  2 . 7 .  
2 . 8  C o m p u t a t i o n s  
a m p l e  r U l 1 t i m e s  o f  a c t u a l  c o m p u t a t i o n s  u s i n g  t h e  B r o u w e r - Z i n u n e r m a n n  
a l g o r i t h m  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 . 7 ,  u s i n g  b e s t  k n o w n  c o d e s  f r o m  t h e  d a t a b a s e  
d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 .  T h e  i m p l e m e n t a t i o n  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  7  i s  u s e d ,  
i n c l u d i n g  s e v e r a l  a l g o r i t h m i c  i m p r o v e m e n t s .  H e n c e ,  t h e  w o r k  f a c t o r s  d o  n o t  
n e c e s s a r i l y  c o r r e s p o n d  e n t i r e l y  t o  t h o s e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  a n d  c h a p t e r  
7  s h o u l d  b e  c o n s u l t e d  f o r  f u l l  d e t a i l s .  F o r  t h e  c o d e  m a r k e d  w i t h ' "  i t  w a s  n o t  
p o s s i b l e  t o  o b t a i n  f u l l  r a n k  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t ,  t h e  f i n a l  m a t r i x  h a v i n g  
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T a b l e  2 . 7 :  S a m p l e  R u n t i m e s  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m  
[ n , k , d ] q  
m o d  1 1  L W  
T i m e  
I  1 1  
I  I  
[ 1 0 0 , 5 0 ,  i S h  
3 5 . 9 3  4 1 . 4  s e c o n d s  
[ 1 2 0 , 3 0 , 3 4 ] 2  
3 0 . 9 4  0 . 9  s e c o n d s  
[ 1 2 0 , 4 0 , 2 S h ' "  
4  
3 4 . 4 S  1 1 . 6  s e c o n d s  
[ 1 3 0 , 6 5 , 2 2 h  
2  4 3 . 9 1  
2 . 7  h o u r s  
[ 1 5 0 , 7 5 , 2 3 h  
4 S . S 7  
6 9 . S  h o u r s  
I  
[ 1 6 2 , 5 4 , 3 5 h  
4 4 . S  2 . 9  h o u r s  
[ 2 0 4 , 5 1 , 5 2 h  
2  
4 6 . 6 7  9 . 4  h o u r s  
[ 6 0 , 3 0 ,  i S h  
3 3 . S  9 . 0  s e c o n d s  
[ 9 0 , 3 0 , 2 9 h  
3 9 . S  4 . 7  m i n u t e s  
[ 1 2 0 , 3 0 , 4 5 h  
4 4 . 1  1 . 6  h o u r s  
[ 1 5 0 , 3 0 , 5 S h  
4 5 . 5  3 . 0  h o u r s  
[ S O ,  4 0 ,  1 9 h  
4 2 . 4  4 3 . 5  m i n u t e s  
[ 9 0 , 4 5 , 2 1 h  
4 7 . 1  1 7 . 0  h o u r s  
[ 6 0 , 3 0 ,  1 7 ] 4  
3 9 . S  
5 . 6  m i n u t e s  
[ 9 0 , 3 0 , 3 2 ] 4  
4 6 . 6  
5 . 5  h o u r s  
[ S O ,  4 0 ,  2 1 ] 4  
5 0 . 6  
1 2 0 . 1  h o u r s  
- - - - _  . .  _ . _ . _ -
a  r a n k  d e f i c i t  o f  2 .  A l l  c o m p u t a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  a  2 . 4  G H z  A M D  
O p t e r o n  1 5 0  p r o c e s s o r .  
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C h a p t e r  3  
U s i n g  A u t o m o r p h i s m s  
S u m m a r y :  A  n e w  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  c o d e s  f o r  w h i c h  t h e r e  a r e  k n o w n  a u t o m o r -
p h i s m s .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  c o m p u t a t i o n  c a n  b e  
m a d e  s u b s t a n t i a l l y  f a s t e r  f o r  q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s ,  
a s  w e l l  a s  s o m e  c y c l i c  c o d e s  o f  c o m p o s i t e  l e n g t h .  
T h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  ( s e c t i o n  2 . 2 )  f o r  c o m p u t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  t r e a t s  e v e r y  l i n e a r  c o d e  a s  i f  i t  i s  e s s e n t i a l l y  r a n d o m .  H o w -
e v e r ,  i n  m a n y  c a s e s  k n o w l e d g e  a b o u t  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  c o d e  c a n  b e  i n f e r r e d  
f r o m  i t s  m e t h o d  o f  c o n s t r u c t i o n .  W h e n  s u c h  i n f o r m a t i o n  i s  a v a i l a b l e ,  i t  
i s  s o m e t i m e s  p o s s i b l e  t o  u s e  i t  t o  i m p r o v e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t .  T h i s  h a s  a l r e a d y  b e e n  s e e n  i n  t h e  c a s e  o f  c y c l i c  c o d e s  ( s e c t i o n  2 . 5 )  
b u t  o p t i m i z a t i o n s  h a v e  n o t  b e e n  p u b l i s h e d  f o r  o t h e r  i m p o r t a n t  c l a s s e s  o f  
c o d e s .  
F o r  c y c l i c  c o d e s ,  t h e  i m p r o v e m e n t  d e p e n d s  u p o n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  a u t o -
m o r p h i s m  w i t h  a  l o n g  c y c l e .  I t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  a n y  a u t o m o r p h i s m  w i t h  a  
l o n g  c y c l e  c a n  b e  u t i l i z e d  t o  i m p r o v e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  
T h e  s i m p l e s t  a n d  m o s t  v a l u a b l e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  t e c h n i q u e  i s  f o r  t h e  c a s e  
o f  q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s [ 1 4 3 ] .  B e f o r e  b e i n g  p r e s e n t e d  i n  i t s  
m o s t  g e n e r a l  f o r m ,  t h e  t e c h n i q u e  w i l l  f i r s t  b e  d e s c r i b e d  f o r  t h i s  s p e c i a l  c a s e .  
3 . 1  Q u a s i - C y c l i c  a n d  Q u a s i - T w i s t e d  C o d e s  
Q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  ( s e c t i o n  1 . 5 . 2 )  a r e  a  r i c h  c l a s s  o f  c o d e s  
w h i c h  y i e l d  m a n y  e x a m p l e s  w i t h  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  ( s e e  f o r  e x -
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a m p l e  [ 7 7 ] [ 4 4 ] [ 1 2 6 ] [ 1 2 7 ] [ 4 5 ] [ 4 0 ] [ 7 2 ] [ 3 8 ] [ 4 7 ] [ 4 6 ] [ 7 3 ] ) .  A l t h o u g h  t h e y  a r e  k n o w n  
t o  g i v e  g o o d  c o d e s ,  s u c h  e x a m p l e s  a r e  o n l y  f o u n d  b y  c o m p u t i n g  t h e  m i n -
i m u m  w e i g h t s  o f  m a n y  c a n d i d a t e  c o d e s .  A n  i m p r o v e d  a l g o r i t h m  f o r  t h e s e  
c o m p u t a t i o n s  i s  t h u s  v e r y  v a l u a b l e  i n  t h e  s e a r c h  f o r  g o o d  c o d e s .  
T o  a c h i e v e  t h i s  i m p r o v e m e n t ,  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  i d e a s  u s e d  i n  C h e n ' s  
a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s  ( s e c t i o n  2 . 5 )  w i l l  b e  a p p l i e d .  F o r  c l a r i t y ,  t h e  a l -
g o r i t h m  w i l l  b e  d e s c r i b e d  h e r e  f o r  t h e  c a s e  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s ,  a l t h o u g h  i t  
c a n  b e  a p p l i e d  i d e n t i c a l l y  t o  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s .  
A  q u a s i - c y c l i c  c o d e  C  o f  d e g r e e  m  h a s  a n  a s s o c i a t e d  q u a s i - c y c l i c  s h i f t  
e m ,  w h i c h  i s  t h e  c y c l i c  s h i f t  r a i s e d  t o  t h e  m - t h  p o w e r .  A  q u a s i - c y c l i c  s h i f t  
o f  d e g r e e  m  p a r t i t i o n s  t h e  c o l u m n s  o f  C  i n t o  m  c y c l i c  b l o c k s .  T h e s e  c y c l i c  
b l o c k s  a r e  d e f i n e d  a s  t h e  o r b i t s  u n d e r  e m ,  g i v e n  b y  
B i  =  { i , i  +  m ,  . . .  , i  +  ( n / m  - l ) m }  
1  ~ i  ~ m ,  
a n d  t h e  w e i g h t  o f  a  c o d e w o r d  v  r e s t r i c t e d  t o  B i  i s  d e n o t e d  b y  w  B ,  ( v ) .  F o r  t h e  
i m p r o v e m e n t  t o  a p p l y ,  t h e  s i z e  o f  e a c h  c y c l i c  b l o c k  i s  a s s u m e d  t o  b e  g r e a t e r  
t h a n  o r  e q u a l  t o  k .  F o r  e x a m p l e ,  o n  a  l e n g t h  1 2  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  
3  t h e  c y c l i c  b l o c k s  a r e  
B , = { 1 , 4 , 7 , 1 O } ,  B
2
= { 2 , 5 , 8 , 1 1 } ,  B
3
= { 3 , 6 , 9 , 1 2 } .  
N o t e  t h a t  u n d e r  t h e  a c t i o n  o f  t h e  q u a s i - c y c l i c  s h i f t ,  t h e  b e h a v i o r  o f  e a c h  c y c l i c  
b l o c k  i s  s i m i l a r  t o  a  c y c l i c  c o d e .  L o w e r  b o u n d s  c a n  b e  f o u n d  b y  p r o c e e d i n g  
a n a l o g o u s l y  t o  s e c t i o n  2 . 5 ,  b u t  c o n s i d e r i n g  e a c h  c y c l i c  b l o c k  i n d e p e n d e n t l y .  
O n  a  g i v e n  c y c l i c  b l o c k ,  a  k e r n - w i n d o w  s t a r t i n g  a t  j  i s  d e f i n e d  a s  t h e  k  
c o n s e c u t i v e  i m a g e s  o f  j  u n d e r  e m :  
( j l l k  :  e m )  =  { j ,  e m ( j ) , · · · ,  e~-'(j)}. 
A  k e m - w i n d o w  i s  j u s t  a n y  k  c o n s e c u t i v e  c o l u m n s  w i t h i n  a  c y c l i c  b l o c k  a n d  
t h e  w e i g h t  o f  a  c o d e w o r d  v  r e s t r i c t e d  t o  a  k e r n - w i n d o w  ( j  1 1  k  :  e m )  i s  d e n o t e d  
b y  W U l l k o B
m
)  ( v ) .  F o l l o w i n g  t h e  r e a s o n i n g  o f  s e c t i o n  2 . 5 ,  L e m m a  2 . 1 1  f o r  c y c l i c  
c o d e s  g e n e r a l i z e s  a s  f o l l o w s .  
3 . 1  L e m m a .  L e t  B  b e  a  c y c l i c  b l o c k  o f  a n  [ n ,  k ]  q u a s i - c y c l i c  c o d e  C  o f  d e g r e e  
m .  A n y  v  E  C  h a s  a  k ; l J m - w i n d o w  ( j ' l I k  :  I J m )  o n  B  s u c h  t h a t  
k m w B ( v )  
w U ' l l k , B m ) ( V )  ~ .  
n  
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P r o o f .  E a c h  c o l u m n  p o s i t i o n  i n  B  w i l l  o c c u r  i n  e x a c t l y  k  s e p a r a t e  k O
r n
-
w i n d o w s ,  a n d  h e n c e  t h e  s u m  o f  t h e  w e i g h t s  o f  a l l  k O r n - w i n d o w s  o n  B  w i l l  
b e  k W B ( v ) .  S i n c e  e a c h  c y c l i c  b l o c k  i s  o f  l e n g t h  n / m ,  t h e r e  a r e  n / m  d i f f e r e n t  
k O r n - w i n d o w s  i n  t o t a l .  A t  l e a s t  o n e  k O r n - w i n d o w  w i l l  h a v e  w e i g h t  l e s s  t h a n  
o r  e q u a l  t o  t h e  a v e r a g e ,  h e n c e  
w ( ] , l l k , O m ) ( V ) : S :  k m w B ( v )  
n  
f o r  s o m e  k O r n - w i n d o w  ( j ' l l k  :  O m ) .  
o  
T h e  s t r u c t u r e  o f  e a c h  c y c l i c  b l o c k  w i l l  b e  e x p l o i t e d  t o  o b t a i n  b o u n d s  o n  
e a c h  b l o c k  i n d i v i d u a l l y ,  a n d  t h e  b o u n d s  f r o m  d i f f e r e n t  b l o c k s  c a n  t h e n  b e  
c o m b i n e d .  I n  i t s  m o s t  g e n e r a l  f o r m  t h e  l o w e r  b o u n d  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i s  
r a t h e r  m e s s y ,  d i s g u i s i n g  t o  s o m e  d e g r e e  t h e  v e r y  n a t u r a l  w a y  t h a t  i t  a r i s e s  
f r o m  t h e  b o u n d  f o r  c y c l i c  c o d e s .  I n  o r d e r  t h a t  t h i s  d i r e c t  d e s c e n t  f r o m  c y c l i c  
c o d e s  c a n  b e  s e e n  c l e a r l y  t h e  b o u n d  i s  f i r s t  p r e s e n t e d  i n  a  l i m i t e d  s e t t i n g .  I t  i s  
i n i t i a l l y  a s s u m e d  t h a t  t h e  c o l u m n s  i n  e a c h  c y c l i c  b l o c k  h a v e  f u l l  r a n k ,  w h i c h  
i s  t r u e  f o r  t h e  m o s t  c o m m o n  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  
3 . 2  T h e o r e m  ( F u l l  R a n k  C y c l i c  B l o c k s ) .  L e t  G
l
,  . .  · ,  G m  b e  a  s e q u e n c e  o f  
s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a n  r n ,  k J  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  m  o v e r  
I F ,  s u c h  t h a t  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  a  k O
m  
- w i n d o w  o n  a  d i s t i n c t  c y c l i c  b l o c k .  
F o r  s o m e  r  <  k ,  i f  
S j = { m G
j  
m E l F ( k ) , w ( m ) : S : r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
j
,  t h e n  a l l  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  n e i t h e r  i n  a n y  S j  n o r  a r e  t h e  
q u a s i - c y c l i c  s h i f t  o f  a  c o d e w o r d  i n  s o m e  S j ,  ( i .  e . ,  v  E  C \  U ; : l  S J m ) ,  s a t i s f y  
(  
»  
i n ( r + 1 ) 1  
w v _ m l  k m ·  
P r o o f .  T a k e  a n y  v  E  C \  Uj~l S J m  a n d  s u p p o s e  f o r  t h e  s a k e  o f  c o n t r a d i c t i o n  
t h a t  s o m e  c y c l i c  b l o c k  B
j  
h a s  W B j ( V )  <  n ( ; ; ; ; l ) .  B y  L e m m a  3 . 1  t h e r e  e x i s t s  a  
k O m - w i n d o w  ( j ' l l k  :  O m )  o n  B
j  
s u c h  t h a t  
k m w B ( v )  
w ( J ' l l k , O m ) ( V )  : s :  '  
n  
k m  n ( r  +  1 )  
<  - x  - ' - , . . . . . . - - - ' -
n  k m  
=  r  +  1 .  
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T h u s  v  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  o n  ( j ' l I k  :  O m )  a n d  i s  t h e  q u a s i - c y c l i c  
s h i f t  o f  a  c o d e w o r d  w i t h  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  o n  t h e  i u f o r m a t i o n  
s e t  o f  G  j .  H e n c e ,  v  E  S J m  a n d  t h e r e  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  
S o  W B j ( V )  2 :  n(;~I) f o r  e a c h  c y c l i c  b l o c k  B
j  
a n d  a s  e a c h  c y c l i c  b l o c k  i s  
d i s j o i n t  t h e n  c o m b i n i n g  g i v e s  
m  
w ( V )  2 :  L W B j ( V )  2 :  m  r n ( r +  1 ) l ·  
j = 1  k m  
o  
T o  s u m m a r i z e ,  e n u m e r a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  i n  t h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  y i e l d s  a  b o u n d  o n  k  c o l u m n s ,  a  g e n e r a t o r  
m a t r i x  o f  a  c y c l i c  c o d e  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  y i e l d s  a  b o u n d  o n  a l l  n  c o l u m n s ,  
a n d  i n  t h i s  n e w  f o r m u l a t i o n  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  a  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  
m  y i e l d s  a  b o u n d  o n  a  c y c l i c  b l o c k  o f  n / m  c o l u m n s .  T h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  
a l g o r i t h m  i s  h e n c e  h i g h l y  d e p e n d e n t  o n  m ,  w i t h  m  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  b e i n g  
e n u m e r a t e d  a t  e a c h  s t a g e .  C l e a r l y ,  i f  n / m  <  k  t h e r e  i s  n o  a d v a n t a g e  g a i n e d  
b y  u s i n g  t h e  q u a s i - c y c l i c  s t r u c t u r e  a n d  i t  s o  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  q u a s i - c y c l i c  
c o d e  w i l l  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  r a n g e  m  : S  n /  k .  
W h e n  e a c h  c y c l i c  b l o c k  h a s  f u l l  r a n k  t h e  l o w e r  b o u n d  o b t a i n e d  c a n  b e  
i n t e r p r e t e d  a s  t h e  s u m  o f  b o u n d s  o n  m  c y c l i c  c o d e s  o f  l e n g t h  n / m .  H o w e v e r ,  
t h e  c y c l i c  b l o c k s  o f  a  q u a s i - c y c l i c  c o d e  w i l l  n o t  a l w a y s  h a v e  f u l l  r a n k  a n d  a  
p r a c t i c a l  a l g o r i t h m  n e e d s  t o  b e  a b l e  t o  c o p e  w i t h  c y c l i c  b l o c k s  o f  v a r y i n g  
r a n k s .  
R a n k  D e f i c i t s  o n  C y c l i c  B l o c k s  
I n  o r d e r  t o  h a n d l e  c y c l i c  b l o c k s  o f  l e s s  t h a n  f u l l  r a n k ,  i d e a s  s i m i l a r  t o  t h o s e  
e m p l o y e d  b y  Z i m m e r m a n n  f o r  d e a l i n g  w i t h  o v e r l a p p i n g  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  
u s e d .  T h e  r e l a t i v e  q u a n t i t i e s  t h a t  w e r e  i n t r o d u c e d  i n  s e c t i o n  2 . 3  w i l l  b e  
r e d e f i n e d  i n  a  m a n n e r  a p p r o p r i a t e  t o  t h e  c u r r e n t  s i t u a t i o n .  A l t h o u g h  t h i s  
m e a n s  t h a t  t h e  s a m e  n a m e  a p p l i e s  t o  t w o  d i f f e r e n t  d e f i n i t i o n s ,  i t  i s  a  n a t u r a l  
w a y  t o  v i e w  t h i n g s  a n d  t h e  c o n t e x t  w i l l  a l w a y s  m a k e  i t  c l e a r  w h i c h  d e f i n i t i o n  
i s  i n  u s e .  
E a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  b e  a s s o c i a t e d  t o  a  d i s t i n c t  c y c l i c  b l o c k  a n d  
t h e  r e l a t i v e  r a n k  o f  e a c h  m a t r i x  i s  d e f i n e d  a s  i t s  r a n k  o n  t h e  c y c l i c  b l o c k .  
F o r  a n  i n f o r m a t i o n  s e t  I
j  
o f  a  m a t r i x  G
j  
a s s o c i a t e d  t o  a  c y c l i c  b l o c k  B
j
,  t h e  
r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  o f  G  j  i s  d e f i n e d  a s  
l ; e l  =  I
j  
n  B
j
,  
( 3 . 1 )  
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w i t h  r e l a t i v e  r a n k  
a n d  r a n k  d e f i c i t  
k~el =  I I , e l l  
J  J '  
k
d e f  
=  k  _  k~el 
J  J  •  
I f  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  a r e  e n c o d e d  u s -
i n g  C
j  
t h e n  a l l  c o d e w o r d s  w i t h  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  
t o  r  - k j e f  h a v e  b e e n  e n u m e r a t e d .  T h e  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  j - t h  c y c l i c  b l o c k  
c a n  b e  e q u a t e d  w i t h  t h e  b o u n d  o b t a i n e d  f r o m  e n u m e r a t i n g  a n  r n / m ,  k j " l ]  
c y c l i c  c o d e  w h o s e  c o n t r i b u t i o n  h a s  b e e n  " d e l a y e d "  b y  k j " f .  A l s o ,  t h e  c y c l i c  
s t r u c t u r e  o f  e a c h  b l o c k  m e a n s  t h a t  i t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  h a v e  r e l a t i v e  i n -
f o r m a t i o n  s e t s  w h i c h  a r e  k ; : e l l 1
m
- w i n d o w s .  T h e  f u l l  r e s u l t  i s  n o w  g i v e n .  
3 . 3  T h e o r e m  ( G e n e r a l  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s ) .  L e t  C  b e  a n  r n ,  k ]  q u a s i - c y c l i c  
c o d e  o f  d e g r e e  m  o v e r  I F .  F u r t h e r ,  l e t  C l , " "  C m  b e  a  s e q u e n c e  o f  s y s t e m -
a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  e a c h  o f  t h e  c y c l i c  b l o c k s  o f  C  w i t h  r a n k  d e f i c i t s  
k
, e l  k , e l  ' "  <  k  ' f  
1  ,  . . .  ,  r n '  r O r  s o m e  r  ,  t  
S j = { m C
j
:  m E I F ( k ) ,  w ( m ) : : ; r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  C
j
,  t h e n  a l l  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  n e i t h e r  i n  a n y  S j  n o r  a r e  t h e  
q u a s i - c y c l i c  s h i f t  o f  a  c o d e w o r d  i n  s o m e  S j ,  ( i .  e . ,  v  E  C \  U j : l  S J = ) ,  s a t i s f y  
W r y )  ~ f  f n m a x ( o ,  r  +  1  - k j " f )  1  
j = l  k~elm 
J  
P r o o f .  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \  U j : l  S J = .  P r o c e e d i n g  a n a l o g o u s l y  t o  t h e  
p r o o f  o f  T h e o r e m  3 . 2 ,  a  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  o f  s i z e  k t  o n  a  c y c l i c  b l o c k  
B
j  
e n u m e r a t e d  u p  t o  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r  - k j "  i m p l i e s  t h a t  
W B j ( V )  ~ n ( r  +  1  - k j " f )  
k
r e 1  
j  m  
A s  e a c h  c y c l i c  b l o c k  i s  d i s j o i n t ,  c o m b i n i n g  t h e  b o u n d s  f o r  e a c h  c y c l i c  b l o c k  
g i v e s  
W r y )  ~ f  f n  m a x ( O ,  r  +  1  - k r f )  1  
j = l  k r . e 1 m  .  
J  
D  
7 4  
O b t a i n i n g  t h e  s e q u e n c e  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  i s  t r i v i a l ,  s i m p l y  b e i n g  a  
m a t t e r  o f  p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  o n  e a c h  c y c l i c  b l o c k .  T h e  f i n a l  
p r o c e d u r e  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  3 . 1 ,  w h e r e  t h e  s e q u e n c e  
o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  i s  t r e a t e d  a s  a n  i n p u t .  
A l g o r i t h m  3 . 1 :  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
/ *  F o r  a n  [ n ,  k ,  d J  q u a s i - c y c l i c  c o d e  C  o f  d e g r e e  m  o v e r  I F  ( w h e r e  
m : S ;  n / k ) ,  w i t h  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  G
j
,  . . •  , G m  o n  
e a c h  c y c l i c  b l o c k  w i t h  r a n k  d e f i c i t s  k ; e l ,  . . .  ,  k ; : ; l  r e s p e c t i e l y ,  r e t u r n  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  * /  
I n p u t :  C l , " "  G m ,  k
1
e 1
,  . . .  ,  k~1 
O u t p u t :  d  
/ *  L e t  A j  d e n o t e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G
j  
* /  
1  d
u  
: = n  
2  f o r  . , .  f r o m  1  t o  k  d o  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
1 0  
d  ' =  " m  i n  m a x ( O , r -
k
1 ° ' )  1  
l ·  L . . , ; J = l  k~el7n 
J  
i f  d
1  
~ d
u  
t h e n  
L  r e t u r n  d
u  
f o r  j  f r o m  1  t o  m  d o  
f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r  d o  
l  
z  : =  m A j  
i f  w ( z )  <  d
u  
- r  t h e n  
L  d
u  
: = w ( z ) + r  
I n  p r a c t i c e  g o o d  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  n o r m a l l y  h a v e  f u l l  r a n k  o n  e a c h  c y c l i c  
b l o c k ,  s i n c e  t h e y  a r e  c o n s t r u c t e d  b y  p a s t i n g  t o g e t h e r  c y c l i c  c o d e s .  H e n c e ,  
a l t h o u g h  t h e  b o u n d  i n  T h e o r e m  3 . 3  e n s u r e s  t h e  g e n e r a l i t y  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  
f o r  a n a l y s i s  t h e  b o u n d  i n  T h e o r e m  3 . 2  c a n  b e  a s s u m e d .  
3 . 4  P r o p o s i t i o n .  A s s u m i n g  t h a t  e a c h  c y c l i c  b l o c k  h a s  f u l l  r a n k ,  t h e  w o r k  
f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  [ n ,  k ,  d J  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  
d e g r e e  m  o v e r  I F  q  u s i n g  A l g o r i t h m  3 . 1  i s  
W  Q u a ' i ( n ,  k ,  d ;  q ,  m )  =  l o g 2 ( q ) ( n  - k ) m  ~ G )  ( q  - 1 ) " - 1  
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w h e r e  ' f  i s  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  r n  I  n ( ; ; : ; l )  1  : : : :  d .  
P r o o f .  F o l l o w s  s i m i l a r l y  t o  P r o p o s i t i o n  2 . 1 3 ,  u s i n g  t h e  b o u n d  i n  T h e o r e m  3 . 3  
w h i l e  e n u m e r a t i n g  a  f u l l  r a n k  g e n e r a t o r  m a t r i x  o n  e a c h  c y c l i c  b l o c k .  0  
E x a m p l e :  A  [ 3 4 , 8 , 1 4 1  C o d e  
T h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  b e  i l l u s t r a t e d  o n  a  s m a l l  e x a m p l e ,  a  [ 3 4 , 8 , 1 4 1  b i n a r y  
q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  2 .  R a t h e r  t h a n  u s i n g  t h e  q u a s i - c y c l i c  s h i f t  d e -
s c r i b e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  e x a m p l e  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  a  f o r m a t  w h i c h  i s  m o r e  
c o m m o n  i n  p r a c t i c e .  I n s t e a d  o f  t h e  c y c l i c  b l o c k s  c o m p r i s i n g  o f  a l t e r n a t e  c o l -
u m n  p o s i t i o n s ,  t h e y  a r e  e a c h  f o r m e d  f r o m  a  c o n t i n u o u s  b l o c k  o f  c o l u m n s .  
H e n c e ,  t h e  c y c l i c  b l o c k  s t r u c t u r e  o n  t h e  c o d e  i s :  
B ,  =  { 1 ,  . . .  , 1 7 }  
B 2  =  { 1 8 ,  . . .  ,  3 4 } .  
B y  p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  o n  e a c h  c y c l i c  b l o c k  s e p a r a t e l y ,  t h e  
t w o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  
1  
1  1 1 1 1  1 1  
1 1  1 1 1  
1 1 1  
1  
1  1 1 1 1  
1 1  1 1  1 1 1  
1 1 1  
1  1  
1  1 1  1  1  1 1  1 1  
1 1 1  1 1  
C ,  =  I  
1  1  1 1  
1 1  1  1  
1 1 1 1 1 1 1 1  
1  
1 1  1 1  1  1  
1 1 1 1 1 1 1 1  
1  
1  
1 1 1 1  1  
1 1  1 1 1  1 1 1  
1 1  
1  1 1 1 1  1  
1 1  1 1 1  
1 1 1  1 1  
1  1 1 1 1  
1 1  1 1  1 1 1  
1 1 1  1  
1  1  1 1  1  
1 1  1 1  
1  1 1 1 1  
1 1  1  1 1  1  
1 1  1  
1  1 1 1 1  
1 1  1  
1 1  1  1 1  
1  1  
1 1 1 1  
C
2  
=  I  
1  1  1  
1  1  1 1 1  
1  1  
1 1  1 1  
1  
1  1  1 1 1 1  1  
1  
1 1  1 1  1  
1  
1 1  1  1 1  1 1  
1  
1 1 1 1  1  
1  1 1  1  
1 1  1 1  
1  1 1 1 1  
1  
1  
1 1  1  1 1  
1 1  
1  1 1 1 1  1  
a r e  o b t a i n e d .  T h e  i n f o r m a t i o n  s e t s  f o r  G ,  a n d  G
2  
a r e  
I ,  =  { 1 ,  . . .  , 8 }  
I 2  =  { 1 8 ,  . . .  , 2 5 } ,  
w h i c h  s a t i s f y  I ,  c  B ,  a n d  I 2  C  B
2
,  h e n c e  n e i t h e r  c y c l i c  b l o c k  h a s  a n y  r a n k  
d e f i c i t .  B e f o r e  a n y  e n u m e r a t i o n  c o m m e n c e s ,  f r o m  t h e  e x i s t e n c e  o f  t w o  f u l l  
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T a b l e  3 . 1 :  T h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m  v s  A l g o r i t h m  3 . 1  o n  a  
[ 3 4 , 8 , 1 4 J  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  2  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
Q u a s i - C y c l i c  
d
,  
V e c t o r s  
d
,  
V e c t o r s  
r  
E n u m e r a t e d  
E n u m e r a t e d  
1  8  
4(~) =  3 2  
1 0  
2(~) =  1 6  
2  1 2  
4(~) =  l l 2  
1 4  
2(~) =  5 7  
3  
1 6  
4(~) =  2 2 4  
T o t a l :  
3 6 8  
7 2  
r a n k  c y c l i c  b l o c k s  T h e o r e m  3 . 2  y i e l d s  a  l o w e r  b o u n d  o f  2  r  8~421 =  6  o n  t h e  
w e i g h t  o f  a l l  n o n - z e r o  c o d e w o r d s .  
F i r s t ,  t h e  w e i g h t  o f  t h e  r o w s  o f  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  a r e  d e t e r m i n e d ,  i n  
s t a g e  r  =  1 .  T h e  l o w e s t  w e i g h t  o f  a n y  r o w  i s  1 4 ,  w h i c h  b e c o m e s  t h e  u p p e r  
b o u n d  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  A f t e r  s t a g e  r  =  1  t h e  l o w e r  b o u n d  g i v e n  b y  
T h e o r e m  3 . 2  b e c o m e s  2  r
3
8
4
: , , " 1  =  1 0 .  
I n  s t a g e  r  =  2  t h e  w e i g h t  o f  t h e  s u m  o f  e a c h  p a i r  o f  g e n e r a t o r s  i s  f o u n d ,  
g i v i n g  a  l o w e r  b o u n d  o f  2  r
3
8
4
: 2
3
1  =  1 4  a n d  t h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s .  
T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  e n u m e r a t e d  i s  
2 t ,  G )  =  7 2 ,  
w h i c h  i s  m u c h  l e s s  t h a n  e i t h e r  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  ( 3 6 8 )  o r  a  b r u t e  f o r c e  
e n u m e r a t i o n  ( 2 5 6 )  1  A  c o m p a r i s o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  
w i t h  t h e  q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m  o n  t h i s  s m a l l  c o d e  i s  g i v e n  i n  T a b l e  3 . 1 .  
B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  n o t  o n l y  i n v o l v e s  m o r e  m a t r i c e s  ( 4 ) ,  b u t  t h e  l o w e r  b o u n d  
o b t a i n e d  i s  a l s o  i n f e r i o r .  
1  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  l e s s  e f f i c i e n t  t h a n  b r u t e  f o r c e  i n  t h i s  c a s e  b e c a u s e  o f  t h e  s m a l l  
s i z e  o f  t h e  e x a m p l e .  
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P e r f o r m a n c e  o f  t h e  N e w  A l g o r i t h m  
A s  i n  t h e  c a s e  o f  C h e n ' s  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s ,  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  
q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m  o v e r  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a r e  t w o f o l d .  
F i r s t l y ,  l e s s  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a r e  e n u m e r a t e d  a t  e a c h  s t a g e  o f  t h e  a l g o r i t h m .  
S e c o n d l y ,  t h e  i m p r o v e d  b o u n d  m a y  a l l o w  t h e  a l g o r i t h m  t o  t e r m i n a t e  a t  a n  
e a r l i e r  s t a g e ,  w h i c h  c a n  r e s u l t  i n  l a r g e  p e r f o r m a n c e  g a i n s .  T h e  l o w e r  b o u n d  
i s  n o t  o n l y  s u p e r i o r  t o  t h a t  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  b u t  a l s o  
t o  t h e  b o u n d  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s .  
3 . 5  L e m m a .  T h e  l o w e r  b o u n d  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i s  s u p e r i o r  t o  t h e  l o w e r  
b o u n d  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  f o r  c y c l i c  c o d e s ,  a s  w e l l  a s  t h a t  i n  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
P r o o f .  L e t  d f  e r )  a n d  d ' f  e r )  b e  t h e  l o w e r  b o u n d s  a f t e r  s t a g e  r  o f  C h e n ' s  
a l g o r i t h m  a n d  t h e  q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e  b  r  a / b  1  ; : : :  r  a  1  
f o r  a l l  p o s i t i v e  n u m b e r s  a  a n d  b ,  t h e n  
, 0 ( .  )  _  f n ( r  +  1 ) 1  f n ( r  +  1 ) 1 - d
C
(  )  
a (  r  - m  k m  ; : : :  k  - I  r .  
F r o m  L e m m a  2 . 1 4  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  q u a s i - c y c l i c  b o u n d  i s  s u p e r i o r  t o  t h e  
b o u n d  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  0  
R e s t r i c t i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  t o  t h o s e  w i t h  m  : S  n / k ,  
t h e n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  w i l l  n e v e r  o u t p e r f o r m  t h e  q u a s i -
c y c l i c  a l g o r i t h m .  
3 . 6  T h e o r e m .  T h e  q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m  i s  n e v e r  i n f e r i o r  t o  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
P r n o f .  I f  ' P E  a n d  ' P Q  a r e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r s  u s i n g  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a n d  q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m s  r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  L e m m a  3 . 5  e n -
s u r e s  t h a t  ' P Q  : S  ' P  B .  T h e  r a t i o  o f  w o r k  f a c t o r s  i s  g i v e n  b y  
W B z ( n , k , d ; q )  _  h2:~~, ( ; ) ( q  _ 1 ) , - 1  
W Q u " , , ; ( n , k , d ; q , m )  - m2:~';', ( ; ) ( q  _ 1 ) r - l  
_  ~ (  2:~~rQ+1 e ) ( q  _ 1 ) r - l )  
- 1 +  - k  '  
m  2:~';', C ) ( q _ 1 ) r - l  
( 3 . 2 )  
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w h e r e  h  ( t h e  n u m b e r  o f  m a t r i c e s  u s e d  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m )  e q u a l s  e i t h e r  I n / k J  o r  r n / k l  W i t h  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  r e s t r i c t e d  t o  
m : : ;  n / k  t h e n  h / m  : : : :  l .  
S i n c e  ( 3 . 2 )  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t w o  q u a n t i t i e s  w h i c h  a r e  e a c h  g r e a t e r  t h a n  o r  
e q u a l  t o  o n e ,  t h e  p r o d u c t  i s  a l s o  a l w a y s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  o n e .  H e n c e ,  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  w i l l  n e v e r  p e r f o r m  l e s s  w o r k  t h a n  t h e  
q u a s i - c y c l i c  a l g o r i t h m .  0  
T h e  r e d u c t i o n  i n  w o r k  d u e  t o  u s i n g  l e s s  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  r e p r e s e n t s  a  
s c a l a r  r e d u c t i o n  b y  a  f a c t o r  o f  a r o u n d  k : .  H o w e v e r ,  t h e  s p e e d  u p  d u e  t o  
t h e  i m p r o v e d  l o w e r  b o u n d  d e p e n d s  o n  t h e  s u b t l e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o d e ,  a n d  i s  l e s s  p r e d i c t a b l e .  T h e  r u n t i m e  a n d  w o r k f a c t o r  
c o m p a r i s o n s  o n  a  n u m b e r  o f  e x a m p l e  b e s t  k n o w n  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  a r e  g i v e n  
a t  t h e  e n d  o f  t h e  c h a p t e r  i n  s e c t i o n  3 . 4 .  
3 . 2  I m p r o v e m e n t  f o r  C y c l i c  C o d e s  
T h e  n e w  b o u n d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i n  
t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  c a n  a l s o  b e  u s e d  f o r  c y c l i c  c o d e s  o f  c o m p o s i t e  l e n g t h .  
A n y  c y c l i c  c o d e  o f  l e n g t h  n  i s  a l s o  a  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  m  f o r  a n y  
m  I  n  a n d  s o  t h e  l o w e r  b o u n d  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  c a n  b e  u s e d  a s  a n  
a l t e r n a t i v e  t o  t h e  b o u n d  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m  ( s e c t i o n  2 . 5 ) .  
I f  a  c y c l i c  c o d e  i s  v i e w e d  a s  a  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  m ,  i t s  c y c l i c  
b l o c k s  a r e  a l l  j u s t  c y c l i c  s h i f t s  o f  e a c h  o t h e r .  H e n c e ,  e a c h  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  
m a t r i x  i n  t h e  a l g o r i t h m  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  a r e  c y c l i c  s h i f t s  o f  e a c h  o t h e r  
a n d  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  e n u m e r a t e  a  s i n g l e  m a t r i x  ( i n s t e a d  o f  m  s e p a r a t e  
m a t r i c e s ) .  T h e  a m o u n t  o f  e n u m e r a t i o n  a t  e a c h  s t a g e  u s i n g  t h e  q u a s i - c y c l i c  
b o u n d  i s  h e n c e  i d e n t i c a l  t o  t h a t  i n  C h e n ' s  a l g o r i t h m .  
F r o m  L e m m a  3 . 5 ,  t h e  l o w e r  b o u n d  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  i s  s u p e r i o r  t o  
t h a t  f o r  c y c l i c  c o d e s .  H o w e v e r ,  t h e  q u a s i - c y c l i c  b o u n d  i s  n o t  a l w a y s  s t r i c t l y  
g r c a t e r  t h a n  t h e  c y c l i c  b o u n d ,  a n d  l l l a y  n o t  a l w a y s  a l t e r  t h e  b o u n d  s u f f i c i c n t l y  
t o  a l l o w  t h e  a l g o r i t h m  t o  t e r m i n a t e  a t  a n  e a r l i e r  s t a g e .  
H e n c e ,  t h e  i m p r o v e d  b o u n d  o n l y  h a s  a n  i m p a c t  o n  s o m e  c y c l i c  c o d e s  o f  
c o m p o s i t e  l e n g t h .  C o n s i d e r  t h e  l e n g t h  6 3  b i n a r y  c y c l i c  c o d e s .  S i n c e  X
6 3  
- 1  
h a s  1 3  f a c t o r s  o v e r  I F 2  t h e r e  a r e  2
' 3  
=  8 1 9 2  d i f f e r e n t  b i n a r y  c y c l i c  c o d e s  o f  
l e n g t h  6 3 .  T h e s e  c o d e s  c o r r e s p o n d  t o  3 3 7  d i s t i n c t  [ n ,  k ,  d ]  p a r a m e t e r  s e t s ,  o f  
w h i c h  2 5  a r e  i m p r o v e d  b y  u s i n g  t h e  q u a s i - c y c l i c  l o w e r  b o u n d .  
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T a b l e  3 . 2 :  C y c l i c  v s  Q u a s i - C y c l i c  L o w e r  B o u n d s  o n  C y c l i c  C o d e s  
[ 6 3 , 2 0 , 1 4 ]  
[ 6 3 , 1 6 , 2 3 ]  
r  
m =  1  m = 3  
m =  1  m = 3  
1  7  
9  8  
9  
2  1 0  
1 2  
1 2  1 2  
3  
1 3  
1 5  1 6  
1 8  
4  1 6  
2 0  
2 1  
5  
2 4  
2 4  
!  
T h e  c y c l i c  ( m  =  1 )  a n d  q u a s i - c y c l i c  ( m  =  3 )  b o u n d  s e q u e n c e s  o n  t w o  
l e n g t h  6 3  c y c l i c  c o d e s  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  3 . 2 .  F o r  t h e  [ 6 3 , 2 0 , 1 4 ]  c o d e ,  
t h e  q u a s i - c y c l i c  b o u n d  a l l o w s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  t o  t e r m i n a t e  
e a r l i e r .  F o r  t h e  [ 6 3 ,  1 6 , 2 3 ]  c o d e ,  t h e  i m p r o v e d  b o u n d  h a s  n o  i m p a c t  a t  a l l  
o n  t h e  r u n t i m e  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  s i n c e  i t  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  t e r m i n a t i o n  
p a r a m e t e r .  
A  c o m p a r i s o n  o f  t h e  w o r k  f a c t o r s  f o r  s o m e  o f  t h e  i m p r o v e d  m i n i m u m  
w e i g h t  c a l c u l a t i o n s  o n  l e n g t h  6 3  c y c l i c  c o d e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  3 . 3 ,  a l o n g  
w i t h  a n  e x a m p l e  o f  a n  i m p r o v e m e n t  o n  a  c y c l i c  c o d e  w i t h  a  b e s t  k n o w n  
m i n i m u m  w e i g h t .  
T a b l e  3 . 3 :  T h e  N e w  A l g o r i t h m  o n  C y c l i c  C o d e s  
,  
I n ,  k ,  d ]  1 1  C h e n  1  Q u a s i - C y c l i c  1  
1 1  
r - 5  
r  
4  
[ 6 3 , 1 7 , 2 0 ]  
l W  =  1 8 . 7 2  
l W  =  1 7 . 1 7  
4  
r  3  
r  
[ 6 3 , 1 8 , 1 5 ]  
l W  1 7 . 4 7  
l W  =  1 5 . 4 4  
r - 5  
r  4  
[ 6 3 , 1 9 , 1 8 ]  
l W  - 1 9 . 4 8  l W  =  1 7 . 7 6  
r - 5  
r  
4  
[ 6 3 , 2 0 , 1 8 ]  
l W  - 1 9 . 8 3  l W  =  1 8 . 0 2  
r  1 0  
r  9  
[ 1 7 1 , 3 7 , 4 8 ]  
l W  =  3 6 . 0 3  
l W  =  3 4 . 4 6  
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3 . 3  G e n e r a l  A u t o m o r p h i s m s  
T h e  i d e a s  u s e d  i n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  f o r  c y c l i c  a n d  q u a s i - c y c l i c  
c o d e s  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  c o d e s  f o r  w h i c h  a n y  p a r t i a l  k n o w l e d g e  o f  t h e  
a u t o m o r p h i s m  g r o u p  i s  a v a i l a b l e .  F i r s t l y ,  i t  n e e d s  t o  b e  n o t e d  t h a t  w h i l e  t h e  
a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  a  l i n e a r  c o d e  i s  a  w r e a t h  p r o d u c t  o f  a  p e r m u t a t i o n  
a c t i o n  o n  t h e  c o l u m n s ,  a n d  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  o n  e a c h  c o l u m n ,  i t  i s  o n l y  
t h e  p e r m u t a t i o n  a c t i o n  w h i c h  i s  o f  i n t e r e s t .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  a l g o r i t h m  g i v e n  
i n  s e c t i o n  3 . 1  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  a p p l i e s  w i t h o u t  c h a n g e  t o  q u a s i - t w i s t e d  
c o d e s ,  s i n c e  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  " t w i s t s "  m a k e  n o  d i f f e r e n c e  t o  t h e  c y c l i c  
b l o c k  s t r u c t u r e .  
I n  o r d e r  t o  t a k e  a d v a n t a g e  o f  g e n e r a l  a u t o m o r p h i s m s ,  t h e  p e r m u t a t i o n  
a c t i o n  n e e d s  t o  b e  i s o l a t e d ,  w h i c h  c a n  b e  a c h i e v e d  u s i n g  t h e  n o t i o n  o f  a  b l o c k  
s y s t e m  o n  a  g r o u p  [ 5 1 J .  
3 . 7  D e f i n i t i o n  ( B l o c k  S y s t e m ) .  L e t  A  b e  a  p e r m u t a t i o n  g r o u p  a c t i n g  o n  
t h e  s e t  S  =  { 1 ,  . . .  ,  s } .  A  b l o c k  s y s t e m  f o r  A  i s  a  p a r t i t i o n  i n t o  s u b s e t s  
S f >  =  {~" . . .  ,  ~n} o f  S ,  s u c h  t h a t  f o r  a l l  g  E  A  
~; n  ~j =  0  o r  ~j 
f o r  a l l  ~·i' ~j. 
T h e  a c t i o n  o f  A  o n  S f >  d e f i n e s  a  h o m o m o r p h i s m  f r o m  A  i n t o  a  p e r m u t a t i o n  
g r o u p  A f >  o f  d e g r e e  n .  
T h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  c o d e  a u t o m o r p h i s m s  a s  d e g r e e  n ( q  - 1 )  p e r m u t a -
t i o n s  i s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  1 . 4 . 3 .  I n  o r d e r  t o  i g n o r e  i n f o r m a t i o n  c o n c e r n i n g  
s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n s ,  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  i s  p a r t i t i o n e d  i n t o  t h e  b l o c k s  
~i =  { ( i  - l ) ( q  - 1 )  +  1 ,  . . .  ,  i ( q  - 1 ) } ,  
a n d  t h e  b l o c k s  a c t i o n  i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  S f >  =  {~i :  i  E  { 1 ,  . . .  ,  n }  } .  
3 . 8  D e f i n i t i o n  ( R e s t r i c t i o n ) .  G i v e n  a  g r o u p  A  o f  a u t o m o r p h i s m s  o f  a n  
[ n ,  k ,  d J  c o d e ,  t h e n  t h e  R e s t r i c t i o n  G r o u p  A f >  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  a c t i o n  o f  
A  o n  t h e  b l o c k  s y s t e m  S f > .  T h e  i m a g e  o f  a n  a u t o m o r p h i s m  ( j  E  A  u n d e r  t h i s  
m a p p i n g  w i l l  b e  c a l l e d  i t s  r e s t r i c t i o n  ( j f > .  
T h e  r e s t r i c t i o n  o f  a n  a u t o m o r p h i s m  d e s c r i b e s  h o w  i t  p e r m u t e s  c o l u m n  
p o s i t i o n s ,  i g n o r i n g  w h a t  h a p p e n s  t o  t h e  c o l u m n  e n t r i e s .  S i n c e  n o n - z e r o  v a l u e s  
a r e  a l w a y s  m a p p e d  t o  n o n - z e r o  v a l u e s ,  t h i s  i s  s u f f i c i e n t  f o r  a n y  c a l c u l a t i o n  
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r e g a r d i n g  t h e  H a m m i n g  w e i g h t .  T h e  f a c t  t h a t  a  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  
f o r  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  d e r i v e s  t r i v i a l l y  f r o m  a n  a l g o r i t h m  f o r  q u a s i - c y c l i c  
c o d e s  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a u t o m o r p h i s m s  d e f i n i n g  t h e s e  f a m i l i e s  o f  
c o d e s  h a v e  i d e n t i c a l  r e s t r i c t i o n s .  
A l t h o u g h  a  s i n g l e  a u t o m o r p h i s m  ( O m )  d e f i n e s  e v e r y  c y c l i c  b l o c k  o f  a  q u a s i -
c y c l i c  c o d e ,  i n  a  m o r e  g e n e r a l  s e t t i n g  e a c h  c y c l i c  b l o c k  c a n  b e  d e f i n e d  b y  a  
d i s t i n c t  a u t o m o r p h i s m .  S i m i l a r l y ,  t h o u g h  t h e  c y c l i c  b l o c k s  o f  a  q u a s i - c y c l i c  
c o d e  a l l  h a v e  t h e  s a m e  l e n g t h ,  m o r e  g e n e r a l l y  c y c l i c  b l o c k s  c a n  h a v e  v a r y i n g  
l e n g t h s .  T h e  o n l y  c r i t e r i a  a  c y c l i c  b l o c k  m u s t  s a t i s f y  t o  b e  u s e f u l  i s  t h a t  i t s  
l e n g t h  i s  g r e a t e r  t h a n  k .  
S u p p o s e  t h e  r e s t r i c t i o n  O " t > .  o f  a n  a u t o m o r p h i s m  0 "  h a s  a  c y c l e  o f  l e n g t h  
N a  >  k ,  w h i c h  d e f i n e s  t h e  c y c l i c  b l o c k  B a  =  { C l , ' "  , C N " } '  T h e  c y c l i c  
s t r u c t u r e  u n d e r  t h i s  a u t o m o r p h i s m  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d .  
3 . 9  L e m m a .  F o r  a  l e n g t h  N a  c y c l i c  b l o c k  B a  o f  a n  r n ,  k ]  c o d e  C ,  a n y  c o d e -
w o r d  v  h a s  a  k O " - w i n d o w  ( j ' l I k  :  0 " )  o n  B a  s u c h  t h a t  
w ( j ' l I k , a )  : 5 :  k W B . ( V )  
N a  
P r o o f .  S i m i l a r  t o  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  3 . 1 .  
D  
A n  a u t o m o r p h i s m  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  e x t e n d i n g  t h e  s c o p e  o f  a  g e n e r a t o r  
m a t r i x  t o  t h e  e n t i r e  c y c l i c  b l o c k .  I n  c o n t r a s t ,  e n u m e r a t i n g  a  m a t r i x  w i t h o u t  
t h e  a s s i s t a n c e  o f  a n  a u t o m o r p h i s m  p r o v i d e s  b o u n d s  o n  a t  m o s t  k  c o l u m n s  o f  
t h e  c o d e .  A n y  c o l u m n s  n o t  l y i n g  w i t h i n  a  c y c l i c  b l o c k  c a n  b e  t r e a t e d  a s  t h e y  
a r e  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  s i n c e  t h e  f i n a l  b o u n d  i s  s i m p l y  
a  s u m m a t i o n  o f  b o u n d s  o n  d i s j o i n t  c o l u m n  s e t s .  
T h e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  u s e d  i n  a  g e n e r a l i z e d  s e t t i n g  w i l l  h e n c e  c o m e  i n  
t w o  d i s t i n c t  v a r i e t i e s .  T h e r e  w i l l  b e  t h o s e  w h i c h  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  
a u t o m o r p h i s m  d e f i n i n g  a  c y c l i c  b l o c k ,  a n d  t h o s e  w h i c h  o n l y  p r o d u c e  b o u n d s  
o n  t h e  c o l u m n s  i n  t h e i r  i n f o r m a t i o n  s e t .  
T h e  r e l a t i v e  r a n k  o f  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  a s s o c i a t e d  w i t h  a  c y c l i c  b l o c k  
i s  t h e  r a n k  o f  t h e  c o l u m n s  w i t h i n  t h a t  b l o c k ,  a s  d e s c r i b e d  i n  ( 3 . 1 ) .  T h e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e l a t i v e  r a n k  f o r  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  n o t  a s s o c i a t e d  w i t h  a  
c y c l i c  b l o c k  h a s  t o  b e  s l i g h t l y  m o d i f i e d  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  f o r  Z i m m e r m a n n ' s  
a l g o r i t h m ,  b u t  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e .  T o  a c c o u n t  f o r  t h e  f a c t  t h a t  b o u n d s  
h a v e  b e e n  g e n e r a t e d  o n  e v e r y  c o l u m n  o f  a  c y c l i c  b l o c k ,  t h e s e  c o l u m n s  m u s t  
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a l l  b e  e x c l u d e d  f r o m  a n y  f u r t h e r  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  a n d  s o  
I [ e l  =  I i  \  (  U  I
j  
U  U  B
j
)  ,  
~<~ J  
w h e r e  t h e  B
j  
a r e  a l l  c y c l i c  b l o c k s .  
A  t h e o r e m  d e s c r i b i n g  t h e  b o u n d s  f o r  a  g e n e r a l i z e d  v e r s i o n  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  u s i n g  a u t o m o r p h i s m s  i s  n o w  g i v e n .  T h e  o n l y  r e q u i r e -
m e n t  i s  t h a t  e a c h  c y c l i c  b l o c k  m u s t  b e  d i s j o i n t .  T h i s  i s  u n n e c e s s a r y ,  b u t  t o  
r e m o v e  i t  w o u l d  o n l y  f u r t h e r  c o m p l i c a t e  t h e  r e s u l t ,  a n d  n o  e x a m p l e  i s  k n o w n  
w h e r e  t h i s  w o u l d  b e  u s e f u l .  
3 . 1 0  T h e o r e m  ( G e n e r a l i z e d  I m p r o v e m e n t ) .  L e t  G
"  
. . .  ,  G
h  
b e  a  s e q u e n c e  
o f  s y s t e m a t i c  g e n e m t o r  m a t r i c e s  f o r  a n  r n ,  k J  c o d e  o v e r  I F ,  t h e  f i r s t  m  o f  
w h i c h  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  c y c l i c  b l o c k s  o f  l e n g t h s  N
f f
"  . . .  , N
f f
=  d e f i n e d  b y  t h e  
a u t o m o r p h i s m s  0 " "  . . .  ,  O " m .  L e t  t h e  r a n k  d e f i c i t s  o f  e a c h  g e n e m t o r  m a t r i x  b e  
k t
e f
,  . . .  ,  k~ef, w h e r e  t h e  a p p r o p r i a t e  d e f i n i t i o n  i s  u s e d .  F o r  s o m e  r  <  k ,  i f  
S j  =  { m G
j  
:  m E  I F ( k ) ,  w ( m )  : : ;  r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
j
,  t h e n  a l l  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  n e i t h e r  i n  a n y  S j  n o r  a r e  
t h e  a u t o m o r p h i c  i m a g e  o f  a  c o d e w o r d  i n  s o m e  S j ,  ( i .  e . ,  v  E  C \  U ; : ,  S ? ) ,  
s a t i s f y  
W r y )  ~ t  f
N f f j  
m a x ( O ,  r  +  1  k 1 " f )  1  
j = l  k r .
e 1  
J  
h  
+  L  m a x ( O ,  r  +  1  - k ; " f )  
j = m + l  
P r o o f .  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \  ( U ; : ,  s ?  U  U7~m+l S j ) .  
S u p p o s e  f o r  t h e  s a k e  o f  c o n t r a d i c t i o n  t h a t  f o r  s o m e  j  : : ;  m  t h e  c y c l i c  b l o c k  
N  , ( r + l _ k
d e f
)  
B
J  
d e f i n e d  b y  O " j  h a s  W B , ( V )  <  " 1  k ' "  '  .  B y  L e m m a  3 . 9  t h e r e  e x i s t s  a  
,  
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k~ela-window ( J - ' l l k , e '  .  a - )  o n  B - s u c h  t h a t  
J  J  .  J  J  
k , e l  w  ( v )  
( )  
J  B ,  
W  ( j ' l I k j e L : O " j )  v  ~ N  
a ,  
k , e l  N a  ( r  +  1  - k
d e f
)  
<  _ , _  X '  J  
N  k , e l  
( j ' j  J  
=  r  +  1  - k t
e f
.  
T h e n  v  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  - k j " f  o n  ( j ' l l k ) " '  :  a j )  a n d  h e n c e  
l i e s  i n  S ?  s i n c e  i t  i s  t h e  s h i f t  u n d e r  a j  o f  s o m e  c o d e w o r d  w i t h  r e l a t i v e  i n f o r -
m a t i o n  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  - k j " f  w i t h  r e s p e c t  t o  G  j .  T h i s  g i v e s  a  
c o n t r a d i c t i o n ,  a n d  s o  
f o r  a l l  j  : S  m .  
W B j ( V )  : : 0 :  N a j ( r  +  1  - k j " f )  
k r .
e l  
J  
F o r  j  >  m ,  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G
j  
h a s  n o  a s s o c i a t e d  c y c l i c  b l o c k .  
F o l l o w i n g  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  2 . 7  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
W I , " I ( V )  : : 0 :  r  +  1  - k r
f  
,  
w h e r e  1 1 " 1  i s  t h e  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  a s s o c i a t e d  w i t h  G
j
.  S i n c e  t h e  s e t s  
B "  . . .  ,  B m ,  I;:'~" . . .  ,  n
e l  
a r e  a l l  p a i r w i s e  d i s j o i n t ,  t h e n  c o m b i n i n g  t h e s e  b o u -
n d s  g i v e s  
m  
h  
W r y )  : : 0 :  L W B j ( V )  +  
L  
W W 1 ( V )  
,  
j = 1  j = m + l  
: : 0 :  f  r N a ,  m a x ( O ,  r  +  1  - k f " f )  1  
.  k
r e 1  
) = 1  j  
h  
+  L  m a x ( O ,  r  +  1  - k
d e f
)  
_  J  
J = m + l  
o  
T h e  a l g o r i t h m  w h i c h  u t i l i z e s  T h e o r e m  3 . 1 0  f o l l o w s  n a t u r a l l y  f r o m  A l g o -
r i t h m  3 . 1  a n d  w i l l  n o t  b e  g i v e n .  
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3 . 4  C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  
R u n t i m e s  o f  s o m e  s a m p l e  m l l l l m u m  w e i g h t  c a l c u l a t i o n s  w h i c . h  h a v e  b e e n  
p e r f o r m e d  u s i n g  t h e  n e w  a l g o r i t h m  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  3 . 4 ,  a l o n g  w i t h  t h e  
w o r k  f a c t o r s  o f  e a c h  c o m p u t a t i o n .  A l l  o f  t h e  e x a m p l e s  a r e  q u a s i - c y c l i c .  c o d e s  
w i t h  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  f r o m  t h e  d a t a b a s e  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  
9 .  L i s t e d  i s  t h e  q u a s i - c y c l i c .  d e g r e e  m  o f  e a c h  c o d e ,  a l o n g  w i t h  a n y  m o d u l a r  
c o n d i t i o n s  o n  t h e  w e i g h t s  o f  c o d e w o r d s  ( t h e s e  i m p r o v e  b o t h  o f  t h e  l i s t e d  
r u n t i m e s ,  s e e  s e c t i o n  7 . 2  f o r  d e t a i l s ) .  
F o r  m o s t  o f  t h e  e x a m p l e s ,  t h e  c o m p u t a t i o n  h a s  a l s o  b e e n  p e r f o r m e d  u s i n g  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  c o m p a r i s o n .  H o w e v e r ,  w h e r e  t h i s  
c o m p u t a t i o n  w a s  t o o  l o n g  i t  h a s  n o t  a c t u a l l y  b e e n  c o m p u t e d .  T h e s e  c a s e s  
a r e  i n d i c a t e d  b y  a  " "  a n d  o n l y  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  r u n t i m e  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  g i v e n .  
S e v e r a l  o f  t h e  c o d e s  d i d  n o t  h a v e  f u l l  r a n k  o n  a l l  o f  t h e i r  c y c l i c .  b l o c k s ,  
r e d u c i n g  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m .  T h e s e  c o m p u t a t i o n s  a r e  
m a r k e d  w i t h  " " ,  t h o u g h  t h e  n e w  a l g o r i t h m  s t i l l  o u t p e r f o r m s  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  A l l  c o m p u t a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  2 . 4  G H z  A M D  
O p t e r o n  1 5 0  p r o c e s s o r s " e x c e p t  t h e  e x a m p l e  m a r k e d  b y ' ,  w h i c h  u s e d  a  3  G H z  
P e n t i u m  4  p r o c e s s o r . 2  
2 S i n c c  t h i s  p r o c e s s o r  h a s  h y p c r t h r e a d i n g  e n a b l e d ,  t h e  t i m i n g  d a t a  f o r  t h i s  c o m p u t a t i o n  
i s  c o n s i d e r a b l y  l e s s  r e l i a b l e  t h a n  t h e  o t h e r s .  
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T a b l e  3 . 4 :  S a m p l e  R u n t i m e s  o f  t h e  Q u a s i - C y c l i c  A l g o r i t h m  
B r o u w e r - Z i m m .  
Q u a s i - C y c l i c  
A l g o r i t h m  
A l g o r i t h m  
[ n , k , d J q  
m  m o d  
L W  
T i m e  L W  
T i m e  
S p e e d - u p  
[ 1 7 8 , 3 4 , 5 4 h  
2  
2  3 6 . 7 1  
3 2 . 6  s e c o n d s  
3 4 . 3 8  6 . 3  s e c o n d s  
5 . 2  
[ 1 7 0 ,  3 6 , 5 0 b  
2  
2  3 9 . 0 9  
1 8 0 . 0  s e c o n d s  
3 6 . 0 3  2 l .  7  s e c o n d s  
8 . 3  
[ 1 8 2 , 3 9 , 5 2 b  
2  
4  4 0 . 9 0  
5 9 5 . 9  s e c o n d s  
3 7 . 3 4  5 0 . 4  s e c o n d s  
1 l . 8  
[ 1 0 2 , 4 0 , 2 2 b  
2  
2  
3 6 . 5 2  4 0 . 9  s e c o n d s  
3 l . 4 2  1 . 1  
s e c o n d s  3 7 . 2  
[ 2 1 9 , 4 5 , 6 2 b  
3  
2  4 5 . 8 4  
2 4 9 . 9  m i n u t e s  
4 3 . 5 2  4 9 . 6  m i n u t e s  
5 . 0  
[ 2 1 0 , 4 7 , 5 6 b  
2  
2  4 6 . 7 5  
8 . 3  h o u r s  
4 3 . 9 0  1 . 1  h o u r s  
7 . 5  
[ 1 7 0 ,  4 8 , 4 2 b  
2  2  
4 6 . 2 5  3 8 4 . 2  m i n u t e s  
4 2 . 1 5  2 2 . 0  m i n u t e s  
1 7 . 5  
[ 1 8 6 , 5 0 , 4 6 b  
2  
2  
4 9 . 2 5  5 0 . 9  h o u r s  
4 3 . 6 5  1 . 1  h o u r s  
4 6 . 3  
[ 2 2 0 ,  5 0 ,  5 8 h  
4  2  
4 8 . 8 8  3 4 . 8  h o u r s  
4 5 . 6 5  
3 . 6  h o u r s  9 . 7  
[ 1 7 0 ,  2 0 ,  8 2 h  
2  
3 7 . 4 3  3 8 . 7  s e c o n d s  
3 4 . 2 9  
4 . 7  s e c o n d s  8 . 2  
[ 1 6 0 , 2 4 , 7 2 h  
2  3  
4 l . 3 2  
1 0 . 6  m i n u t e s  
3 8 . 5 9  l . 7  m i n u t e s  
6 . 2  
[ 1 6 0 ,  2 9 , 6 5 h  
2  
4 7 . 2 0  
1 0 . 7  h o u r s  4 4 . 2 1  
l . 3  h o u r s ·  
8 . 2  
[ 1 5 6 , 3 4 , 5 8 h  
3  
5 3 . 0 8  
" "  2 0 . 9  d a y s  
4 8 . 6 3  
l . 0  d a y s  
2 0 . 9  
[ 1 7 0 ,  1 6 ,  1 0 0 J 4  
2  2  
3 7 . 9 8  3 6 . 8  s e c o n d s  
3 5 . 4 5  
6 . 2  s e c o n d s  
5 . 9  
I  
[ 1 3 0 , 2 0 , 6 6 J 4  
2  
2  4 2 . 5 0  
1 5 . 4  m i n u t e s  
3 9 . 2 1  l . 6  m i n u t e s  
9 . 6  
[ 1 1 0 , 2 0 ,  5 2 J 4  
2  
4 l . 3 8  
8 . 3  m i n u t e s  
3 8 . 2 3  l . 0  m i n u t e s ·  
8 . 3  
[ 1 5 3 , 2 4 , 7 5 J 4  
3  
4 9 . 2 6  
3 0 . 6  h o u r s  
4 6 . 7 0  5 . 3  h o u r s  
5 . 8  
[ 1 5 3 , 2 8 , 7 0 J 4  
3  
5 4 . 9 0  
" "  7 6 . 6  d a y s ·  
5 l . 7 9  
8 . 9  d a y s .  
8 . 6  
[ 7 0 ,  3 1 , 2 0 J 4  
2  
4 4 . 4 3  1 0 4 . 4  m i n u t e s  
3 8 . 2 6  
1 . 4  m i n u t e s  7 4 . 6  
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C h a p t e r  4  
A d d i t i v e  C o d e s  
S u m m a r y :  A  n e w  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  a d d i t i v e  c o d e s .  F o r  m o s t  c o d e s  o f  i n t e r e s t  i t  
i s  s u p e r i o r  t o  t h e  e x i s t i n g  m e t h o d ,  a c h i e v i n g  p e r f o r m a n c e  s i m i l a r  
t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  l i n e a r  c o d e s  o f  t h e  
s a m e  c a r d i n a l i t y .  
A d d i t i v e  c o d e s  a r e  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  l i n e a r  c o d e s  w h i c h  h a v e  r e c e n t l y  
b e c o m e  t h e  f o c u s  o f  m u c h  i n t e r e s t  ( s e e  f o r  e x a m p l e  [ 1 9 ] [ 8 9 ] [ 1 5 ] [ 1 6 ] [ 5 4 ] ) .  T h e y  
w e r e  f i r s t  i n t r o d u c e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  q u a n t . u m  c o d e s  [ 3 0 J  a n d  w h i l e  t h i s  
r e m a i n s  t h e i r  p r i m a r y  a p p l i c a t i o n  t h e y  h a v e  a l s o  b e c o m e  a  r e s e a r c h  t o p i c  i n  
t h e i r  o w n  r i g h t .  
4 . 1  D e f i n i t i o n  ( A d d i t i v e  C o d e ) .  G i v e n  a  f i n i t e  f i e l d  F  a n d  a  s u b f i e l d  o c .  C ; ;  F ,  
a  s u b s e t  C  C ; ;  F ( n )  i s  a n  F  j o c . - a d d i t i v e  c o d e  o f  l e n g t h  n  i f  
1 .  C  i s  c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n ,  
2 .  C  i s  c l o s e d  u n d e r  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  b y  e l e m e n t s  o f  o c . .  
T h e  f i n i t e  f i e l d s  F  a n d  o c .  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  a l p h a b e t  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t  
f i e l d  o f  C  r e s p e c t i v e l y .  
T h e s e  a r e  a  r e l a x a t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n s  d e f i n i n g  a  l i n e a r  c o d e  a n d  s o  a  
l i n e a r  c o d e  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e .  T h e  t e r m  " a d d i t i v e "  d e r i v e s  
f r o m  t h e  m o s t  c o m m o n  s i t u a t i o n ,  w h e r e  o c .  i s  t h e  p r i m e  f i e l d  o f  F  a n d  a  c o d e  
o n l y  n e e d s  t o  b e  c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n .  T h e s e  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  s i m p l y  F -
a d d i t i v e  c o d e s .  A s  w i t h  l i n e a r  c o d e s ,  a n  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  d e s c r i b i n g  t h e  
e r r o r  c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t y  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  i s  i t s  m i n i m u m  w e i g h t .  
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J u s t  a s  b i n a r y  c o d e s  a r e  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  c l a s s  o f  l i n e a r  c o d e s ,  s o  t o o  
a r e  b i n a r y  q u a n t u m  c o d e s  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  c l a s s  o f  q u a n t u m  c o d e s .  C o n -
s t r u c t i o n  o f  b i n a r y  q u a n t u m  c o d e s  i s  b a s e d  o n  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e s ,  w h i c h  a r e  
c o n s e q u e n t l y  t h e  a d d i t i v e  c o d e s  o f  p r i m a r y  i n t e r e s t .  T h e s e  a r e  t h e  s i m p l e s t  
e x a m p l e s  o f  a d d i t i v e  c o d e s  w h i c h  a r e  n o t  l i n e a r .  
A  s p e c i a l i z e d  m e t h o d  a l r e a d y  e x i s t s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
I F  4 - a d d i t i v c  c o d e s ,  a n d  t h i s  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  o t h e r  f i e l d s .  B e f o r e  e x a m i n i n g  
t h i s  m e t h o d  a n d  t h e n  d e s c r i b i n g  t h e  n e w  a l g o r i t h m ,  s o m e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  
a d d i t i v e  c o d e s  a r e  r e v i e w e d .  
4 . 1  P r o p e r t i e s  o f  A d d i t i v e  C o d e s  
G i v e n  f i n i t e  f i e l d s  l I C  ~ I F  s u c h  t h a t  [ I F  :  l I C ]  =  e ,  a n  I F  / l I C - a d d i t i v e  c o d e  o f  
l e n g t h  n  w i t h  k  g e n e r a t o r s  a n d  m i n i m u m  w e i g h t  d  i s  c a l l e d  a n  ( n ,  k ,  d )  I F  ( l I C -
a d d i t i v e  c o d e .  A n  I F  / l I C - a d d i t i v e  c o d e  C  o f  l e n g t h  n  i s  a  l I C - s u b m o d u l e  o f  I F ( n )  ,  
r a t h e r  t h a n  a  v e c t o r s p a c e  o v e r  I F .  H o w e v e r ,  C  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a  v e c t o r  
s p a c e  o v e r  l I C  b y  m a p p i n g  b i j e c t i v e l y  f r o m  I F ( n )  i n t o  l I C ( n e ) .  I m p o r t a n t l y ,  a n  
a d d i t i v e  c o d e  m a y  h a v e  u p  t o  e n  g e n e r a t o r s ,  s o  a n  a d d i t i v e  g e n e r a t o r  m a t r i x  
m a y  h a v e  m o r e  r o w s  t h a n  c o l u m n s .  T h e  r a t e  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  i s  g i v e n  b y  
k / e n .  
A  b a s i c  p r o p e r t y  o f  e x t e n s i o n s  l I C  ~ I F  o f  f i n i t e  f i e l d s  i s  t h e  e x i s t e n c e  o f  
a  g e n e r a t i n g  e l e m e n t  ' Y  E  I F  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  w  E  I F  t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  
s e q u e n c e  w ( O ) ,  w ( 1 ) ,  . . .  , w ( e - l )  E  l I C  w h e r e  
w  =  w ( O )  +  W ( l ) ' Y  +  . . .  +  w ( e - l ) ' Y
e
-
l
.  
A  l I C - l i n e a r  i s o m o r p h i s m  i s  t h e n  g i v e n  b y  
q ,  :  I F  - - >  l I C ( e )  
,  
q , ( w )  =  ( w ( O ) , w ( 1 ) ,  . . .  , w ( e - I » )  
w h i c h  e a s i l y  g e n e r a l i z e s  t o  a  l I C - l i n e a r  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  I F ( n )  a n d  l I C ( e n ) .  
T h e r e  a r e  m a n y  p o s s i b l e  w a y s  t o  s p e c i f y  s u c h  a  m a p p i n g ,  s i n c e  t h e  e x p a n d e d  
c o l u m n  s e t s  c a n  b e  a r r a n g e d  i n  d i f f e r e n t  c o n f i g u r a t i o n s .  T h e  o b v i o u s  a r -
r a n g e m e n t  f o r  s u c h  a n  i s o m o r p h i s m  i s  t h e  b l o c k  e x p a n s i o n  q , b  g i v e n  b y :  
' "  (  )  _  (  ( 0 )  ( e - I )  ( 0 )  ( e - I » )  
t p b  W l ,  . . .  , W
n  
- W
1  
,  . . .  ,  W l  ,  . . .  ' W
n  
1 ' "  1  W n  .  
A  s e c o n d  i s o m o r p h i s m ,  w h i c h  i s  i n  s o m e  s e n s e  t h e  o p p o s i t e  e x t r e m e  t o  t h e  
b l o c k  e x p a n s i o n ,  i s  t h e  s p l i t  e x p a n s i o n  q "  g i v e n  b y :  
o h  (  )  _  (  ( 0 )  ( 0 )  ( e - I )  ( e - I » )  
' - P s  W l
,  
. . .  , W
n  
- w
1  
,  . . .  ,  W n  ,  . . .  1  W
1  
,  . . .  1  W n  .  
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T h e  n a t u r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  a s  a  l K - s u b m o d u l e  o f  I F ( n )  
w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  i t s  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n ,  w h i l e  a n y  i s o m o r p h i c  i m -
a g e  i n  l K ( e n )  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  a  s u b j i e l d  r e p r e s e n t a t i o n .  F o r  a  s u b f i c 1 d  
i s o m o r p h i s m  t j J  l e t  ; ; ; - 1  :  { I ,  . . .  , e n }  - >  { I ,  . . .  , n }  b e  t h e  m a p  w h i c h  a s s i g n s  
e a c h  c o l u m n  i n d e x  i n  t h e  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  t o  i t s  a s s o c i a t e d  c o l u m n  
i n d e x  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n .  
A  s l 1 b f i c 1 d  r c p r e s c n t a t i o n  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  i s  a  v e c t o r  s p a c e  a n d  i s  u s e -
f u l  w h e n  t h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  i s  r e s t r i c t i v e ,  s u c h  a s  w h e n  
p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n .  T h e  d r a w b a c k  o f  u s i n g  a  s u b f i e l d  r e p r e -
s e n t a t i o n  i s  t h a t  w h i l e  t h e  m a p p i n g  i s  a n  i s o m o r p h i s m ,  i t  i s  n o t  a n  i s o m e t r y  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H a m m i n g  m e t r i c .  H e n c e ,  n o t h i n g  a b o u t  t h e  w e i g h t  p r o p -
e r t i e s  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  c a n  b e  i n f e r r e d  f r o m  t h e  w e i g h t  p r o p e r t i e s  o f  a n y  
o f  i t s  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n s .  
4 . 2  I s o m e t r i c  E m b e d d i n g  T e c h n i q u e  
B e f o r e  d e s c r i b i n g  a  n e w  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m m l m u m  w e i g h t  o f  
a d d i t i v e  c o d e s ,  t h e  c u r r e n t  m e t h o d  f o r  I F 4 - a d d i t i v e  c o d e s  i s  r e v i e w e d  [ 3 0 1 ·  
T h e  c e n t r a l  p r i n c i p l e  o n  w h i c h  t h i s  a l g o r i t h m  i s  b a s e d  i s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  
i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  o f  a n  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e  i n  a  b i n a r y  v e c t o r  s p a c e .  
A s  w a s  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  a  s u b f i e 1 d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  
a d d i t i v e  c o d e  i s  n o t  a n  i s o m e t r y .  I n s t e a d ,  a  d i f f e r e n t  h o m o m o r p h i s m  i s  u s e d ,  
w h i c h  m a p s  a  l e n g t h  n  v e c t o r  o v e r  I F  4  t o  a  l e n g t h  3 n  b i n a r y  v e c t o r .  T h i s  
I F  2 - l i n e a r  i s o m e t r i c  m o n o m o r p h i s m  i s  g i v e n  b y  
I T  :  I F  4  - >  IF~3) 
I T ( O )  =  ( 0 , 0 , 0 )  
I T ( l )  =  ( 1 , 1 , 0 )  
I T ( a )  =  ( 1 , 0 , 1 )  
u ( c > 2 )  =  ( 0 , 1 , 1 )  
a n d  e x t e n d s  n a t u r a l l y  t o  a n  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  o f  I F i
n
)  i n t o  IF~3n). 
S i n c e  w ( I T ( v ) )  =  2 w ( v )  f o r  a l l  v  E l F i n ) ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
I F  4 - a d d i t i v e  c o d e  C  i s  g i v e n  b y  d (  C )  =  d (  I T (  C ) )  / 2 .  H e n c e ,  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  ( s e c t i o n  2 . 2 )  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  o f  t h e  b i n a r y  i m a g e ,  t h e n  t h e  r e s u l t  h a l v e d  t o  g e t  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
8 9  
o f  t h e  a d d i t i v e  c o d e .  T h i s  m e t h o d  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  i s o m e t r i c  e m -
b e d d i n g  t e c h n i q u e .  
4 . 2  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
( n ,  k ,  d )  I F  4  - a d d i t i v e  c o d e  u s i n g  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  i s  
W  [ . , o m d r i c (  n ,  k ,  d ;  4 )  =  W  B z ( 3 n ,  k ,  2 d ;  2 )  
P r o o f .  S i m p l y  a p p l y  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  ( P r o p o s i t i o n  2 . 1 0 )  
t o  a  [ 3 n ,  k ,  2 d j  b i n a r y  c o d e .  0  
T h i s  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  w o r k  f a c t o r  d o e s  n o t  m a k e  i t  i m m e d i a t e l y  o b v i o u s  
w h e t h e r  o r  n o t  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  i s  e f f i c i e n t .  T o  s e e  t h a t  i t  i s  u n l i k e l y  
t o  b e  a  t h e  b e s t  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d ,  i t s  p e r f o r m a n c e  o n  a n  ( n ,  k ,  d )  I F
4
-
a d d i t i v e  c o d e  c a n  b e  c o m p a r e d  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  o n  a n  
[ n ,  k / 2 ,  d j  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F 4  ( w h i c h  i s  o f  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y ) .  R a t h e r  
t h a n  c o m p a r i n g  t h e  w o r k  f a c t o r s  f o r  s o m e  p a r t i c u l a r  c o d e s ,  a  m o r e  i n t u i t i v e  
a p p r o a c h  i s  t o  f o c u s  o n  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  r .  
S i n c e  e a c h  f u l l  r a n k  g e n e r a t o r  m a t r i x  i n c r e m e n t s  t h e  l o w e r  b o u n d  a t  e a c h  
s t a g e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  b y  o n e ,  a n  a p p r o x i m a t i o n  o f  r  
i s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d i v i d e d  b y  t h e  n u m b e r  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s .  T h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a p p l i e d  t o  a  [ n ,  k / 2 ,  d j  c o d e  u s e s  a r o u n d  
2 ; :  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a n d  h e n c e  a n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  t e r m i n a t i o n  p a -
r a m e t e r  i s  g i v e n  b y  r  " "  ;~. H o w e v e r ,  a p p l y i n g  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m  t o  a  [ 3 n ,  k ,  2 d j  b i n a r y  c o d e  u s e s  a r o u n d  3 ; :  m a t r i c e s  a n d  h e n c e  a n  
a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  i s  r  " "  ~,!:,. 
S i n c e  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  d o m i n a t e s  t h e  r u n t i m e  e s t i m a t e  o f  t h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  t h i s  a n a l y s i s  i n d i c a t e s  t h a t  c o m p u t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e  u s i n g  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h -
n i q u e  i s  i n f e r i o r  t o  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e .  T h e  
c o m p a r i s o n  i s  o b v i o u s l y  n o t  e x a c t ,  s i n c e  e n u m e r a t i o n  o v e r  I F  4  r e q u i r e s  m o r e  
w o r k  f o r  e a c h  m a t r i x  t h a n  f o r  t h e  b i n a r y  c a s e ,  a n d  f o r  a n y  s p e c i f i c  c o d e  t h e  
e x a c t  w o r k  f a c t o r s  d e p e n d  o n  t h e  v a l u e s  o f  n  ( m o d  k / 2 )  a n d  3 n  ( m o d  k ) .  
H o w e v e r ,  i n  g e n e r a l  t h i s  a p p r o x i m a t e  a n a l y s i s  i s  a n  a c c u r a t e  i n d i c a t o r  a n d  
t h e  p e r f o r m a n c e  d i f f e r e n c e  b e c o m e s  m o r e  p r o n o u n c e d  f o r  l a r g e r  c o d e s ,  a s  t h e  
v a l u e  o f  r  i n c r e a s e s .  
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G e n e r a l i z a t i o n  t o  L a r g e r  F i e l d s  
T h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  a d d i t i v e  c o d e s  o v e r  
o t h e r  f i e l d s  [ 4 1 ,  6 9 ] ,  u s i n g  c o n s t a n t  w e i g h t  c o d e s  [ 1 1 8 ]  t o  f o r m  i s o m e t r i c  e m -
b e d d i n g s .  B y  a s s i g n i n g  e a c h  e l e m e n t  o f  I F p '  t o  a  c o d e w o r d  o f  a n  [ n "  t ,  d
t
]  
c o n s t a n t  w e i g h t  c o d e  o v e r  I F
p
,  a n  ( n ,  k ,  d )  I F p , - a d d i t i v e  c o d e  m a p s  i s o m e t r i -
c a l l y  t o  a n  [ n n "  k ,  d d
t
]  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F p .  F o r  a n  I F p , - a d d i t i v e  c o d e  t h e  
i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  [~~ll, t , p t - l ]  s i m p l e x  c o d e  o v e r  I F
p
,  
w i t h  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  r e s u l t i n g  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F  p  c a l c u l a t e d  u s i n g  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
A  s i m i l a r  a n a l y s i s  a s  t h a t  u s e d  f o r  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e s  s h o w s  t h a t  t h e  r e l a -
t i v e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  g e t s  w o r s e  a s  t h e  s i z e  
o f  t h e  f i e l d  i n c r e a s e s .  F o r  a n  I F p , - a d d i t i v e  c o d e ,  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  r  i s  
t::=~ ( p - l )  t i m e s  l a r g e r  t h a n  t h e  v a l u e  a c h i e v e d  b y  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m ,  w h i c h  i n c r e a s e s  w i t h  b o t h  p  a n d  t .  
T h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  i s  n o t  t h e  b e s t  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d .  
T h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  d e s c r i b i n g  a  m i n i m u m  w e i g h t  
a l g o r i t h m  f o r  a d d i t i v e  c o d e s  w h i c h  h a s  s i m i l a r  p e r f o r m a n c e  t o  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  o n  l i n e a r  c o d e s .  F i r s t ,  t h e  d i f f i c u l t i e s  a r i s i n g  f r o m  
t h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  a d d i t i v e  c o d e s  m u s t  b e  a d d r e s s e d .  
4 . 3  L i n e a r  A l g e b r a  i n  a n  A d d i t i v e  C o n t e x t  
L i n e a r  a l g e b r a  f o r m s  t h e  f o u n d a t i o n  o f  a n y  e n u m e r a t i o n - b a s e d  m 1 1 l 1 m u m  
w e i g h t  a l g o r i t h m ,  s i n c e  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a r e  e s s e n t i a l  i n  o b -
t a i n i n g  l o w e r  b o u n d s .  A s  a n  a d d i t i v e  c o d e  i s  n o  l o n g e r  l i n e a r ,  G a u s s i a n  
e l i m i n a t i o n  c a n n o t  g u a r a n t e e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  
i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e y  e x i s t  f o r  l i n e a r  c o d e s .  
T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  l o w e r  b o u n d s  i n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m  i s  b a s e d  o n  a  t r i v i a l  r e s u l t  f o r  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  a n  e n u m e r a t e d  
c o d e w o r d .  F o r  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I ,  a n y  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r  m  s a t i s f i e s  
w / ( m G )  =  w ( m ) .  
( 4 . 1 )  
U n f o r t u n a t e l y ,  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  s a t i s f y i n g  ( 4 . 1 )  d o  n o t  n e c e s s a r i l y  e x i s t  
f o r  a n  a d d i t i v e  c o d e .  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  f a i l s  w h e n  a  p i v o t  v a l u e  l i e s  i n  
t h e  c o m p l e m e n t  I F \ I K ,  s i n c e  n o  i n v e r s e  e x i s t s  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  f i e l d .  L i n e a r  
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a l g e b r a  w i l l  i n s t e a d  n e e d  t o  b e  p e r f o r m e d  i n  a  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  
a d d i t i v e  c o d e ,  w h e r e  i t  i s  a  l i n e a r  s p a c e .  
T h e  v a r i o u s  s h o r t c o m i n g s  t h a t  a r i s e  d u e  t o  t h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  a d d i t i v e  
c o d e s  a r e  b e s t  i l l u s t r a t e d  w i t h  a n  e x a m p l e .  L e t  a n  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e  o f  l e n g t h  
4  b e  g e n e r a t e d  b y  
(  
1  " , 2  1  " ' 2 )  
G o  =  " , 2  0  " , 2  ' "  
o  " , 2  " , 2  ' "  
w h e r e  t h e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  a r e  b i n a r y  s o  t h e  c a r d i n a l i t y  i s  o n l y  2
3  
=  8 .  
T h e  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  g i v e n  b y  t h e  b l o c k  e x p a n s i o n  i s  a  l e n g t h  8  b i n a r y  
c o d e  a n d  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  y i e l d s  
(
1 0 0 0 0 1 1 0 )  
G
I  
=  0  1  0  0  1  0  1  1  ,  
0 0 1 1 1 1 0 1  
w h i c h  h a s  i n f o r m a t i o n  s e t  ! I  : =  { I ,  2 ,  3 } .  H o w e v e r ,  t a k i n g  t h e  p r e i m a g e  o f  
G
I
,  a d j a c e n t  c o l u m n s  a r e  c o m b i n e d  t o  y i e l d  
(
1 0 a 1 )  
G
I  
=  ' "  0  1  " , 2  
o  a
2  
a
2  
a  
( 4 . 2 )  
w h i c h  i s  n o  l o n g e r  i n  e c h e l o n  f o r m .  T h e  p r e i m a g e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  
( u s i n g  ~bl) i s  h  =  { 1 , 2 } ,  t h o u g h  s i n c e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  a r e  o f  l e n g t h  
t h r e e  a n d  t h e r e  a r e  o n l y  t w o  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s ,  i t  i s n ' t  c l e a r  e x a c t l y  w h a t  
t h i s  " i n f o r m a t i o n  s e t "  r e p r e s e n t s .  T h e  v a l u e s  i n  t h e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  a r e  
n o  l o n g e r  c o p i e d  i n t o  p o s i t i o n s  i n  t h e  v e c t o r ,  a n d  s o  t h e  b a s i c  p r e m i s e  o f  ( 4 . 1 )  
n o  l o n g e r  h o l d s  t r u e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o l l o w i n g  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  h a v e  
d i f f e r i n g  w e i g h t s ,  b u t  c o r r e s p o n d  t o  c o d e w o r d s  h a v i n g  i d e n t i c a l  i n f o r m a t i o n  
w e i g h t s :  
m  =  ( 1 , 0 , 0 ) ,  m G
I  
=  ( 1  , O , a  , 1 ) ,  
m ' = ( l , l , O ) ,  m ' G
I  
=  ( a
2
, 0 , a
2
, a ) ,  
w h ( m G d  =  1 ,  
w h ( m ' G d  =  1 .  
T h e s e  p r o b l e m s  c l e a r l y  a r i s e  b e c a u s e  t w o  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  i n  t h e  s u b -
f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s a m e  c o l u m n  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n -
t a t i o n .  O n e  w a y  t o  t r y  a n d  a v o i d  t h i s  i s  t o  u s e  a  d i f f e r e n t  s u b f i e l d  r e p r e s e n -
t a t i o n  ( o r  e q u i v a l e n t l y ,  c h o o s i n g  t h e  p i v o t  c o l u m n s  f o r  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  
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i n  a  d i f f e r e n t  o r d e r ) .  R a t h e r  t h a n  g r o u p i n g  t h e  e x p a n s i o n  o f  e a c h  c o l u m n  
i n t o  a  b l o c k  o f  a d j a c e n t  c o l u m n s ,  t h e  s p l i t  e x p a n s i o n  m a x i m  a l l y  s e p a r a t e s  
e a c h  e x p a n d e d  c o l u m n  s e t .  T a k i n g  t h e  s p l i t  e x p a n s i o n  o f  C l  a n d  p e r f o r m i n g  
G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  y i e l d s  
G,~ U  
o  0  1  0  0  1  0 )  
1 0 1  1  1 1 0  .  
o  1  1  1 0 0  1  
T h e  i n f o r m a t i o n  s e t  f o r  t h i s  m a t r i x  i s  a g a i n  1 2  =  { 1 ,  2 ,  3 } ,  y e t  e a c h  i n f o r m a -
t i o n  p o s i t i o n  n o w  c o r r e s p o n d s  t o  a  d i f f e r e n t  c o l u m n  i n  t h c  c a n o n i c a l  r e p r e s e n -
t a t i o n .  M a p p i n g  b a c k  t o  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  g i v e s  t h e  I F  4 - g e n e r a t o r  
m a t r i x  
(  
l O a  1 )  
C
2  
=  a  a
2  
a  1  ,  
a  0  1  a
2  
w h i c h  a g a i n  d o e s  n o t  l o o k  l i k e  a n  e c h e l o n  f o r m .  I n  f a c t  C
2  
d o e s  h a v e  a  
u s e f u l  c o n c e p t  o f  a n  i n f o r m a t i o n  s e t .  T h e  p r e i m a g e  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  
1 2  =  { l ,  2 ,  3 } .  A l t h o u g h  c l e a r l y  ( 4 . 1 )  w i l l  n o t  h o l d ,  a  w e a k e r  b u t  s t i l l  u s e f u l  
c o n d i t i o n  c a n  b e  d e r i v e d .  A  c o l u m n  p o s i t i o n  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  
i s  n o n - z e r o  w h e n  a n y  o f  i t s  e x p a n d e d  c o l u m n s  i n  a  s l 1 h f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  
i s  n o n - z e r o .  S i n c e  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  a r e  b i n a r y ,  t h e  e c h e l o n  f o r m  i n  t h e  
s l 1 b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  e n s u r e s  t h a t  
w I , ( m C
2
)  : 2 :  w ( m ) .  
T h i s  r e s u l t  i s  s u f f i c i e n t  t o  f o r m  l o w e r  b o u n d s  b y  e n u m e r a t i n g  i n f o r m a t i o n  
v e c t o r s  o f  l o w  w e i g h t ,  w h i c h  i s  w h a t  i s  r e q u i r e d  t o  g e n e r a l i z e  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  A  p o s s i b l e  a d d i t i v e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  i s  
t h e n  t o  p e r f o r m  G a l l s s i a n  e l i m i n a t i o n  o n  t h e  s p l i t  e x p a n s i o n  o f  a d d i t i v e  g e n -
e r a t o r  m a t r i c e s  a n d  e n u m e r a t e  u s i n g  t h e  r e s u l t i n g  p r e i m a g e s  o v e r  I F  4 ·  
H o w e v e r ,  s u c h  a n  a l g o r i t h m  d o c s  n o t  t u r n  o u t  t o  b e  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  
m e t h o d  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m n m  w e i g h t .  R a t h e r  t h a n  t r y i n g  t o  p r e -
v e n t  m u l t i p l e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s a m e  c o l u m n  i n  
t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n ,  i t  w i l l  p r o v e  m o r e  e f f e c t i v e  t o  d e v e l o p  w a y s  t o  
a c c o m m o d a t e  t h i s  e v e n t u a l i t y .  
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4 . 4  P s e u d o  G e n e r a t o r s  
T h e  k e y  o b s t a c l e  i n  a t t e m p t i n g  t o  f o r m  a n  a d d i t i v e  e q u i v a l e n t  o f  a  s y s t e m a t i c  
g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  t h e  f a c t  t h a t  m u l t i p l e  p i v o t  c o l u m n s  i n  a  s u b f i c l d  r e p -
r e s e n t a t i o n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s a m e  c o l u m n  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n .  
R a t h e r  t h a n  t r y i n g  t o  a v o i d  t h e s e  c o i n c i d e n c e s ,  a l l  g e n e r a t o r s  a s s o c i a t e d  w i t h  
a  g i v e n  ( c a n o n i c a l )  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  w i l l  i n s t e a d  b e  c o n s o l i d a t e d  i n t o  a  
s i n g l e  e n t i t y ,  w h i c h  w i l l  b e  c a l l e d  a  p s e u d o  g e n e r a t o r .  T h e  c o n c e p t  o f  p s e u d o  
g e n e r a t o r s  t o  a p p l y  t o  t h i s  p r o b l e m  a r o s e  j o i n t l y  d u r i n g  d i s c u s s i o n s  w i t h  
M a r k u s  G r a s s l .  
B e f o r e  f o r m a l i z i n g  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r s ,  t h e  e x a m p l e  f r o m  
t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  w i l l  b e  u s e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  m a i n  i d e a s .  T h e  g e n e r a t o r  
m a t r i x  G
I  
f r o m  ( 4 . 2 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
C l  [ V I ,  V 2 J  V 3 ] T ,  
w h e r e  
V I  =  ( 1 , 0 , 0 ' , 1 ) ,  V 2  =  ( 0 ' , 0 , 1 , 0 ' 2 ) ,  V 3  =  ( 0 , 0 ' 2 , 0 ' 2 , 0 ' ) .  
T h e  p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  m a t r i x  s t e m  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  b o t h  t h e  
f i r s t  a n d  s e c o n d  g e n e r a t o r s  s h a r e  t h e  s a m e  a s s o c i a t e d  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  i n  
t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n .  T h e s e  t w o  g e n e r a t o r s  a r e  n o w  c o m b i n e d  i n t o  a  
s i n g l e  p s e u d o  g e n < : : a t o r  a n d  ( a l o n g  ~ith t h e  t h i r d  g e n e r a t o r )  d e f i n e  a  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i x  G  o f  p s e u d o  r a n k  k  =  2  g i v e n  b y  
G  =  [ U I '  U 2 ] T ,  
w h e r e  t h e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  U I  a n d  U 2  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  s e t s  
U I  : =  { V I ,  V 2 } ,  U 2  : =  { V 3 } ·  
T h e  p s e u d o  g e n e r a t o r  U I  i s  c o m p r i s e d  o f  t w o  g e n e r a t o r s  a n d  i s  h e n c e  c o n s i d -
e r e d  t o  b e  o f  d e g r e e  t w o ,  w h i l e  U 2  i s  o f  d e g r e e  o n e .  
E n u m e r a t i o n  o f  c o d e w o r d s  u s i n g  t h i s  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  p e r -
f o r m e d  u s i n g  a  m u l t i p l i c a t i o n  r u l e ,  d e n o t e d  b y  * " ,  w h i c h  w i l l  b e  c a l l e d  p s e u d o  
s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n .  S i n c e  U 2  i s  o n l y  o f  d e g r e e  o n e  i t  i s  e n c o d e d  u s i n g  b i -
n a r y  v a l u e s  a s  u s u a l .  H o w e v e r ,  U I  i s  a  p s e u d o  g e n e r a t o r  o f  d e g r e e  t w o  a n d  
i s  e n c o d e d  b y  w  E  I F  4  u s i n g  t h e  r u l e  
w  * "  U I  =  W ( O ) V I  +  W ( ! ) V 2 ,  
W ( O ) ,  w ( ! )  E  I F  2  
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w h e r e  w  =  w ( O )  +  W ( I ) ' Y  i s  a  s u b f i e l d  e x p a n s i o n  o f  w  ~ith r e s p e c t  t o  a  f i x e d  
g e n e r a t i n g  e l e m e n t  ' Y  E l F . .  I n f o r m a t i o n  v e c t o r s  f o r  G  l i e  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  
b a s e  I F .  E B  I F  2  a n d  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  i s  g i v e n  b y  
C  =  { m o C  :  m E  I F .  f f i l F
2
} .  
S i n c e  e a c h  p s e u d o  g e n e r a t o r  h a s  a  d i s t i n c t  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  t h i s  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i x  c a n  b e  c o n s i d e r e d  s y s t e m a t i c ,  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I  =  
{ I ,  2 } .  W h i l e  t h e  o r i g i n a l  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  I  c o u l d  n o t  b e  u s e d  t o  m a k e  
a n y  d e f i n i t . e  s t . a t e m c n t s  a b o u t  ~he i n f o r m a t i o n  w c i g h t .  o f  e n u m e r a t e d  v e c t o r s ,  
t h e  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  s a t i s f i e s  
w / ( m  0  C )  2 :  w ( m )  f o r  a l l  m  E  I F .  f f i l F 2 '  
w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  f o r  g e n e r a t . i n g  t h e  r e q u i r e d  b o u n d s .  
4 . 4 . 1  F o r m a l i z a t i o n  o f  P s e u d o  Q u a n t i t i e s  
P s e u d o  g e n e r a t o r s  a n d  o t h e r  a s s o c i a t e d  q u a n t i t i e s  w i l l  n o w  b e  f o r m a l i z e d  f o r  
a  m o r e  g e n e r a l  s e t t i n g .  L e t  G  b e  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  f o r  a n  I F  I l K - a d d i t i v e  
c o d e ,  w h e r e  [ I F  :  1 K ]  =  e .  F o r  a  s u b f i e l d  i s o m o r p h i s m  < / > ,  l e t  t h e  s u b f i e l d  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  G  i n  r e d u c e d  r o w  e c h e l o n  f o r m  b e  g i v e n  b y  G .  L e t  t h e  
i n f o r m a t i o n  s e t  f o r  G  b e  d e n o t e d  b y  I  =  G I '  . . .  3 d  w h e r e  1  : : ;  J ,  : : ;  n e ,  a n d  
l e t  t h e  g e n e r a t o r s  o f  G  b e  o r d e r e d  a s  V I ,  . . .  ,  V k ,  w h e r e  V ,  h a s  t h e  a s s o c i a t e d  
i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  J , .  
T a k i n g  t h e  p r e i m a g e  o f  G  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  y i e l d s  t h e  s e -
q u e n c e  o f  g e n e r a t o r s  V I ,  . . .  ,  V b  w h e r e  V ,  =  < / > - 1  ( v , ) .  T h e  i n f o r m a t i o n  p o -
s i t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  o f  t h e s e  g e n e r a t o r s  a r e  j l ,  . . .  , j k  ( 1  : : ;  j ,  : : ;  n )  
w h e r e  j ,  =  J j - I ( } , )  i s  t h e  c o l u m n  i n d e x  w h o s e  s u b f i c l d  i m a g e  i n c l u d e s  t h e  
J , - t h  c o l u m n .  N o t e  t h a t  t h e  j ,  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  d i s t i n c t  a s  w e r e  t h e  J ,  i n  
t h e  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n .  
N e x t  a n y  g e n e r a t o r s  w i t h  t h e  s a m e  a s s o c i a t e d  i~formation p o s i t i o n s  a r e  
g r o u p e d  t o g e t h e r  t o  f o r m  p s e u d o  g e n e r a t o r s .  L e t  k  d e n o t e  t h e  n u m b e r  o f  
d i s t i n c t  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  i n  t h e  c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  a n d  l e t  t h i s  
s e q u e n c e  o f  i n d i c e s  b e  d e n o t e d  b y  I  =  { ) I ,  . . .  3 d .  F o r  e a c h  o f  t h e s e  i n f o r -
m a t i o n  p o s i t i o n s  d e f i n e  t h e  s e t  
H~ =  { v ,  :  j ,  = J i } ,  
J ,  
i E { I ,  . . .  , k }  
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w h i c h  i n  t u r n  d e f i n e s  t h e  s e q u e n c e  o f  k  p s e u d o  g e n e r a t o r s  
U ,  : =  H~ 
J i '  
i  E  { l ,  . . .  ,  k } ,  
a n d  a  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I  g i v e n  b y  
- - - I T  
G  =  [ U l
l  
• • •  ' U k "  .  
T h e  d e g r e e s  e l ,  . . .  ,  e l ;  o f  e a c h  p s e u d o  g e n e r a t o r  a r e  g i v e n  b y  
e ,  =  IH~ I  
h '  
i  E  { l ,  . . .  , k } ,  
a n d  t h e  i - t h  p s e u d o  g e n e r a t o r  i s  e n c o d e d  u s i n g  a  f i e l d  l E ,  s a t i s f y i n g  
l K  < ; ; ;  l E
i  
< ; ; ;  I F  a n d  [ l E i  :  l K I  =  e i .  
T h e  e n c o d i n g  o f  U i  u s i n g  l E
i  
i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s .  L e t  v l O ) ,  . . .  ,  V l , , - l )  b e  
a n  o r d e r i n g  o f  t h e  g e n e r a t o r s  i n  H j ,  a n d  l e t  ' Y  b e  a  f i x e d  g e n e r a t i n g  e l e m e n t  
o f  l E
i
.  F o r  a n  a r b i t r a r y  e l e m e n t  w  E  l E ,  t h e  p s e u d o  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  o f  U ,  
b y  w  i s  g i v e n  b y  
w " *  i i  =  w ( O ) v ( O )  +  . . .  +  w ( e i - l ) v ( e i - l )  
t  t  1  ,  
w ( O ) ,  . . .  , W ( e , - l )  E l K ,  
w h e r e  w  =  L:~:~l W ( l ) ' Y I .  
I n f o r m a t i o n  v e c t o r s  l i e  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  l a  g i v e n  b y  
l a  =  l E l  Q )  • • •  ( f )  l E l ; ,  
a n d  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  i s  g i v e n  b y  
C = { m " * C :  m E l a } .  
T h e  k e y  p r o p e r t y  o f  a  p s e u d o  g e n e r a t o r  r e l a t e s  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  
a n  e n c o d e d  v e c t o r  t o  t h e  w e i g h t  o f  i t s  a s s o c i a t e d  i n f o r m a t i o n  v e c t o r .  
4 . 3  L e m m a  j S y s t e m a t i c  P s e u d o  G e n e r a t o r  M a t r i c e s ) .  F o r  a  p s e u d o  g e n e r -
a t o r  m a t r i x  G  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e n  
w [ ( m " *  C )  ~ w ( m )  
f o r  a l l  m E R  
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P r o o f .  N o n - z e r o  v a l u e s  i n  t h e  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  e n u m e r a t e d  v e c t o r  
i m p l y  a  n o n - z e r o  v a l u e  i n  t h e  a s s o c i a t e d  c o l u m n  p o s i t i o n  i n  t h e  c a n o n i c a l  
r e p r e s e n t a t i o n .  S i n c e  t h e  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  
s y s t e m a t i c ,  t h e n  a n y  n o n - z e r o  e n t r y  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  i m p l i e s  a  n o n - z e r o  
v a l u e  i n  i t s  a s s o c i a t e d  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n .  0  
T h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e s e  p s e u d o  q u a n t i t i e s  o v e r c o m e s  m a n y  o f  t h e  d i f -
f i c u l t i e s  p r e s e n t e d  b y  t h e  n o n - l i n e a r i t y  o f  a d d i t i v e  c o d e s ,  a l l o w i n g  a  n a t u -
r a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  a d d i t i v e  c o d e s .  
4 . 5  L o w e r  B o u n d s  f o r  A d d i t i v e  C o d e s  
U s i n g  p s e u d o  q u a n t i t i e s  a n d  L e m m a  4 . 3 ,  a  t h e o r e m  d e s c r i b i n g  l o w e r  b o u n d s  
a r i s i n g  f r o m  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o l l o w s  a l m o s t  
i d e n t i c a l l y  t o  t h e  e q u i v a l e n t  t h e o r e m  f o r  l i n e a r  c o d e s .  F o r  a  s e q u e n c e  o f  
s y s t e m a t i c  p s e u d o  g e n e r a t o r s ,  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t s  a n d  r e l a t i v e  r a n k s  
a r e  d e f i n e d  s i m i l a r l y  t o  t h e  r e s p e c t i v e  d e f i n i t i o n s  f o r  l i n e a r  c o d e s  i n  s e c t i o n  
2 . 3 .  A l t h o u g h  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t s  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  m a y  h a v e  
d i f f e r i n g  s i z e s  ( d u e  t o  d i f f e r e n t  c o e f f i c i e n t  b a s e s ) ,  t h e  r a n k  d e f i c i t  s t i l l  s i m p l y  
c o u n t s  t h e  n u m b e r  o f  o v e r l a p p i n g  p o s i t i o n s  o f  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t .  
L e t  I "  . . .  ,  h  b e  a  s e q u e n c e  o f  i n f o r m a t i o n  s e t s  f o r  a  s e q u e n c e  o f  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a n d  l e t  t h e  s i z e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  o f  t h e  i - t h  m a t r i x  
b e  d e n o t e d  b y  S i  : =  l I d .  T h e n  t h e  s e q u e n c e  o f  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t s  i s  
g i v e n  b y  
I I
e l  
=  I i \  ( Y , I
j
)  
f o r  a l l  i ,  
a n d  t h e  r e l a t i v e  r a n k  o f  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  
k I
e l  
=  I I I e l 1  f o r  a l l  i .  
W h i l e  t h c s e  d e f i n i t i o n s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  f o r  l i n c a r  c o d e s  t h e  r e l a t i v e  r a n k  
i n  i t s e l f  i s  n o t  p a r t i c u l a r l y  h e l p f u l ,  s i n c e  i n  a n  a d d i t i v e  c o n t e x t  t h e  s i z e  o f  
e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  m a y  d i f f e r .  T h e  v a l u e  o f  i n t e r e s t  i s  t h e  r a n k  d e f i c i t :  
k ? e f  =  s '  _  k r ; e l  
~ l  ~, 
w h i c h  q u a n t i f i e s  t h e  d e g r e e  o f  o v e r l a p  b e t w e e n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t s .  
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4 . 4  T h e o r e m  ( A d d i t i v e  C o d e s ) .  L e t  C "  . . .  ,  G
h  
b e  a  s e q u e n c e  o f  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a n  I F  I l K  a d d i t i v e  c o d e  C  w i t h  a s s o c i a t e d  c o e f f i c i e n t  
b a s e s  l i l l
"  
. . .  ,  l i l l
h
,  p s e u d o  r a n k s  k l '  . . .  , k h  a n d  r a n k  d e f i c i t s  k t
e f
,  . . .  ,  k t
e f
.  F o r  
s o m e  ' r  <  k ,  i f  
S i  =  { m G
i  
:  m  E  l i l l i ,  w ( m )  : : : ;  r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
i
,  t h e n  a l l  v  E  C \  U7~1 S i  s a t i s f y  
h  
w ( v )  2 :  L m a x ( O , r  +  1 - k ? e f ) .  
i = l  
P r o o f .  U s i n g  L e m m a  4 . 3 ,  t h e  p r o o f  p r o c e e d s  s i m i l a r l y  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o -
r e m  2 . 7 .  0  
T h e o r e m  4 . 4  d e s c r i b e s  h o w  t o  e n u m e r a t e  c o d e w o r d s  a n d  f o r m  b o u n d s  o n  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  u s i n g  a  s e q u e n c e  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s .  I t  s t i l l  
r e m a i n s  t o  d e t e r m i n e  h o w  t h i s  s e q u e n c e  o f  p s e u d o  m a t r i c e s  s h o u l d  b e  c h o s e n ,  
a n d  i d e n t i f y  w h i c h  p r o p e r t i e s  o f  a  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  g i v e  t h e  b e s t  
p e r f o r m a n c e .  
4 . 6  O b t a i n i n g  t h e  S e q u e n c e  o f  P s e u d o  G e n -
e r a t o r  M a t r i c e s  
C o m p a r e d  t o  l i n e a r  c o d e s ,  t h e r e  a r e  m o r e  p o s s i b i l i t i e s  f o r  t h e  s e q u e n c e  o f  
a d d i t i v e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s ,  s i n c e  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  p r o -
v i d e s  a n  e x t r a  d e g r e e  o f  f r e e d o m .  T h e  t w o  c o n s i d e r a t i o n s  w h e n  c h o o s i n g  t h i s  
s e q u e n c e  a r e  t h e  a m o u n t  o f  e n u m e r a t i o n  t h a t  w i l l  b e  r e q u i r e d  a t  e a c h  s t a g e  
a n d  t h e  r a t e  a t  w h i c h  t h e  l o w e r  b o u n d  w i l l  i n c r e a s e .  I t  i s  n o t  i m m e d i a t e l y  
c l e a r  w h i c h  c o e f f i c i e n t  b a s e  w i l l  g i v e  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e ,  t h e  t w o  e x t r e m e s  
b e i n g  t h e  d i r e c t  s u m  o f  a  s m a l l  n u m b e r  o f  l a r g e r  f i e l d s  a n d  t h e  d i r e c t  s u m  o f  
a  l a r g e  n u m b e r  o f  s m a l l e r  f i e l d s .  
I t  t u r n s  o u t  t h a t  u s i n g  a  c o e f f i c i e n t  b a s e  w i t h  a  l a r g e  n u m b e r  o f  s m a l l e r  
f i e l d s  l e a d s  t o  l e s s  e n u m e r a t i o n  a t  e a c h  s t a g e ,  b u t  a  u s i n g  a  s m a l l  n u m b e r  o f  
l a r g e r  f i e l d s  y i e l d s  a  b e t t e r  l o w e r  b o u n d .  A s  a  g e n e r a l  p r i n c i p l e ,  i t  i s  w o r t h  
p e r f o r m i n g  m o r e  e n u m e r a t i o n  a t  e a r l y  s t a g e s  t o  i n c r e a s e  t h e  l o w e r  b o u n d  a t  
a  f a s t e r  r a t e .  H e n c e ,  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  s t r u c t u r e  f o r  a  c o e f f i c i e n t  b a s e  i s  a  
s m a l l  n u m b c r  o f  l a r g e r  f i e l d s .  
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T a b l e  4 . 1 :  S p l i t  v s  B l o c k  S u b f i e l d  R e p r e s e n t a t i o n  f o r  a  ( 2 0 , 2 0 , 8 )  I F 4 - a d d i t i v e  
c o d e  
S p l i t :  k  =  2 0  
B l o c k :  k  =  1 0 ,  1 0  
d
l  
V e c t o r s  
d
l  
V e c t o r s  
r  
E n u m e r a t e d  
E n u m e r a t e d  
1  2  
2
4
. 3 2  
4  
2
5
.
9 1  
2  
3  
2
7
.
5 7  
6  
2
9
.
6 6  
3  4  
2
1 0
.
1 6  
8  
2
1 2
.
6 6  
4  
5  
2
1 2
.
2 4  
5  
6  
2
1 3
.
9 2  
6  
7  
2
1 5
.
2 4  
7  
8  
2
1 6
.
2 4  
[ T o t a l : ]  
2
1 7
.
0 7  
2
1 2
.
8 4  
T h e  p e r f o r m a n c e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  t w o  c o n f i g u r a t i o n s  i s  e a s i l y  
i l l u s t r a t e d  w i t h  a n  e x a m p l e .  T a k e  a  ( 2 0 , 2 0 , 8 )  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e ,  w h i c h  i s  o f  
r a t e  o n e  h a l f  a n d  w h i c h  h a s  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e  
o f  t h i s  c a r d i n a l i t y .  
I f  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  i s  p e r f o r m e d  o n  t h e  s p l i t  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n ,  
t h e n  t h e  r e s u l t i n g  p s e n d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  c o n s i s t  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r s  
o f  d e g r e e  o n e .  F o r  t h e  g i v e n  e x a m p l e  t h e r e  w i l l  b e  2 0  p s e u d o  g e n e r a t o r s ,  a  
c o e f f i c i e n t  b a s e  
2 0  
B ,  =  E B I F
2
,  
i = l  
a n d  ( 2 , 0 )  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  t o  e n u m e r a t e  a t  s t a g e  r .  
I f  G a n s s i a n  e l i m i n a t i o n  i s  p e r f o r m e d  o n  t h e  b l o c k  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n ,  
t h e n  t h e  r e s u l t i n g  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  c o n s i s t  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r s  
o f  d e g r e e  t w o .  T h e r e  w i l l  b e  1 0  p s e u d o  g e n c r a t o r s ,  a  c o c f f i c i e n t  b a s e  o f  
1 0  
B b  =  E B I F
4
,  
i = l  
a n d  e r O )  3
r  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  t o  e n u m e r a t e  a t  s t a g e  r .  
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A l g o r i t h m  4 . 1 :  P s e u d o M a t r i x S e q u e n c e ( G ,  l I C )  
/ *  R e t u r n  a  s e q u e n c e  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  t h e  c o d e  
g e n e r a t e d  l I C - a d d i t i v e l y  b y  G ,  a l o n g  w i t h  t h e i r  c o e f f i c i e n t  b a s e s  
a n d  r a n k  d e f i c i t s .  *  /  
I n p u t :  G , l I C  
O u t p u t :  C "  . . .  ,  C h ,  l a "  . . .  ,  l a
h  
a n d  k j e l ,  . . .  ,  k
h
e l  
,  J  : =  { }  / *  T h e s e  a r e  t h e  ' u s e d '  c o l u m n s  *  /  
2  h  : =  0  
3  w h i l e  I J I  <  n  d o  
4  G ' : =  (Gij)j~J 
5  G : =  c P b ( G ' )  / *  G  i s  o v e r  l I C  * /  
6  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n :  T G  =  ( h I A )  f o r  a  m a t r i x  T  
/ *  S t o r e  t h e  n e w  r " € s u l t s  * /  
7  I  h : =  h  +  1  
8  G
h
: =  T G  
9  
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
' 5  
] "  . . .  ' ] k  : =  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  o f  G h  
U "  . . .  ,  u
k h  
: =  p s e u d o  g e n e r a t o r s  f o r  ) "  . . .  . J . k  
C h  : =  [ u "  . . .  ,  U h ]  
l a
h  
: =  l E ,  E 9  . . .  E 9  1 E y ; ,  w h e r e  [ l E i  :  l I C ]  =  D e g r e e ( u i )  
k
h
e l  
: =  I  { ) "  . . .  , } d  \ J  I  
k
d e f  
.  - - k  _  k , e l  
h  . - I t  h  
/ *  M a r k  t h e  n e w  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a s  ' u s e d '  
J  : =  J  U  { ) "  . . .  , } y ; }  
1 6  r e t u r n  C "  . . .  ,  C h ,  l a "  . . .  , l a
h  
a n d  k f e f ,  . . .  ,  k~ef 
* /  
S i n c e  ( ' r O )  3
r  
i s  a r o u n d  t w i c e  a s  l a r g e  a s  ( 2
r
O )  i n  t h e  r a n g e  o f  i n t e r e s t  t h e r e  
a r e  m o r e  v e c t o r s  t o  e n u m e r a t e  a t  e a c h  s t a g e  u s i n g  t h e  b l o c k  s u b f i e l d  r e p r e s e n -
t a t i o n .  T h i s  i s  n o t  s u r p r i s i n g ,  s i n c e  e n u m e r a t i n g  v e c t o r s  w i t h  r e s p e c t  t o  a n y  
h i g h  d e g r e e  p s e u d o  g e n e r a t o r  i n v o l v e s  e n u m e r a t i n g  a l l  i n t e r n a l  c o m b i n a t i o n s  
o f  i t s  c o m p o n e n t  g e n e r a t o r s .  S i n c e  b o t h  m a t r i c e s  y i e l d  t h e  s a m e  c o n t r i b u t i o n  
t o  t h e  l o w e r  b o u n d ,  t h e  f a c t  t h a t  t h e  u s e  o f  l o w  d e g r e e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  
r e q u i r e s  l e s s  e n u m e r a t i o n  s e e m s  t o  i n d i c a t e  t h a t  i t  i s  a d v a n t a g e o u s .  
H o w e v e r ,  t h e  u s e  o f  l o w  d e g r e e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  m e a n s  t h a t  e a c h  i n -
f o r m a t i o n  s e t  i s  l a r g e r ,  s o  t h a t  f e w e r  m a t r i c e s  h a v i n g  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  
s e t s  a r e  p o s s i b l e .  I n  t h e  g i v e n  e x a m p l e ,  t h i s  m e a n s  t h a t  w h i l e  t h e  b l o c k  
1 0 0  
s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  y i e l d s  t w o  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  o f  r a n k  1 0 ,  t h e  
s p l i t  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  y i e l d s  o n l y  a  s i n g l e  m a t r i x  o f  r a n k  2 0 .  
T h o u g h  t h e r e  i s  l e s s  e n u m e r a t i o n  u s i n g  a  m a t r i x  w i t h  l o w  d e g r e e  p s e u d o  
g e n e r a t o r s ,  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  a r e  f e w e r  m a t r i c e s  i s  m o r e  i m p o r t a n t .  A s  
s h o w n  i n  T a b l e  4 . 1 ,  t h e  e x t r a  s t e p s  r e q u i r e d  d u e  t o  h a v i n g  o n l y  o n e  m a t r i x  
r e s u l t s  i n  a  f a r  l e s s  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m .  T h e  f a c t  t h a t  t h e  g i v e n  e x a m p l e  i s  o f  
r a t e  o n e  h a l f  e m p h a s i z e s  t h i s  p o i n t ,  w h i c h  a l s o  h o l d s  t r u e  i n  g e n e r a l .  
I t  i s  t h e r e f o r e  a d v a n t a g e o u s  t o  h a v e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  w i t h  h i g h  d e g r e e ,  
s o  t h a t  t h e  l e a s t  n u m b e r  o f  c o l u m n s  a r e  o c c u p i e d  b y  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t .  
G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  s h o u l d  b e  a p p l i e d  t o  t h e  b l o c k  s u b f i e l d  r e p r e s e n t a t i o n  
a n d  t h e  r e s u l t i n g  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e d u r e  i s  s h o w n  i n  A l g o r i t h m  4 . 1 .  
4 . 7  A n  A d d i t i v e  M i n i m u m  W e i g h t  A l g o r i t h m  
B u i l d i n g  o n  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s ,  A l g o r i t h m  4 . 2  p r e s e n t s  t h e  
n e w  p r o c e d u r e  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e .  I t  i s  
s i m i l a r  i n  f o r m  t o  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  f o r  l i n e a r  c o d e s  g i v e n  i n  
A l g o r i t h m  2 . 2 ,  s i n c e  a l l  o f  t h e  n o n - l i n e a r i t i e s  h a v e  e s s e n t i a l l y  b e e n  a b s o r b e d  
i n t o  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  p s e u d o  q u a n t i t i e s .  
A s  w i t h  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  l i n e a r  c o d e s ,  t h e  n e w  
a l g o r i t h m  c a n  b e  u s e d  i n  t w o  d i s t i n c t  f o r m u l a t i o n s  w h i c h  c a n  b e  t h o u g h t  
o f  a s  B r o u w e r - t y p e  a n d  Z i m m e r m a n n - t y p e  f o r m u l a t i o n s .  I n  t h e  f o r m e r ,  o n l y  
p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  w i t h  p a i r w i s e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  u t i l i z e d .  
I n  t h e  l a t t e r ,  s u f f i c i e n t  p s e u d o  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a r e  u s e d  s u c h  t h a t  a l l  n o n -
z e r o  c o l u m n s  a r e  i n c l u d e d  i n  a t  l e a s t  o n e  i n f o r m a t i o n  s e t .  
W h i l e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  w a s  u s e d  t o  e x p l i c i t l y  a v o i d  e n u m e r a t i n g  t h e  
i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m ,  t h i s  h a s  n o t  b e e n  d o n e  i n  A l g o r i t h m  4 . 2  s i n c e  i t  i s  o n l y  p o s s i b l e  t o  
i g n o r e  t h o s e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  a  f u l l  d e g r e e  p s e u d o  g e n e r -
a t o r .  I n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  o f  p s e u d o  g e n e r a t o r s  w h i c h  a r e  n o t  o f  f u l l  d e g r e e  
c a n  b e  n o n - z e r o  d u e  t o  o t h e r  g e n e r a t o r s  a n d  s o  m u s t  b e  e x a m i n e d  d u r i n g  t h e  
e n u m e r a t i o n .  N o r m a l l y ,  m o s t  p s e u d o  g e n e r a t o r s  w i l l  h a v e  f u l l  d e g r e e  a n d  i t  
i s  p o s s i b l e  t o  i g n o r e  t h e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s .  H o w e v e r ,  e x p l i c i t l y  a c c o m -
m o d a t i n g  f o r  p s e u d o  g e n e r a t o r s  o f  d i f f e r e n t  d e g r e e  w o u l d  m a k e  A l g o r i t h m  
4 . 2  u n n e c e s s a r y  c o m p l i c a t e d ,  s o  i t  i s  a s s u m e d  i m p l i c i t l y  t h a t  i n f o r m a t i o n  
c o l u m n s  a r e  i g n o r e d  w h e r e v e r  p o s s i b l e .  
1 0 1  
4 . 5  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
( n ,  k ,  d )  I F  I l K - a d d i t i v e  c o d e  u s i n g  A l g o r i t h m  4 . 2  i s  
l o g 2 ( g )  l  n ;  J  ( n  - l k l e J )  2::~1 ( r k ; e 1 ) ( g  - 1 ) '  
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
W  A d d ( n ,  k ,  d ;  g ,  e )  =  m i n  
l n e l k J  ( 1 '  +  1 )  ; : :  d ,  
l o g 2 ( g )  r ' : , e 1  ( n  - l k l e J )  2::~1 ( r k ; e 1 ) ( g  - 1 ) '  
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
r n e l k l  ( 1 ' +  1 )  - ( f k l e l - n m o d  r k l e l ) ; : :  d .  
I f  e l k  t h e n  
W  A d d ( n ,  k ,  d ;  g ,  e )  =  ( g  - 1 )  W  B r o u w e r ( n ,  k l e ,  d ;  g ) .  
P r o o f .  A s s u m i n g  t h a t  a  c o d e  d o e s  n o t  h a v e  z e r o - c o l u m n s ,  t h e n  e a c h  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i x  w i l l  h a v e  a  c o e f f i c i e n t  b a s e  o f  s i z e  r k / e l ,  i n c l u d i n g  l k l e J  
p s e u d o  g e n e r a t o r s  o f  f u l l  d e g r e e .  T h e  l  k  I  e  J  f u l l  d e g r e e  i n f o r m a t i o n  p o s i -
t i o n s  h a v e  p r e d i c t a b l e  v a l u e s  a n d  d o  n o t  n e e d  t o  b e  e x a m i n e d ,  h e n c e  t h e  
e n u m e r a t i o n  i n v o l v e s  l e n g t h  n  - l  k  I  e  J  v e c t o r s .  
T h e r e  w i l l  b e  l  ' : , e  J  m a t r i c e s  w i t h  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  a n d  o n e  r e -
m a i n i n g  m a t r i x  o f  r e l a t i v e  r a n k  n  m o d  r k l e  1 ,  w h i c h  m a y o r  m a y  n o t  b e  
i n c l u d e d .  
U n l i k e  i n  t h e  c a s e  o f  l i n e a r  c o d e s ,  a l l  s c a l a r  m u l t i p l e s  o f  i n f o r m a t i o n  
v e c t o r s  n e e d  t o  b e  e n u m e r a t e d ,  s i n c e  p s e u d o  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  d o e s  n o t  
n e c e s s a r i l y  p r e s e r v e  w e i g h t .  T h e  n u m b e r  o f  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  t o  b e  e n u -
m e r a t e d  a t  s t a g e  r  i s  h e n c e  a p p r o x i m a t e l y  ( r k ; e 1 ) ( g  - 1 ) '  ( w h i c h  i s  a  s l i g h t  
o v e r - e s t i m a t e  i f  n o t  a l l  o f  t h e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  h a v e  f u l l  d e g r e e ) .  D  
E x a m p l e :  A  ( 1 5 , 9 , 8 )  I F 4 - A d d i t i v e  C o d e  
T h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  b e  i l l u s t r a t e d  o n  a  s m a l l  e x a m p l e ,  t h e  ( 1 5 , 9 , 8 )  I F  4 -
a d d i t i v e  c o d e  g e n e r a t e d  b y  
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A l g o r i t h m  4 . 2 :  A d d i t i v e  M i n i m u m  W e i g h t  A l g o r i t h m  
/ *  F o r  a n  I F  I l K  a d d i t i v e  c o d e  C  o f  l e n g t h  n  w i t h  k  g e n e r a t o r s  o v e r '  I F  
a n d  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d .  *  /  
I n p u t :  G , l K  
O u t p u t :  d  
1  G  I ,  . . .  ,  G  h ,  R "  . . .  ,  R h ,  k t e f ,  . . .  ,  k~ef : =  P s e u d o M a t r i x S e q u e n c e (  G ,  l K )  
/ *  L e t  k
i  
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B y  u s i n g  t h e  b l o c k  s u b f i c l d  r e p r e s e n t a t i o n  a n d  p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a -
t i o n  s e v e r a l  t i m e s ,  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  
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a r e  o b t a i n e d .  T h e  i n f o r m a t i o n  s e t s  o f  t h e s e  t h r e e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  a r e  
I t  =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  
I 2  =  { 6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  1 0 }  
I 3  =  { l l ,  1 2 ,  1 3 ,  1 4 ,  1 5 } ,  
w h e r e  t h e  f i r s t  f o u r  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  i n  e a c h  s e t  a r e  o f  ( f u l l )  d e g r e e  t w o  
a n d  t h e  f i n a l  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  i s  o f  d e g r e e  o n e .  S i n c e  2  t  9 ,  i t  i s  n o t  
p o s s i b l e  t h a t  e v e r y  p s e u d o  g e n e r a t o r  h a s  f u l l  d e g r e e ,  a n d  s o  t h e  e x i s t e n c e  o f  
a  d e g r e e  o n e  p s e u d o  g e n e r a t o r  i s  u n a v o i d a b l e .  N o t e  t h a t  i n  e a c h  c a s e  t h e  
d e g r e e  o n e  i n f o r m a t i o n  c o l u m n  h a s  m u l t i p l e  n o n - z e r o  e n t r i e s .  H o w e v e r ,  n o  
a d d i t i v e  c o m b i n a t i o n  o f  t h o s e  e n t r i e s  i n v o l v i n g  t h e  p i v o t  v a l u e  w i l l  b e  z e r o .  
E a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  ( w h e r e  G  =  G
"  
G
2  
o r  G
3
)  g i v e s  r i s e  t o  a  p s e u d o  
g e n e r a t o r  m a t r i x :  
G  =  [ U l )  U 2 J  U 3 J  U 4 ,  U 5 ] T  
w i t h  c o e f f i c i e n t  b a s e  iF~·) E I l i F
2
,  w h e r e  t h e  p s e u d o  g e n e r a t o r s  a r e  d e f i n e d  b y  
t h e  s e t s :  
U ,  : =  { G [ l ] ,  G [ 2 ] }  
U 2  : =  { G [ 3 ] ,  G [ 4 ] }  
U 3  : =  { G [ 5 ] ,  G [ 6 ] }  
u .  : =  { G [ 7 ] ,  G [ 8 ] }  
U s  : =  { G [ 9 ] } .  
E a c h  p s e u d o  m a t r i x  g e n e r a t e s  t h e  e n t i r e  c o d e  a n d  s o  a n y  n o n - z e r o  c o d e -
w o r d  m u s t  h a v e  n o n - z e r o  w e i g h t  o n  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t .  H e n c e ,  b e f o r e  
a n y  e n u m e r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h r e e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  
a l r e a d y  i m p l i e s  a  l o w e r  b o u n d  o f  3  o n  t h e  w e i g h t  o f  a n y  n o n - z e r o  c o d e w o r d .  
A t  s t a g e  T  =  1  t h e  w e i g h t  o n e  c o e f f i c i e n t  v e c t o r s  f r o m  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  
a r e  e n c o d e d  u s i n g  e a c h  m a t r i x .  T h e r e  a r e  4  x  3  j - 1  =  1 3  s u c h  c o e f f i c i e n t  
v e c t o r s  f o r  e a c h  m a t r i x .  T h o s e  e n u m e r a t e d  u s i n g  G
,  
a r e  s h o w n  i n  T a b l e  4 . 2 ,  
w h e r e  t h e  l o w e s t  w e i g h t  e n c o u n t e r e d  i s  8 .  N o t e  t h a t  d i f f e r e n t  p s e u d o  s c a l a r  
m u l t i p l e s  o f  t h e  a  g e n e r a t o r  c a n  h a v e  d i f f e r e n t  w e i g h t s .  A f t e r  e x a m i n i n g  
e v e r y  c o d e w o r d  w i t h  a n  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  o n e ,  a n y  c o d e w o r d  w h i c h  h a s  
n o t  b e e n  e x a m i n e d  m u s t  h a v e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  2  o n  e a c h  
i n f o r m a t i o n  s e t  a n d  h e n c e  a  l o w e r  b o u n d  o f  6  i s  o b t a i n e d .  
A t  s t a g e  T  =  2  t h e  (~)32 +  (~)3 =  6 6  c o e f f i c i e n t  v e c t o r s  o f  w e i g h t  2  a r e  
e n u m e r a t e d  u s i n g  e a c h  m a t r i x ,  g i v i n g  a  l o w e r  b o u n d  o f  9 .  S i n c e  w e i g h t  8  
1 0 4  
c o d e w o r d s  h a v e  b e e n  e n c o u n t e r e d ,  t h i s  i s  n o w  k n o w n  t o  b e  t h e  t r u e  m i n -
i m u m  w e i g h t  a n d  t h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  
e n u m e r a t e d  i s  
2  
3 ;  ( : ) 3
r  
+  ( r  ~ 1 ) 3
r
-
1  
=  2 9 7 ,  
w h i c h  i s  l e s s  t h a n  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  ( 5 1 2 ) .  
N o t e  t h a t  t h e  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e  i n  P r o p o s i t i o n  4 . 5  g i v e s  a  s l i g h t  o v e r -
e s t i m a t e  o f  t h e  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  e n u m e r a t e d ,  s i n c e  f o r  s i m -
p l i c i t y  i t  a s s u m e s  t h a t  e v e r y  p s e u d o  g e n e r a t o r  i s  e n c o d e d  u s i n g  I F
4
.  T h e  t o t a l  
n u m b e r  o f  e n u m e r a t e d  v e c t o r s  t h a t  t h e  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e s  i s  
2  
3 ;  G ) 3
r  
=  3 1 5  
2 :  2 9 7 ,  
w h i c h  i s  s t i l l  q u i t e  a c c u r a t e .  
T a b l e  4 . 2 :  C o d e w o r d s  e n u m e r a t e d  a t  s t a g e  r  =  1  u s i n g  G
I  
C o d e w o r d  r ; ; ; l  
1  *  U I  
( 1 0 0 0 1 c w 1 a O a a a a a )  1 1  
0 : '  *  U l  
( a O O 0 1 0 0 a 1 0 0 a a 1 a )  8  
a * , i h  ( a O O O O a a a a O a 1 1 a O )  9  
1  *  U 2  
( 0 1 0 0 0 a a O l a O a a a a )  
9  
e t  *  U 2  
( O a O O O m O a a a O O a 1 )  
8  
- - -
( O a O O 0 1 a O a O a a a l a )  9  
e t  *  U 2  
1  *  i h  
( 0 0 1 0 1 1 1 a l a l a 0 1 1 )  1 1  
e t  * U 3  
( 0 0 a 0 1 0 0 1 a a O l O a a )  8  
- - -
( O O a O O 1 1 a a 1 1 a 0 7 i i a )  1 0  
( } : '  *  U 3  
1  *  U 4  
( O O O l O a O O a a a a a a a )  9  
a  *  U 4  
( O O O a O a a l a O a a a a l  )  1 0  
I T  * '  U 4  
( O O O a O O m  l a 1 0 0 1 a )  8  
1  *  U s  
( O O O O a a l O 1 1 1 1 a O O )  8  
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T h e  n n m m u m  w e i g h t  c a l c u l a t i o n  u s i n g  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h -
n i q u e  i n v o l v e s  a p p l y i n g  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t o  a  [ 4 5 , 9 ,  1 6 J  
b i n a r y  c o d e ,  w h e r e  5  m a t r i c e s  a r e  e n u m e r a t e d  w i t h  a  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  
o f  r  =  3 .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  v e c t o r s  e n u m e r a t e d  i s  
5 t  G )  =  6 4 5 ,  
w h i c h  i s  a c t u a l l y  w o r s e  t h a n  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  f o r  t h i s  s m a l l  e x a m p l e .  
4 . 8  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  N e w  A l g o r i t h m  
S i n c e  t h e  o p t i m a l  p a r a m e t e r s  f o r  a d d i t i v e  c o d e s  a r e  n o t  y e t  k n o w n  b e y o n d  a  
v e r y  s m a l l  s i z e ,  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  b e  j u d g e d  u s i n g  
t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  e q u i v a l e n t - s i z e d  l i n e a r  c o d e s .  A s  l i n e a r  
c o d e s  a r e  a  s u b c l a s s  o f  a d d i t i v e  c o d e s ,  t h e s e  v a l u e s  a r e  a n  a c c u r a t e  e s t i m a t e  
o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  g o o d  a d d i t i v e  c o d e s .  A  c o m p a r i s o n  o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m  
a n d  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  a p p l i e d  t o  I F  4 - a d d i t i v e  c o d e s  i s  g i v e n  
i n  F i g u r e  4 . 1  f o r  c o d e s  o f  c a r d i n a l i t y  2
5 0  
a n d  i n  F i g u r e  4 . 2  f o r  c o d e s  o f  l e n g t h  
1 0 0 .  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  B r o u w e r - t y p e  a n d  Z i m m e r m a n n - t y p e  f o r m u l a -
t i o n s  o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m  c a n  b e  s e e n  t o  f o l l o w  t r e n d s  s i m i l a r  t o  t h e  B r o u w e r  
a n d  Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m s  f o r  l i n e a r  c o d e s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  2 . 7 .  I s o -
m e t r i c  e m b e d d i n g  i s  i n f e r i o r  t o  t h e  n e w  a l g o r i t h m  f o r  m o s t  c o d e s  o f  i n t e r e s t ,  
t h o u g h  i s  e f f i c i e n t  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a d d i t i v e  c o d e s  w i t h  
h i g h  r a t e s .  
T h e  c o d e s  i n  F i g u r e  4 . 1  w i t h  5 0  g e n e r a t o r s  h a v e  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y  a s  
d i m e n s i o n  2 5  c o d e s  o v e r  I F  4 .  A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h -
n i q u e  o n l y  p e r f o r m s  w e l l  f o r  a  s m a l l  s e l e c t i o n  o f  l e n g t h s  w h e n  n  i s  c o m p a r a b l e  
t o  k  ( i . e .  h i g h  r a t e  c o d e s ) .  T h e  r a t e s  w h e r e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  i s  s u p e r i o r  
c a n  b e  s e e n  m o r e  c l e a r l y  i n  F i g u r e  4 . 2  f o r  l e n g t h  1 0 0  c o d e s .  
T h e  g o o d  p e r f o r m a n c e  o f  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  f o r  h i g h  r a t e  c o d e s  c a n  b e  
e a s i l y  u n d e r s t o o d  i n  t e r m s  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  e a c h  a l g o r i t h m .  F o r  r a t e s  i n  t h e  
r a n g e  ~ <  R  <  ~ o n l y  a  s i n g l e  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  
t h e  n e w  a l g o r i t h m ,  y e t  t h e  l e n g t h  3 n  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  y i e l d s  t w o  d i s j o i n t  
i n f o r m a t i o n  s e t s . !  O t h e r  s p e c i f i c  c a s e s  w h e r e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  p e r f o r m s  
i  N o t e  t h a t  s i n c e  Z i m m e r m a n n  ' 8  a d a p t i o n  a l l o w s  b o t h  c a s e s  t o  u s e  i n f o n n a t i o n  s e t s  w i t h  
n O I l - z e r o  r a n k  d e f i c i t R ,  t h e s e  t r a n s i t i o n s  o c c u r  a t  s l i g h t l y  h i g h e r  r a t e s  t h a n  s t a t e d .  
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1 0 7  
w e l l  c a n  a l s o  b e  u n d e r s t o o d  i n  t e r m s  o f  t h e  n u m b e r  o f  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  
s e t s  p o s s i b l e  i n  t h e  c a n o n i c a l  a n d  i s o m e t r i c a l l y  e m b e d d e d  r e p r e s e n t a t i o n s .  
T h e  i m p r o v e m e n t  o f f e r e d  h y  t h e  n e w  a l g o r i t . h m  v a r i e s  d e p e n d i n g  o n  t h e  
g i v e n  c o d e ,  s i n c e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  e a c h  m e t h o d  v a r i e s  i n  a n  u n c o r r e l a t e d  
w a y .  S o m e  s a m p l e  c o m p u t a t i o n s  c o m p a r i n g  t h e  r u n t i m e s  o f  t h e  n e w  a l g o -
r i t h m  t o  t h e  i s o m e t r i c  e m b e d d i n g  t e c h n i q u e  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  4 . 3 .  T h e  
c h o s e n  c o d e s  a r e  s y m p l e c t i c  s e l f - o r t h o g o n a l  c o d e s  d e s c r i b i n g  q u a n t u m  c o d e s  
w i t h  h i g h e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s .  
T a b l e  4 . 3 :  T i m i n g s  f o r  C o m p u t i n g  t h e  M i n i m u m  W e i g h t  o f  1 F
4
- A d d i t i v e  
C o d e s  
C r a t e  1 1  I s o m e t r i c  E m b e d d i n g  1  N e w  M e t h o d  1 1  S p e e d - U p  1  
( 3 6 , 3 3 , 1 0 )  0 . 4 6  [ 1 0 8 , 3 3 , 2 0 ]  :  0 . 0 6 8  
0 . 0 2 8  3 . 0 0 0  
( 5 8 , 4 5 , 1 6 )  0 . 4 2  [ 1 7 4 , 4 5 , 3 2 ]  :  7 5 . 9 6 8  
2 6 . 2 1 8  2 . 8 9 8  
( 5 9 , 4 7 , 1 6 )  
0 . 4 0  [ 1 7 7 , 4 7 , 3 2 ]  :  4 0 1 . 4 1 8  4 1 . 2 8 8  9 . 7 2 4  
( 6 3 , 3 9 , 2 4 )  
0 . 3 1  [ 1 8 9 , 3 9 ,  4 8 ]  :  8 1 . 3 5 s  1 O . 0 7 s  8 . 0 7 8  
( 6 3 , 3 6 , 2 4 )  0 . 2 9  [ 1 8 9 , 3 6 , 4 8 ]  :  8 . 0 0 8  
5 . 2 8 s  1 . 5 1 5  
( 6 4 , 3 8 , 2 4 )  0 . 3 0  [ 1 9 2 , 3 8 , 4 8 ]  :  1 2 . 6 3 8  8 . 3 7 s  1 . 5 0 9  
( 6 8 , 3 3 , 2 8 )  
0 . 2 4  
[ 2 0 4 ,  3 3 ,  5 6 ]  :  
4 . 0 6 8  1 . 0 6 s  3 . 8 3 0  
( 7 3 , 7 3 , 1 6 )  
0 . 5 0  
[ 2 1 9 , 7 3 , 3 2 ]  :  6 0 8 5 2 . 8 9 s  
1 0 4 5 9 . 5 9 s  5 . 8 1 8  
( 7 6 , 4 5 , 2 6 )  
0 . 3 0  
[ 2 2 8 , 4 5 ,  5 2 ]  :  
3 4 3 . 8 9 s  2 4 2 . 6 4 s  1 . 4 1 7  
- -
. -
1 0 8  
C h a p t e r  5  
Q u a t e r n a r y  C o d e s :  T h e  
M i n i m u m  L e e  W e i g h t  
S u m m a r y :  A  n e w  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  
m i n i m u m  L e e  w e i g h t  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e ,  w h i c h  o u t p e r f o r m s  
t h e  e x i s t i n g  m e t h o d  o f  b r u t e  f o r c e .
l  
B e f o r e  d e s c r i b i n g  t h e  n e w  
a l g o r i t h m  t h e  t h e o r y  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  i s  b r i e f l y  r e v i e w e d .  T h e  
f o c u s  i s  o n  t h e i r  c o n n e c t i o n  t o  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s ,  a n d  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t .  
F o r  b o t h  t h e o r e t i c a l  a n d  p r a c t i c a l  r e a s o n s ,  m o s t  r e s e a r c h  i n t o  e r r o r  c o r -
r e c t i n g  c o d e s  i s  r e s t r i c t e d  t o  l i n e a r  c o d e s .  L i n e a r i t y  n o t  o n l y  a l l o w s  m u c h  
s i m p l e r  a n a l y s i s ,  b u t  l a r g e  c o d e s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  u s i n g  a  g e n e r a t i n g  s e t  
w h o s e  s i z e  i s  l o g a r i t h m i c  i n  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e .  
M u c h  l e s s  i s  k n o w n  a b o u t  g o o d  n o n - l i n e a r  c o d e s ,  m o s t  o f  w h i c h  h a v e  
b e e n  c o n s t r u c t e d  f r o m  s o m e  c o m b i n a t o r i c a l  o b j e c t  [ 1 0 0 ] .  N o t  o n l y  a r e  n o n -
l i n e a r  c o d e s  d i f f i c u l t  t o  r e p r e s e n t ,  b u t  w i t h o u t  l i n e a r i t y  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  
m i n i m u m  d i s t a n c e  i s  o f t e n  r e s t r i c t e d  t o  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n .  
H o w e v e r ,  a  r e m a r k a b l e  r e c e n t  d i s c o v e r y  h a s  u n l o c k e d  l i n e a r  s t r u c t u r e  
w i t h i n  a l m o s t  a l l  o f  t h e  i m p o r t a n t  k n o w n  f a m i l i e s  o f  b i n a r y  n o n - l i n e a r  c o d e s .  
T h i s  s t r u c t u r e  e m e r g e s  f r o m  a  c o n n e c t i o n  t o  q u a t e r n a r y  c o d e s  ( c o d e s  o v e r  
t h e  r i n g  2 4 )  a n d  a  m e t r i c  d e f i n e d  b y  t h e  L e e  w e i g h t .  
I T h e  t e r m  " q u a t e r n a r y  c o d e "  i s  s o m c t i m f ' - - s  u s e d  t o  d e s c r i b e  c o d e s  o v e r  t h e  f i n i t e  f i e l d  
I F  4 ,  t h o u g h  i n  t h i s  t h e s i s  i t  w i l l  a l w a y s  r e f e r  t o  c o d e s  o v e r  Z 4 '  
1 0 9  
5 . 1  Q u a t e r n a r y  C o d e s  
I n  t h e  c o n t e x t  o f  t h i s  t h e s i s  a  q u a t e r n a r y  c o d e  i s  a  l i n e a r  b l o c k  c o d e  w h o s e  
a l p h a b e t  i s  2
4
,  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  4 .  T h e s e  c o d e s  d i f f e r  f r o m  t h o s e  
s t u d i e d  i n  m a i n s t r e a m  c o d i n g  t h e o r y  i n  t h a t  2 4  i s  n o t  a  f i e l d .  S i n c e  2  i s  a  
z e r o  d i v i s o r  i t  i s  n o t  e v e n  a n  i n t e g r a l  d o m a i n .  
Q u a t e r n a r y  c o d e s  a r e  n o t  v e c t o r  s p a c e s ,  b u t  o n l y  2
4
- m o d u l e s ,  a n d  c o n s e -
q u e n t l y  n o t  a l l  o f  t h e  s t a n d a r d  i d e a s  i n  c o d i n g  t h e o r y  a p p l y .  T h e  p r o p e r t i e s  
o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  r e l e v a n t  t o  t h i s  t h e s i s  w i l l  n o w  b e  b r i e f l y  i n t r o d u c e d ,  t h e  
r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 1 4 1 ]  f o r  a  m o r e  d e t a i l e d  s u r v e y .  
5 . 1 . 1  T h e  T y p e  o f  a  Q u a t e r n a r y  C o d e  
S i n c e  2 4  i s  n o t  a n  i n t e g r a l  d o m a i n ,  n o t  a l l  s u b m o d u l e s  o f  2 4  ( L e . ,  q u a t e r n a r y  
c o d e s )  a r e  f r e e .  I f  a  m o d u l e  i s  n o t  f r e e  t h e n  t h e  c o n c e p t  o f  d i m e n s i o n  d o e s  
n o t  a p p l y  a n d  a  n e w  i n v a r i a n t  i s  n e e d e d  t o  d e s c r i b e  i t s  s t r u c t u r e .  
F r o m  g r o u p  t h e o r y ,  a n y  a b e l i a n  g r o u p  w h o s e  o r d e r  i s  a  p r i m e  p o w e r  c a n  
b e  u n i q u e l y  w r i t t e n  a s  a  d i r e c t  s u m  o f  c y c l i c  s u b g r o u p s  [ 1 2 0 ] .  I f  a n  a b e l i a n  
g r o u p  G  h a s  o r d e r  p '  t h e n  t h i s  s u m  i s  o f  t h e  f o r m  
G
" = '  " , , ( m , )  f f i  • • •  f f i  " " ( % )  
a . . p e l  \ L '  Q 7  / i . . J p e r  ,  
w h e r e  t  =  m l e l  + - .  + m r e
r  
a n d  G  i s  t h e n  s a i d  t o  b e  o f  t y p e  ( p e ,  ) m ,  . . .  ( p e r  ) m r .  
A  l e n g t h  n  q u a t e r n a r y  c o d e  i s  a n  a b e l i a n  s u b g r o u p  o f  2~n), a n d  h e n c e  
h a s  o r d e r  2 '  f o r  s o m e  t  : : : :  2 n .  S i n c e  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  a n y  c y c l i c  s u b g r o u p  i s  
b o u n d e d  b y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  r i n g ,  a  q u a t e r n a r y  c o d e  h a s  t y p e  4  k ,  2 k 2  
w h e r e  t  =  2 k ,  +  k
2
.  T y p e  i s  i n v a r i a n t  b e t w e e n  e q u i v a l e n t  c o d e s  a n d  a  c o d e  
i s  a  f r e e  m o d u l e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  h a s  t y p e  4 k ,  2 ° .  
T h e  t y p e  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  i s  a n  a n a l o g o u s  s t r u c t u r a l  m e a s u r e  t o  t h e  
d i m e n s i o n  o f  a  l i n e a r  c o d e  o v e r  a  f i n i t e  f i e l d .  H o w e v e r ,  i t  r e q u i r e s  t w o  p i e c e s  
o f  i n f o r m a t i o n ,  r e f l e c t i n g  t h e  m o r e  c o m p l e x  s t r u c t u r e  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  
a  z e r o  d i v i s o r .  
5 . 1 . 2  L e e  W e i g h t  
A l t h o u g h  t h e  H a m m i n g  w e i g h t  c a n  b e  d e f i n e d  j u s t  a s  e a s i l y  f o r  c o d e s  o v e r  
r i n g s  a s  i t  i s  f o r  c o d e s  o v e r  f i e l d s ,  a n o t h e r  m e t r i c  i s  o f t e n  u s e d  f o r  c o d e s  
o v e r  2
4
.  T h i s  m e t r i c  o r i g i n a t e s  w i t h  o n e  o f  t h e  m o s t  c o m m o n  p r a c t i c a l  
l l O  
a p p l i c a t i o n s  o f  c o d e s  o v e r  Z 4 ,  q u a d r a t u r e  p h a s e - s h i f t  k e y i n g  [ 4 2 ] ,  i n  w h i c h  
t w o  b i t s  o f  d i g i t a l  d a t a  a r e  t r a n s m i t t e d  o v e r  a n  a n a l o g  c h a n n e l .  I n  t h i s  
c o n t e x t  q u a t e r n a r y  c o d e s  a r e  u s e d  t o  r e p r e s e n t  f o u r  s i g n a l  p o i n t s  o f  p h a s e  i n  
t h e  c o m p l e x  p l a n e :  i D  =  1 ,  i
l  
=  i ,  i
2  
=  - 1 ,  i
3  
=  - i ,  s o  a  m e t r i c  i s  u s e d  
w h i c h  r e f l e c t s  t h e  r e l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e s e  p o i n t s .  
T h e  L e e  w e i g h t s  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  Z 4  =  { a ,  1 ,  2 ,  3 }  a r e  d e f i n e d  a s  
w L ( O )  =  0 ,  w
L
( 1 )  =  1 ,  w
L
( 2 )  =  2 ,  w
L
( 3 )  =  1 ,  
a n d  t h e  L e e  w e i g h t  o f  a  v e c t o r  v  =  ( V I ,  . . .  , v
n
)  E  Z~n) i s  t h e  i n t e g r a l  s u m  o f  
t h e  L e e  w e i g h t s  o f  i t s  c o m p o n e n t s  
n  
w L ( v )  =  L  W L ( V i ) '  
i = l  
T h i s  t h e n  m a y  b e  u s e d  t o  d e f i n e  t h e  L e e  d i s t a n c e  i n  z i
n
)  ,  
d L ( v ,  w )  =  w L ( v  - w ) ,  
w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r e c t i l i n e a r  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  c o m p l e x  v e c t o r s  i
V  
a n d  i
W  
( w h e r e  i
V  
=  ( i
V 1
,  • • •  ,  i
V n  
) ) .  
V e c t o r s  i n  Z~n) h a v e  L e e  w e i g h t s  r a n g i n g  f r o m  z e r o  u p  t o  2 n  a n d  t h e  
n a t u r a l  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  d e f i n e d  f o r  t h e  H a m m i n g  m e t r i c  a r e  
a s  f o l l o w s .  
5 . 1  D e f i n i t i o n  ( L e e  W e i g h t  D i s t r i b u t i o n ) .  G i v e n  a  l e n g t h  n  c o d e  C o v e r  Z 4 ,  
t h e n  f o r  i  E  { O ,  . . .  , 2 n }  l e t  A r  b e  t h e  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  w i t h  L e e  w e i g h t  
i .  T h e  L e e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  C  i s  t h e  s e q u e n c e  A~, . . .  ,A~n' 
5 . 2  D e f i n i t i o n  ( L e e  W e i g h t  E n u m e r a t o r ) .  G i v e n  a  l e n g t h  n  c o d e  C o v e r  Z 4  
w i t h  L e e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  A~, . . .  ,A~n' t h e n  i t s  L e e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  i s  
t h e  i n t e g e r  p o l y n o m i a l  
2 n  
W b ( x ,  y )  =  L  A r x 2 n - i y i .  
i = O  
5 . 3  D e f i n i t i o n  ( M i n i m u m  L e e  D i s t a n c e  /  M i n i m u m  L e e  W e i g h t ) .  T h e  m i n -
i m u m  L e e  d i s t a n c e  d
L  
o f  a  c o d e  C o v e r  Z 4  i s  t h e  s m a l l e s t  n o n - z e r o  L e e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  a n y  t w o  c o d e w o r d s  
d L ( C )  =  m i n {  d L ( v ,  w )  v ,  w E  C  , v ' "  w } .  
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F o r  a  l i n e a r  c o d e ,  t h i s  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  
d L ( C )  =  m i n {  w L ( v )  :  v  E  C ,  v  f - O } .  
T h e  i m p o r t a n c e  o f  t h e  L e e  m e t r i c  ( a n d  e s p e c i a l l y  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t )  
b e y o n d  i t s  a p p l i c a t i o n  t o  q u a d r a t u r e  p h a s e - s h i f t  k e y i n g  w i l l  b e  d e s c r i b e d  i n  
s e c t i o n  5 . 2 . 1 .  A  l e n g t h  n  q u a t e r n a r y  o f  t y p e  4 k 1 2 k 2  w i t h  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  
d
L  
w i l l  b e  d e n o t e d  a s  a n  [ : n , 4 k 1 2 k 2 , d
L
: ]  c o d e .  
5 . 1 . 3  T h e  G r a y  M a p  
E v e n  w h e n  u s i n g  a  2 4 - b a s e d  e n c o d i n g  s c h e m e ,  i n  p r a c t i c e  a l l  d i g i t a l  c o m m u -
n i c a t i o n s  e m p l o y  t h e  b i n a r y  a l p h a b e t .  I n  t h e  c o n t e x t  o f  q u a d r a t u r e  p h a s e -
s h i f t  k e y i n g  t h e  p r e f e r r e d  a s s i g n m e n t  o f  e l e m e n t s  o f  2 4  t o  p a i r s  o f  b i n a r y  
d i g i t s  i s  v i a  t h e  G r a y  m a p .  
A s  w i t h  t h e  w e l l  k n o w n  G r a y  c o d e ,  t h e  e s s e n c e  o f  t h e  G r a y  m a p  i s  t o  h a v e  
o n l y  s i n g l e  b i t w i s e  c h a n g e s  b e t w e e n  a d j a c e n t  r e p r e s e n t a t i o n s .  T h e  G r a y  m a p  
i s  u s u a l l y  d e n o t e d  b y  < / ;  a n d  i s  g i v e n  b y  
< / ;  :  2 4  _  1F~2) 
O f - >  0 0  
1  f - >  1 0  
2  f - >  1 1  
3  f - >  0 1 .  
I m p o r t a n t l y ,  t h e  ( H a m m i n g )  w e i g h t  o f  t h e  b i n a r y  i m a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  
L e e  w e i g h t  o f  t h e  p r e i m a g e  
w L ( x )  =  w ( < / ; ( x ) )  ' I x  E  2
4
,  
a n d  s i m i l a r l y  
d L ( x ,  y )  =  d ( 1 ) ( x ) ,  1 > ( Y ) )  
V x , y  E  2
4
•  
H o w e v e r ,  t h e  G r a y  m a p  i s  n o t  a  l i n e a r  m a p ,  s i n c e  i t  d o e s  n o t  p r e s e r v e  a d d i t i o n  
< / ; ( 1 )  +  1 > ( 3 )  =  1 1  
f - < / ; ( 1  +  3 ) .  
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5 . 1 . 4  T h e  D u a l  C o d e  
A s  w i t h  c o d e s  o v e r  f i e l d s ,  t h e  d u a l  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  C  i s  d e f i n e d  a s  
C~={v: v · u = O f o r a l l u E C } ,  
w h i c h  i s  a l s o  a  s u b m o d u l e  o f  z i
n
) .  I f  C  h a s  t y p e  4
k '
2
k
"  t h e n  C~ w i l l  h a v e  t y p e  
4 n - k , - k ' 2 k ,  a n d  a  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y  r e l a t e s  t h e  L e e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  
o f  a  c o d e  a n d  i t s  d u a l .  
5 . 4  T h e o r e m  ( L e e  W e i g h t  M a c W i l l i a m s  I d e n t i t y ) .  G i v e n  a  c o d e  C o v e r  Z 4  
w i t h  L e e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  W , ! : ( x ,  y ) ,  t h e n  t h e  L e e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  o f  i t s  
d u a l  c o d e  C~ i s  g i v e n  b y  
L  1  L  
Wc~(x, y )  =  j C j W d x  +  y ,  x  - y )  
P r o o f .  S e e  [ 1 4 1 ,  C h .  2 J .  
o  
N o t e  t h a t  t h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  i d e n t i c a l  i n  f o r m  t o  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y  
f o r  l i n e a r  c o d e s  o v e r  f i e l d s  ( T h e o r e m  1 . 9 ) .  H a v i n g  r e v i e w e d  q u a t e r n a r y  c o d e s ,  
t h e  r e l e v a n c e  o f  t h e s e  c o d e s  t o  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d .  
5 . 2  N o n - L i n e a r  B i n a r y  C o d e s  
S e v e r a l  w e l l  k n o w n  f a m i l i e s  o f  n o n - l i n e a r  c o d e s ,  d i s c o v e r e d  d u r i n g  t h e  6 0 ' s  
a n d  7 0 ' s ,  h a v e  w e i g h t  p r o p e r t i e s  s u p e r i o r  t o  a n y  l i n e a r  c o d e .  T h e s e  a r e  t h e  
N o r d s t r o m - R o b i n s o n ,  K e r d o c k ,  P r e p a r a t a ,  G o e t h a l s ,  a n d  D e l s a r t e - G o e t h a l s  
c o d e s  [ 1 1 2 ,  8 8 ,  1 1 6 ,  5 9 ,  6 0 ,  4 8 J .  H o w e v e r  t h e s e  a r e  s p e c i a l i z e d  c o d e s  w h o s e  
p r o p e r t i e s  a r e  i n f e r r e d  f r o m  t h e i r  c o m b i n a t o r i a l  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i o n .  
T h e  t e c h n i q u e s  a n d  m e t h o d s  u s e d  t o  c o n s t r u c t  a n d  a n a l y z e  t h e s e  c o d e s  d o  
n o t  e x t e n d  t o  a  m o r e  g e n e r a l  s t u d y  o f  n o n - l i n e a r  c o d e s  a n d  h e n c e  o f f e r  n o  
s y s t e m a t i c  m e t h o d  f o r  d i s c o v e r i n g  m o r e  g o o d  n o n - l i n e a r  c o d e s .  
S o m e  p e c u l i a r  a n d  i n t r i g u i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e s e  f a m i l i e s  s e e m e d  t o  s u g -
g e s t  s o m e  d e e p e r  s t r u c t u r e ,  t h o u g h  t h e s e  r e m a i n e d  u n e x p l a i n e d  f o r  s e v e r a l  
d e c a d e s .  T h e  K e r d o c k  a n d  P r e p a r a t a  f a m i l i e s  o f  c o d e s ,  d i s c o v e r e d  a n d  c o n -
s t r u c t e d  c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t l y  f r o m  o n e  a n o t h e r ,  h a v e  w e i g h t  d i s t r i b u -
t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t y  ( T h e o r e m  1 . 9 ) .  T h i s  w a s  d e s p i t e  
n o t  b e i n g  d u a l  t o  o n e  a n o t h e r ,  n o r  e v e n  h a v i n g  a  s e n s i b l e  d e f i n i t i o n  o f  d u a l -
i t y  s i n c e  t h e y  a r e  n o n - l i n e a r .  F o r  l a c k  o f  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  t h e y  w e r e  
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d e s c r i b e d  a s  b e i n g  f o r m a l  d u a l s .  K a n t o r  [ 8 6 ]  d e c l a r e d  t h a t  t h e  " a p p a r e n t  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e s e  i s  m e r e l y  a  c o i n c i d e n c e "  .  
5 . 2 . 1  T h e  C o n n e c t i o n  w i t h  Q u a t e r n a r y  C o d e s  
T h e  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e s e  f a m i l i e s  o f  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  t o o k  a  r e -
m a r k a b l e  t u r n  w i t h  a  r e s u l t  t h a t  w a s  f i r s t  p u b l i s h e d  ( a l m o s t  s i m u l t a n e o u s l y  
b y  t w o  s e p a r a t e  g r o u p s )  i n  1 9 9 3  [ 7 5 ,  2 8 ] .  I t  w a s  d i s c o v e r e d  t h a t  b o t h  t h e  
K e r d o c k  a n d  P r e p a r a t a  c o d e s  c o u l d  b e  d e s c r i b e d  a s  t h e  G r a y  m a p  i m a g e s  o f  
s i m p l e  l i n e a r  q u a t e r n a r y  c o d e s .
2  
T h e  q u a t e r n a r y  p r e i m a g e s  o f  t h e  K e r d o c k  a n d  P r e p a r a t a  c o d e s  a r e  j u s t  
e x t e n d e d  c y c l i c  c o d e s  a n d  a r e  n o t  o n l y  l i n e a r ,  b u t  a l s o  d u a l  t o  o n e  a n o t h e r .  
S i n c e  t h e  M a c  W i l l i a m s  i d e n t i t y  o n  t h e  L e e  w e i g h t  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  ( T h e o -
r e m  5 . 4 )  h a s  e x a c t l y  t h e  s a m e  f o r m  a s  t h a t  o n  t h e  H a m m i n g  w e i g h t  o f  b i n a r y  
c o d e s  ( T h e o r e m  1 . 9 ) ,  t h i s  f i n a l l y  e x p l a i n e d  t h e  m y s t e r i o u s  " f o r m a l  d u a l i t y " .  
F o l l o w i n g  t h i s  f i r s t  b r e a k t h r o u g h  m o r e  r e s e a r c h  i n t o  b i n a r y  i m a g e s  o f  l i n -
e a r  q u a t e r n a r y  c o d e s  q u i c k l y  f o l l o w e d .  B e f o r e  l o n g  t h e  N o r d s t r o m - R o b i n s o n ,  
G o e t h a l s ,  a n d  D e l s a r t e - G o e t h a l s  n o n - l i n e a r  c o d e s  w e r e  a l s o  d e s c r i b e d  a s  t h e  
i m a g e s  u n d e r  t h e  G r a y  m a p  o f  s i m p l e  l i n e a r  q u a t e r n a r y  c o d e s  [ 7 6 ] .  S o m e  
g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e s e  i d e a s  t o  o t h e r  f i n i t e  r i n g s  a r e  d e s c r i b e d  i n  [ 4 1 ,  6 9 ] ,  a  
g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  L e e  w e i g h t  t e r m e d  h o m o g e n e o u s  w e i g h t  i s  i n t r o d u c e d  i n  
[ 4 1 ] .  
A l t h o u g h  n o t  a l l  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  a r e  G r a y  i m a g e s  o f  l i n e a r  q u a t e r -
n a r y  c o d e s ,  m a n y  o f  t h e  g o o d  n o n - l i n e a r  c o d e s  a r e .  A s  w e I J  a s  o p e n i n g  u p  a  
n e w  a v e n u e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  k n o w n  c o d e s ,  t h i s  c o n n e c t i o n  a l s o  p r o v i d e s  a n  
o p p o r t u n i t y  t o  d i s c o v e r  n e w  g o o d  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s .  N o n - l i n e a r  b i n a r y  
c o d e s  w i t h  h i g h  m i n i m u m  H a m m i n g  w e i g h t  c a n  n o w  b e  f o u n d  b y  c o n s t r u c t -
i n g  l i n e a r  q u a t e r n a r y  c o d e s  w i t h  h i g h  m i n i m u m  L e e  w e i g h t .  A  v i t a l  t o o l  i n  
a n y  s u c h  s e a r c h  i s  a n  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  L e e  
w e i g h t .  
H o w e v e r ,  s u c h  a n  a l g o r i t h m  h a s  n o t  b e e n  a v a i l a b l e  a n d  c o m p u t a t i o n s  w i t h  
q u a t e r n a r y  c o d e s  h a v e  s o  f a r  b e e n  r e s t r i c t e d  t o  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n s  
[ 1 1 4 ] [ 2 9 ] [ 5 ] .  C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  o n l i n e  t a b l e s  o f  b e s t  k n o w n  n o n - l i n e a r  
b i n a r y  c o d e s  c o m p i l e d  b y  L i t s y n ,  R a i n s  a n d  S l o a n e  [ 1 0 1 ]  o n l y  t w o  e x a m p l e s  
2  A c t u a l l y  t h e  P r e p a r a t a  c o d e  c o n s t r u c t e d  v i a  q u a t e r n a r y  c o d e s  i s  n o t  e x a c t l y  t h e  s a m e  
a s  w a s  d e s c r i b e d  b y  P r c p a r a t a ,  b u t  h a s  i d e n t i c a l  w e i g h t  p r o p e r t i e s .  T h e  q u a t e r n a r y  v e r s i o n  
c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  c a n o n i c a l  e x a m p l e  o f  m a n y  p o s s i b l e  P r c p a r a t a - l i k e  n o n - l i n e a r  
c o d e s .  
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h a v e  o r i g i n a t e d  f r o m  n e w  q u a t e r n a r y  c o d e s .  T h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  
i s  d e v o t e d  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n  e f f i c i e n t  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  a l g o r i t h m  
b a s e d  o n  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  f o r  l i n e a r  
c o d e s  o v e r  f i n i t e  f i e l d s  ( s e e  s e c t i o n  2 . 2 ) .  
5 . 3  L i n e a r  A l g e b r a :  T h e  H o w e l l  F o r m  
T h e  f i r s t  h u r d l e  i n  d e v e l o p i n g  a n  e n u m e r a t i o n  b a s e d  a l g o r i t h m  t o  c a l c u l a t e  
t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  i s  t h e  e f f e c t  o f  z e r o  d i v i s o r s  o n  
l i n e a r  a l g e b r a .  E n u m e r a t i n g  u s i n g  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  i s  e s s e n -
t i a l  t o  t h e  d e r i v a t i o n  o f  l o w e r  b o u n d s  a n d ,  h e n c e ,  t o  t h e  f u n c t i o n i n g  o f  a n  
e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m .  
F o r  a  l i n e a r  c o d e  o v e r  a  f i e l d ,  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  y i e l d s  a  u n i q u e  e c h e l o n  
f o r m  i n  w h i c h  a  s u b s e t  o f  t h e  c o l u m n s  f o r m s  a n  i d e n t i t y  m a t r i x .  O v e r  a  r i n g  
w h i c h  i s  n o t  a  f i e l d ,  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  c a n n o t  p r o c e e d  w h e n  a  p i v o t  v a l u e  
i s  e n c o u n t e r e d  t h a t  d o e s  n o t  h a v e  a n  i n v e r s e ,  r e s u l t i n g  i n  a  w e a k e r  e c h e l o n  
f o r m .  A  m a t r i x  C  o v e r  a n  i n t e g e r  r e s i d u e  r i n g  Z N  i s  i n  e c h e l o n  f o r m  w h e n  i t  
s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :  
1 .  I f  C  h a s  r  n o n - z e r o  r o w s ,  t h e  f i r s t  r  r o w s  o f  C  a r e  n o n - z e r o .  
( A l l  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a p p l y  t o  t h e  f i r s t  r  r o w s )  
2 .  I f  C r i ,  j i ]  i s  t h e  f i r s t  n o n - z e r o  e n t r y  i n  e a c h  r o w  i ,  t h e n  j 1  <  . . .  <  J r '  
( U p p e r  t r i a n g u l a r  f o r m )  
3 .  C r i ,  j i l l N  f o r  a l l  i .  
( E a c h  p i v o t  v a l u e  e q u a l s  1  o r  i s  a  z e r o  d i v i s o r )  
4 .  F o r  t  <  i  t h e n  C [ t ,  j i ]  <  C r i ,  j i ] .  
( A l l  e n t r i e s  a b o v e  a  p i v o t  s h o u l d  b e  l e s s  t h a n  t h e  p i v o t  v a l u e ) .  
H o w e v e r ,  u n l i k e  t h e  r e s u l t  o f  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  o v e r  a  f i e l d  t h i s  e c h e l o n  
f o r m  i s  n o t  u n i q u e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o l l o w i n g  t w o  m a t r i c e s  o v e r  Z 4  a r e  b o t h  
i n  e c h e l o n  f o r m ,  b o t h  h a v e  t h e  s a m e  r o w  s p a n ,  a n d  y e t  d o  n o t  e v e n  h a v e  t h e  
s a m e  n u m b e r  o f  r o w s :  
( 2  1 ) ,  
(~ ~). 
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T h i s  e x a m p l e  a l s o  i l l u s t r a t e s  a n o t h e r  i s s u e  w h i c h  i s  i m p o r t a n t  i n  a n  e n u -
m e r a t i o n  b a s e d  a l g o r i t h m .  T o  b e  e f f i c i e n t ,  s u c h  a n  a l g o r i t h m  n e e d s  t o  e n u -
m e r a t e  t h e  r o w  s p a n  o f  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  w i t h o u t  r e d u n d a n c y .  S i n c e  t h e  
n u m b e r  o f  r o w s  i n  a n  e c h e l o n  f o r m  v a r i e s ,  t h e n  c l e a r l y  t h e  r o w  s p a n  c a n  n o t  
b e  u n i q u e l y  e n u m e r a t e d  b y  s i m p l y  c o m b i n i n g  e v e r y  s c a l a r  m u l t i p l e  o f  e a c h  
r o w .  
H o w e v e r ,  a  m o r e  r e f i n e d  e c h e l o n  f o r m  e x i s t s  f o r  m a t r i c e s  o v e r  i n t e g e r  
r e s i d u e  r i n g s ,  k n o w n  a s  t h e  H o w e l l  F o r m  [ 8 1 ] .  A  m a t r i x  G  o v e r  7 / , N  i s  i n  
H o w e l l  F o r m  i f  i t  i s  i n  e c h e l o n  f o r m  a n d  
5 .  F o r  a n y  v e c t o r  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G ,  i f  t h e  f i r s t  m  c o m p o n e n t s  o f  v  
a r e  z e r o ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  r o w  i  o f  G  s u c h  t h a t  j i  =  m  +  1  a n d  v  l i e s  
i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G [ i  . . .  r ]  ( t h e  i - t h  t h r o u g h  r - t h  r o w s  o f  G ) .  
5 . 5  T h e o r e m  ( U n i q u e n e s s  o f  H o w e l l  F o r m ) .  F o r  a n y  M  E  7 / , N
n x
=  t h e r e  
e x i s t s  a  u n i q u e  G  E  7 / , N
m x m  
i n  H o w e l l  f o r m  s u c h  t h a t  t h e  r o w  s p a n  o f  G  
e q u a l s  t h e  r o w  s p a n  o f  M .  
P r o o f .  S e e  [ 8 1 ] .  
o  
C o m p u t i n g  t h e  H o w e l l  f o r m  o f  a  m a t r i x  i s  n o t  c o m p u t a t i o n a l l y  d i f f i c u l t  
a n d  r e q u i r e s  a r o u n d  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  o p e r a t i o n s  a s  c o m p u t i n g  a  s t a n d a r d  
e c h e l o n  f o r m .  A n  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  i s  d e s c r i b e d  i n  [ 1 3 2 ] '  w h i c h  b a s i c a l l y  
c o n s i s t s  o f  m u l t i p l y i n g  a n y  r o w  h a v i n g  a  n o n - u n i t  p i v o t  b y  t h e  z e r o  d i v i s o r  
o f  t h a t  p i v o t  a n d  t h e n  a p p e n d i n g  t h e  r e s u l t i n g  v e c t o r  t o  t h e  b o t t o m  o f  t h e  
m a t r i x .  
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  H o w e l l  f o r m ,  i t  a l s o  a l l o w s  t h e  u n i q u e  
e n u m e r a t i o n  o f  e a c h  v e c t o r  i n  i t s  r o w  s p a n .  T h e  p i v o t  v a l u e  o f  a  r o w  d e f i n e s  
t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  o v e r  w h i c h  i t  u n d e r g o e s  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n ,  s o  r o w s  
w i t h  n o n - u n i t  p i v o t s  a r e  o n l y  m u l t i p l i e d  u s i n g  s o m e  s u b r i n g  o f  t h e  a l p h a b e t .  
T h i s  e n u m e r a t i o n  i s  d e s c r i b e d  i n  A l g o r i t h m  5 . l .  
I t  m a y  b e  t e m p t i n g  t o  e q u a t e  t h e  p i v o t  s t r u c t u r e  o f  a  m a t r i x  i n  H o w e l l  
f o r m  w i t h  t h e  t y p e  o f  t h e  c o d e  t h a t  i t  g e n e r a t e s .  I f  a  c o d e  h a s  t y p e  4
k
' 2
k
,  
t h e n  i t  s e e m s  n a t u r a l  t h a t  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  i n  H o w e l l  f o r m  w i l l  b e  e n c o d e d  
b y  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  w h i c h  l i e  i n  a  d i r e c t  s u m  o f  k 1  c o p i e s  o f  7 / , 4  a n d  k 2  
c o p i e s  o f  I F
2
.  H o w e v e r ,  t h i s  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  c a s e  a n d  t h e  n u m b e r  o f  
r o w s  i n  a  H o w e l l  f o r m  i s  n o t  e v e n  i n v a r i a n t  b e t w e e n  e q u i v a l e n t  c o d e s .  F o r  
e x a m p l e  t h e  m a t r i x  
(~ ~) 
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A l g o r i t h m  5 . 1 :  R o w  S p a n  o f  a  M a t r i x  i n  H o w e l l  F o r m  
/ *  E n u m e r a t e  t h e  v e c t o r s  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  a  m a t r i x  G  
H o w e l l  F o r m  w i t h o u t  a n y  r e d u n d a n c y  
I n p u t :  G  o v e r  Z N  i n  H o w e l l  F o r m  
O u t p u t :  T h e  r o w - s p a n  o f  G  
/ *  L e t  j i  d e n o t e  t h e  p i v o t  c o l u m n  o f  t h e  i - t h  r o w  
1  ' r  : =  t h e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  r o w s  i n  G  
2  f o r  i  i n  1  t o  r  d o  
3  L  N i  : =  N  /  G [ i , j i ]  
4  I R  : =  Z N ,  E f l  . . .  E f l  Z N ,  
5  r e t u r n  { m G  :  m E  I R } ;  
i s  i n  H o w e l l  f o r m ,  y e t  s w a p p i n g  t h e  c o l u m n s  g i v e s  
c  ~) 
How~orm 
( 1  2 ) ,  
o v e r  Z N  i n  
* /  
* /  
T h e  t y p e  o f  t h e  c o d e s  g e n e r a t e d  b y  e a c h  o f  t h e s e  m a t r i c e s  i s  a c t u a l l y  4
1
2 0 .  
C o n v e r s e l y ,  i f  t h e  t y p e  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  i s  4  k ,  2 k 2  t h e n  t h e  H o w e l l  f o r m  
w i l l  h a v e  a t  l e a s t  k 2  p i v o t  v a l u e s  e q u a l  t o  2 .  
D e s p i t e  t h e  p i v o t  s t r u c t u r e  o f  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  i n  H o w e l l  f o r m  n o t  
p r o v i d i n g  a n y  d i r e c t  s t r u c t u r a l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  c o d e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  
i n  p r a c t i c e .  T h e  n u m b e r  o f  u n i t  p i v o t  v a l u e s  o f  a  m a t r i x  i n  H o w e l l  f o r m  w i l l  
b e  r e f e r r e d  t o  a s  i t s  f r e e  r a n k  k C , e e  w h i l e  t h e  n u m b e r  o f  p i v o t s  w i t h  v a l u e  2  
w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  i t s  t o r s i o n  r a n k  k t " ' .  I t  s h o u l d  a l w a y s  b e  k e p t  i n  m i n d  
t h a t  t h e s e  p r o p e r t i e s  r e l a t e  t o  t h e  m a t r i x  a n d  n o t  t o  t h e  c o d e  i t s e l f .  
5 . 3 . 1  D e a l i n g  W i t h  t h e  T o r s i o n  R a n k  
U n d e r l y i n g  t h e  d e r i v a t i o n  o f  l o w e r  b o u n d s  b y  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  
f o r  l i n e a r  c o d e s  i s  a  t r i v i a l  r e s u l t  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  a n  e n u m e r a t e d  
v e c t o r .  F o r  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I ,  a n y  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r  m  s a t i s f i e s  
w J ( m G )  =  w ( m ) .  
( 5 . 1 )  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  e q u i v a l e n t  r e s u l t  f o r  q u a t e r n a r y  c o d e s ,  t h e  e x i s t e n c e  
o f  t w o  d i s t i n c t  v a r i e t i e s  o f  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  
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S u p p o s e  a  s y s t e m a t i c  q u a t e r n a r y  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  h a s  f r e e  r a n k  k f , e e ,  
t o r s i o n  r a n k  k ' o ,  a n d  i n f o r m a t i o n  s e t  I  =  { j l ,  . . .  , j k ' ' ' " + k ' ' ' } .  T h e  i n f o r m a t i o n  
s e t  i s  f i r s t  s p l i t  i n t o  i t s  f r e e  a n d  t o r s i o n  p a r t s ,  
I f , , , , ,  =  { j i  :  j i  E  I  s u c h  t h a t  G [ i ,  j i ]  =  1 }  
I ' o ,  =  { j i  :  j i  E  I  s u c h  t h a t  G [ i , j i ]  =  2 } ,  
w h e r e  I  I f , e e I  =  k f , e e ,  I I , o ' l  =  k ' o ,  a n d  I  =  l I T " "  U  I ' o "  
I t  w i l l  b e  a s s u m e d  f o r  c o n v e n i e n c e  t h a t  t h e  r o w s  o f  G  a r e  o r d e r e d  i n  s u c h  
a  w a y  t h a t  t h c  f r e e  g e n c r a t o r s  o c c u p y  t h e  f i r s t  k f , e e  r o w s  a n d  t h e  t o r s i o n  
g e n e r a t o r s  o c c u p y  t h e  f i n a l  k ' o ,  r o w s .  I n f o r m a t i o n  v e c t o r s  a r e  t h e n  o f  t h e  
f o r m  
m  =  ( m f , e e  I  m ' O C )  
(
k f r e e )  ( k t o r )  
w h e r e  m
f r e e  
E  2 4  a n d  m
t o r  
E  l F 2  .  
S i n c e  t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  h a v e  p i v o t  v a l u e s  o f  1 ,  a n  e n u m e r a t e d  
c o d e w o r d  w i l l  c o n t a i n  c o p i e s  o f  t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  v a l u e s .  R e s t r i c t i n g  t o  
t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  t h e  e q u i v a l e n t  o f  ( 5 . 1 )  t h e n  f o l l o w s  e a s i l y :  
w 7 , , , . ( m G )  =  w L ( m f , e e ) .  
T h e  t o r s i o n  p a r t  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  m o r e  d i f f i c u l t  t o  d e a l  w i t h ,  
a l t h o u g h  i t  i s  n o t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  2  i n  t h e  p i v o t  p o s i t i o n  w h i c h  i s  t h e  m a j o r  
i s s u e .  T o r s i o n  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  p r e s e n t  d i f f i c u l t i e s  s i n c e  t h e y  w i l l  n o t  
n e c e s s a r i l y  b e  t h e  o n l y  n o n - z e r o  v a l u e s  i n  t h e i r  p i v o t  c o l u m n s .  F o r  e x a m p l e ,  
t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a t o r  m a t r i x  
G = ( l l l )  
0 2 1  
i s  i n  H o w e l l  F o r m  a n d  h a s  i n f o r m a t i o n  s e t  I  =  { 1 , 2 } ,  w i t h  I f , e e  =  { 1 }  
a n d  I ' o c  =  { 2 } .  S i n c e  t h e  s e c o n d  i n f o r m a t i o n  c o l u m n  h a s  m u l t i p l e  n o n - z e r o  
e n t r i e s ,  t h e  L e e  w e i g h t  o f  s e c o n d  c o l u m n  o f  a n  e n u m e r a t e d  v e c t o r  i s  e s s e n t i a l l y  
u n p r e d i c t a b l e .  A s  s h o w n  b e l o w ,  t h e  L e e  w e i g h t  o f  t h e  t o r s i o n  i n f o r m a t i o n  
p o s i t i o n  c a n  b e  n o n - z e r o  w h e n  t h e  t o r s i o n  i n f o r m a t i o n  v a l u e  i s  z e r o  a n d  v i c e  
v e r s a .  
m  =  ( 2 , 0 ) ,  m G  =  ( 2 , 2 , 2 )  
m '  =  ( 2 , 1 ) ,  m ' G  =  ( 2 , 0 , 1 )  
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w j  • •  , ( m  G )  =  2  
w j  • •  , ( m ' G )  =  0  
D u e  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  z e r o  d i v i s o r s ,  l i n e a r  a l g e b r a  c a n n o t  y i e l d  a  b e t t e r  
e c h e l o n  f o r m  t h a n  t h i s .  L i t t l e  c a n  b e  d o n e  t o  o b t a i n  b o u n d s  o n  t h e  L e e  
w e i g h t  i n  t h e  k t o <  t o r s i o n  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a n d  t h e i r  e x i s t e n c e  i m p e d e s  
t h e  e f f i c i e n t  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t .  
L u c k i l y ,  m o s t  g o o d  q u a t e r n a r y  c o d e s  h a v e  t y p e  4 k 1 2 k 2  w i t h  k ,  »  k 2  a n d  
o f t e n  k 2  =  0  ( f r e e  c o d e s ) .  F o r  t h e s e  c o d e s  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  c a n  
b e  f o u n d  w i t h  l o w  t o r s i o n  r a n k  a n d  t h e  p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t o r s i o n  
i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a r e  a  h i n d e r a n c e ,  r a t h e r  t h a n  a  c o m p l e t e  r o a d b l o c k .  
T h e  m o s t  l o g i c a l  w a y  t o  d e a l  w i t h  t h e  t o r s i o n  r a n k  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  i s  
t o  r e d e f i n e  t h e  r e l a t i v e  q u a n t i t i e s  i n t r o d u c e d  i n  s e c t i o n  2 . 3 .  
5 . 3 . 2  D e f i n i n g  t h e  R a n k  D e f i c i t s  
T h e  r e l a t i v e  q u a n t i t i e s  f r o m  s e c t i o n  2 . 3  w e r e  d e f i n e d  t o  d e a l  w i t h  o v e r l a p p i n g  
i n f o r m a t i o n  s e t s ,  b u t  i n  a  m o r e  g e n e r a l  s e n s e  t h e y  c a n  b e  u s e d  t o  i s o l a t e  
t h o s e  c o l u m n  p o s i t i o n s  o n  w h i c h  l o w e r  b o u n d s  a r e  f o r m e d .  D e f i n i n g  t h e s e  
q u a n t i t i e s  i n  t h e  c o n t e x t  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  n e e d s  t o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  b o t h  
t h e  t o r s i o n  r a n k  o f  a  m a t r i x ,  a s  w e l l  a s  t h e  f a c t  t h a t  a  s i n g l e  i n f o r m a t i o n  
p o s i t i o n  m a y  h a v e  L e e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o n e .  
L e t  G "  . . .  ,  G
h  
b e  a  s e q u e n c e  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a  q u a t e r n a r y  c o d e  
w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t s  I "  . . .  ,  h  a n d  s u p p o s e  t h a t  e a c h  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  t h e  
d i s j o i n t  u n i o n  o f  f r e e  a n d  t o r s i o n  p a r t s  g i v e n  b y  Ii'~ U  I i O < ,  . . .  ,  I J : e e  U  n o < ·  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n c e  o f  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  t h e n  d e f i n e d  a s  
I r
e l  
: =  I f , e e \  ( y , I y e e )  
f o r  a l l  i ,  
a n d  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  e a c h  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  d e f i n e d  a s  
k f
e f  
: =  k t o ,  +  2IIf'~ \  1 [
e l
l  f o r  a l l  i .  
T h i s  a l l o w s  f o r  a  m o d i f i e d  v e r s i o n  o f  ( 5 . 1 )  d e s c r i b i n g  t h e  r e l a t i v e  L e e  i n f o r -
m a t i o n  w e i g h t  o f  a n  e n u m e r a t e d  v e c t o r .  
5 . 6  L e m m a .  L e t  G  b e  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  o v e r  2 4  i n  H o w e l l  F o r m  w i t h  
r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  I , e l  f r e e  r a n k  k f , e e ,  t o r s i o n  r a n k  k t o ,  a n d  r a n k  d e f i c i t  
k d e f .  I f  G  g e n e r a t e s  a  q u a t e r n a r y  c o d e  C ,  a n d  
S  =  { m G  m  E  2~r, • •  )  E1JlF~k10'), w L ( m )  : : ;  r } ,  
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t h e n  a l l  v  E  C \ S  s a t i s f y  
w r  . .  , ( v )  2 :  r  +  1  - k
d e f  
P r o o f .  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \ S .  S i n c e  v  E  C  t h e n  t h e r e  i s  a  u n i q u e  
e n c o d i n g  v  =  m G  f o r  s o m e  m  w h i c h  c a n  b e  b r o k e n  i n t o  i t s  f r e e  a n d  t o r s i o n  
(
k f r e a )  ( k l O T )  
p a r t s  a s  m  =  ( m
f r e e  
I  m
t o r
)  w h e r e  m
f r e e  
E  Z 4  a n d  m
t o r  
E  I F 2  .  
A s  m  1 :  S  t h e n  w L ( m )  2 :  ( r  +  1 )  a n d  s i n c e  w L ( m ' O < )  : : : ;  k ' o ,  t h e n  
w L ( m f < e e )  2 :  r  +  1  _  k t o <  
a n d  h e n c e  
w r "  • •  ( m G )  2 :  r  +  1  - k t o , .  
S i n c e  p e l  ~ I f , e e  t h e n  
w 7  . .  , ( v )  =  w 7 "  • •  ( m G )  - w r r "  • •  \ I ' . ' )  ( m G )  
2 :  r  +  1  - k t o <  - 2  I  I f , e e  \  1 '
e l
l  
= r + 1 _ k
d e f  
o  
U s i n g  L e m m a  5 . 6  a  t h e o r e m  d e s c r i b i n g  b o u n d s  i n f e r r e d  u s i n g  m u l t i p l e  
g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o l l o w s  e a s i l y .  
5 . 7  T h e o r e m  ( Q u a t e r n a r y  C o d e s ) .  L e t  G
"  
. . .  ,  G
h  
b e  a  s e q u e n c e  o f  s y s -
t e m a t i c  g e n e m l o r  m a t r i c e s  f o r  a  q u a t e r n a r y  c o d e  C  o v e r  I F ,  w i t h  f r e e  m n k s  
k
f , e e  k f , e e  t  . .  .  k  k t o ,  k t o <  d  k  d  f i  ' 1  k
d e f  
k
d e f  
D  
1  ,  . . .  1  h  ,  o r  s z o n  r a n  S I "  . .  ,  h  J  a n  r a n  e  c z  S I '  . . .  ,  h  •  r  o r  
s o m e  ' r ,  i f  
S i  =  { m G
i  
m  E  Z i
k l
' · · )  E l l  IF~k:o,), w L ( m )  : : : ;  r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
i
,  t h e n  a l l  v  E  C \  U 7 = 1  S i  s a t i s f y  
h  
w L ( v )  2 :  L  m a x ( O ,  r  +  1  - k 1
e f
) .  
i = l  
P r o o f .  T a k e  a n y  c o d e w o r d  v  E  C \  U 7 = 1  S i .  I f  1 [ " 1  d e n o t e s  t h e  r e l a t i v e  i n f o r -
m a t i o n  s e t  o f  t h e  i - t h  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  t h e n  b y  L e m m a  5 . 6  
L  
w
1
' . '  2 :  r  +  1  - k d e f  
i  1  •  
1 2 0  
S i n c e  e a c h  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  d i s j o i n t  ( b y  c o n s t r u c t i o n )  t h e n  
h  h  
W L ( V ) : : : :  L W 7 r ' ( v ) : : : :  L m a x ( O , r  +  1 - k 1
e f
) .  
i = l  i = l  
o  
N o t e  t h a t  i f  a  q u a t e r n a r y  c o d e  h a s  t y p e  4  k ,  2 k 2 ,  t h e n  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  
w i l l  h a v e  t o r s i o n  r a n k  a t  l e a s t  k
2
•  T h e  b o u n d s  d e s c r i b e d  b y  T h e o r e m  5 . 7  w i l l  
n o t  c o m e  i n t o  e f f e c t  u n t i l  r  : : : :  k
2
,  a n d  t h e  e f f i c i e n c y  o f  a n  a l g o r i t h m  b a s e d  o n  
t h i s  t h e o r e m  r e l i e s  o n  k 2  b e i n g  s m a l l .  
5 . 4  E n c o d i n g  w i t h  C o n s t a n t  L e e  W e i g h t  
A  r e m a i n i n g  i s s u e  f o r  d e v e l o p i n g  a n  e n u m e r a t i o n  b a s e d  a l g o r i t h m  f o r  q u a -
t e r n a r y  c o d e s  i s  a n  e f f i c i e n t  m e t h o d  f o r  e n u m e r a t i n g  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  
o f  c o n s t a n t  L e e  w e i g h t .  I n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  f o r  l i n e a r  c o d e s  
( s e c t i o n  2 . 2 )  t h i s  w a s  n o t  a n  i s s u e ,  s i n c e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  H a m m i n g  w e i g h t  
m e a n t  t h a t  a  s t a n d a r d  c o m b i n a t o r i a l  a l g o r i t h m  c o u l d  b e  u s e d  ( s e c t i o n  7 . 7 ) .  
H o w e v e r ,  s i n c e  d i f f e r e n t  n o n - z e r o  v a l u e s  i n  2 :
4  
h a v e  d i f f e r e n t  L e e  w e i g h t s ,  
t h e  e n u m e r a t i o n  i s  n o  l o n g e r  o b v i o u s ,  a n d  t h e  s e t  o f  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  
w h i c h  n e e d  t o  b e  e n u m e r a t e d  a r e  n o t  d e s c r i b e d  b y  a n y  s t a n d a r d  c o m b i n a t o -
r i a l  a l g o r i t h m .  A n  e f f i c i e n t  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  i s  n o w  d e s c r i b e d  w h i c h  
u t i l i z e s  t h e  i s o m e t r y  p r o v i d e d  b y  t h e  G r a y  m a p .  
E v e r y  v e c t o r  i n  2 :
4  
w i t h  L e e  w e i g h t  e q u a l  t o  r  h a s  a  b i n a r y  i m a g e  w i t h  
H a m m i n g  w e i g h t  e q u a l  t o  ' r  a n d  t h e  c o n v e r s e  i s  a l s o  t r u e .  H e n c e ,  a  s t a n d a r d  
c o m b i n a t o r i a l  a l g o r i t h m  s u c h  a s  t h e  o n e  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  7 . 7  c a n  b e  u s e d  
t o  e n u m e r a t e  o v e r  a l l  b i n a r y  v e c t o r s  o f  c o n s t a n t  w e i g h t ,  w h i c h  u n d e r  t h e  
G r a y  m a p  w i l l  g i v e  a l l  v e c t o r s  o v e r  2 :
4  
o f  c o n s t a n t  L e e  w e i g h t .  
, V h e n  t h e  e n u m e r a t i o n  i s  t a k i n g  p l a c e  o n  t h e  G r a y  i m a g e  o f  a  q u a t e r n a r y  
i n f o r m a t i o n  v e c t o r ,  a l t e r a t i o n s  t o  t h e  b i n a r y  v e c t o r  n e e d  t o  b e  r e - i n t e r p r e t e d  
a s  i n c r e m e n t s  o r  d e c r e m e n t s  t o  a n  i n f o r m a t i o n  v a l u e  i n  2 :
4
,  A s  c a n  b e  s e e n  i n  
T a b l e  5 . 1 ,  a d d i t i o n s  a n d  s u b t r a c t i o n s  o n  t h e  G r a y  i m a g e  d o  n o t  a l w a y s  c o r -
r e s p o n d  t o  t h e  s a m e  o p e r a t i o n  i n  t h e  q u a t e r n a r y  p r e i m a g e .  I n  f a c t ,  k n o w i n g  
w h e t h e r  t h e  c h a n g e  i n  t h e  b i n a r y  r e p r e s e n t a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  a d d i t i o n  o r  
s u b t r a c t i o n  i s  n o t  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  a t  a l l .  
I n s t e a d  n o t e  t h a t  w h e n  b o t h  b i t s  a r e  i d e n t i c a l  i n  t h e  G r a y  i m a g e  a l t e r -
i n g  t h e  f i r s t  b i t  i s  a l w a y s  a  q u a t e r n a r y  a d d i t i o n ,  w h i l e  a l t e r i n g  t h e  s e c o n d  
1 2 1  
T a b l e  5 . 1 :  Q u a t e r n a r y  O p e r a t i o n s  R e s u l t i n g  F r o m  B i t w i s e  C h a n g e s  i n  t h e  
G r a y  i m a g e  
F i r s t  B i t  
S e c o n d  B i t  
I n i t i a l  
C o e f f i c i e n t  
R e s u l t  
1 F 2  Z 4  
R e s u l t  
1 F 2  Z 4  
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b i t  i s  a l w a y s  a  q u a t e r n a r y  s u b t r a c t i o n .  C o n v e r s e l y ,  i f  t h e  b i t s  i n  t h e  G r a y  
i m a g e  d i f f e r  a l t . e r i n g  t h e  f i r s t .  b i t .  i s  a  s u b t r a c t i o n  a n d  a l t e r i n g  t h e  s e c o n d  b i t  
i s  a n  a d d i t i o n .  F r o m  t h i s ,  a  s u i t a b l e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  c a n  b e  f o r m e d  t o  
d i s t i n g u i s h  w h e n  a n  a d d i t i o n  o r  a  s u b t r a c t i o n  o n  a  q u a t e r n a r y  i n f o r m a t i o n  
p o s i t i o n  i s  r e q u i r e d .  
E n u m e r a t i n g  o v e r  a l l  q u a t e r n a r y  v e c t o r s  o f  L e e  w e i g h t  r  i s  t h e n  d o n e  a s  
f o l l o w s .  L e t  
r n  =  ( m o ,  . . .  ,  m k - l )  
d e n o t e  t h e  c u r r e n t  l e n g t h  k  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  o v e r  Z 4  b e i n g  e n u m e r a t e d ,  
a n d  i t s  G r a y  i m a g e  b e  t h e  l e n g t h  2 k  b i n a r y  v e c t o r  
r n  =  ( m o ,  . . .  ,  m 2 k - t l ,  
w h e r e  < / > ( m i )  =  m 2 i m 2 i + l .  
A  s t a n d a r d  c o m b i n a t o r i a l  a l g o r i t h m  i s  t h e n  a p p l i e d  t o  r n  t o  s u c c e s s i v e l y  
e n u m e r a t e  a l l  b i n a r y  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r ,  w h i c h  c a n  b e  v i e w e d  a s  a  s e q u e n c e  
o f  b i t w i s e  c h a n g e s  t o  r n .  W h e n  a  b i t w i s e  c h a n g e  i s  m a d e  t o  t h e  i - t h  b i t  o f  
r n ,  t h e n  t h e  l i / 2 J - t h  b i t  o f  r n  i s  m o d i f i e d  t o  b e  
m l i / 2 J  : =  m l i / 2 J  +  ( _ 1 ) x m ( i ) ,  
w h e r e  
x r n ( i )  =  m 2 l i / 2 J  +  m 2 l i / 2 J + l  +  i  
1 2 2  
i s  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n .  N o t e  t h a t  i n  a  c o m p u t e r  i m p l e m e n t a t i o n  t h e  s i g n  
d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  c a n  b e  c o m p u t e d  v e r y  e f f i c i e n t l y  u s i n g  
b i t w i s e  o p e r a t i o n s :  
X m ( i )  =  r n i  X O R  r n ( i  X O R  ' )  X O R  ( i  A N D  1 ) .  
T h e  r e s u l t i n g  s e q u e n c e  o f  q u a t e r n a r y  v e c t o r s  w i l l  c o n t a i n  a l l  v e c t o r s  o f  t h e  
d e s i g n a t e d  L e e  w e i g h t  w i t h o u t  r e p e t i t i o n .  
I f  v e c t o r s  o f  c o n s t a n t  L e e  w e i g h t  n e e d  t o  b e  e n u m e r a t e d  f r o m  a  d i r e c t  s u m  
( k f n  . .  , )  ( k t o C )  
Z 4  E J l l F 2  ,  t h i s  t e c h n i q u e  i s  e a s i l y  a d a p t e d .  T h e  u n d e r l y i n g  e n u m e r a t i o n  
i s  s i m p l y  p e r f o r m e d  o n  a  l e n g t h  2 k
f
, e e + k ' m  b i n a r y  v e c t o r ,  w i t h  c h a n g e s  i n  t h e  
f i n a l  k ' o ,  b i t s  b e i n g  t r a n s l a t e d  d i r e c t l y  t o  t h e  t o r s i o n  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s .  
5 . 5  A  M i n i m u m  L e e  W e i g h t  A l g o r i t h m  
A n  a l g o r i t h m  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  c a n  n o w  b e  d e s c r i b e d  
u s i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r o c e e d i n g  s e c t i o n s .  A  s e q u e n c e  o f  q u a t e r n a r y  g e n e r -
a t o r  m a t r i c e s  i n  R o w e l l  f o r m  i s  f i r s t  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  d e s c r i b e d  
i n  A l g o r i t h m  5 . 2 ,  w h i c h  a l s o  r e t u r n s  t h e  v a r i o u s  r a n k s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  
m a t r i x .  E a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  i s  t h e n  e n u m e r a t e d  u s i n g  i n f o r m a t i o n  v e c -
t o r s  o f  a s c e n d i n g  L e e  w e i g h t s  u n t i l  t h e  l o w e r  b o u n d  r e a c h e s  t h e  m i n i m u m  
L e e  w e i g h t .  T h e  r e s u l t i n g  p r o c e d u r e  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  5 . 3 ,  w h e r e  t h e  
e n u m e r a t i o n  o n  l i n e  8  u s e s  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  5 . 4 .  
5 . 8  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a n  
[ : n , 4 k 1 2 k 2 , d L : ]  q u a t e r n a r y  c o d e  u s i n g  A l g o r i t h m  5 . 3  i s  
2 ( n  - k , )  L  n /  k , j  L:;~, ( 2 k l : k 2 ) ,  
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
L n / k , J  ( 1 '  +  1  - k
2
)  2 :  d
L
,  
W
L e e
( n , k " k
2
, d
L
)  =  m i n  ~ 2 ( n  - k , )  r n / k , l  L:;~, ( 2 k l : k 2 ) ,  
w h e r e  l '  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
r n / k , l  ( 1 ' +  1 - k 2 ) -
2 ( k ,  - n  m o d  k , )  2 :  d L .  
P r o o f  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  t y p e  4 k 1 2 k 2  c o d e  i s  s u f f i c i e n t l y  
r a n d o m  t h a t  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  h a s  t o r s i o n  r a n k  k
2
•  E a c h  g e n e r a t o r  
m a t r i x  w i l l  h a v e  a  f r e e  r a n k  o f  k ,  a n d  h e n c e  L n / k , J  d i s j o i n t  f r e e  i n f o r m a t i o n  
1 2 3  
A l g o r i t h m  5 . 2 :  Q u a t e r n a r y M a t r i c e s ( G )  
/ *  R e t u r n  a  s e q u e n c e  o f  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  t h e  c o d e  g e n e r a t e d  
b y  G  a l o n g  w i t h  t h e i r  r e l a t i v e  r a n k s .  *  /  
I n p u t :  G  
O u t p u t :  G
i J  
k ! r e e ,  k ; o r ,  k f
e f  
f o r  i  E  { l " " ,  h }  
1  J  : =  { }  / *  T h e s e  a r e  t h e  ' u s e d '  c o l u m n s  *  /  
2  h  : =  0  
3  w h i l e  I J I  <  n  d o  
4  I  G  : =  (Gij)j~J 
5  
6  
7  
8  
9  
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
H o w e l l  F o r m :  T G  =  G  f o r  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  T  
/ *  S t o r e  t h e  n e w  r e s u l t s  
h  : =  h  +  1  
G
h  
: = T G  
I j ; " " ,  I h m  : =  i n f o r m a t i o n  s e t s  o f  G h  
n
e l  
: =  I h , e e v  
k j ; e e  : =  i J f , e e l  
k~o, : =  I I ' m l  
k
d e l  
' - k ' o ,  +  2 1
I I
, e e  \  I , e l l  
h  . - h  h  h  
/ *  M a r k  t h e  n e w  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a s  ' u s e d '  
J  : =  J u  I
h
e l  
1 4  r e t u r n  G
i 1  
k ! r e e ,  k ; o r ,  k f
e f  
f o r  i  E  { l " " ,  h }  
* /  
* /  
s e t s  a r e  p o s s i b l e ,  w h i c h  w i l l  h a v e  r a n k  d e f i c i t s  e q u a l  t o  k 2  ( t h e  t o r s i o n  r a n k ) .  
T h e  r e m a i n i n g  n  m o d  k l  c o l u m n s  n o t  i n  a n y  o f  t h e s e  f r e e  i n f o r m a t i o n  s e t s  
f o r m  t h e  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  o f  a  f i n a l  m a t r i x ,  w h i c h  w i l l  h a v e  a  r a n k  
d e f i c i t  o f  k 2  +  2 ( k l  - n  m o d  k
1
)  ( a n d  m a y o r  m a y  n o t  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  
e n u m e r a t i o n )  .  
T h e  v a l u e  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  ' F  i s  g i v e n  b y  T h e o r e m  5 . 7 ,  w i t h  
t h e  t w o  s e p a r a t e  v a l u e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n c l u s i o n  o r  e x c l u s i o n  o f  t h e  
f i n a l  m a t r i x .  
I n  t h e  c o e f f i c i e n t  b a s e  lF~k,) (fl1F~k2) t h e r e  a r e  e
k 1
:
k 2
)  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  
o f  L e e  w e i g h t  r  a n d  s o  L~~l C
k
l : k 2 )  v e c t o r s  a r e  e n u m e r a t e d  i n  t o t a l .  T h e  
v a l u e s  i n  t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  a r e  p r e d i c t a b l e  a n d  s o  d o  n o t  n e e d  t o  
b e  e x a m i n e d  d u r i n g  t h e  e n u m e r a t i o n ,  h e n c e  e a c h  v e c t o r  c o m p r i s e s  o f  2 ( n - k
1
)  
b i t s .  0  
1 2 4  
A l g o r i t h m  5 . 3 :  M i n i m u m  L e e  W e i g h t  
/ *  R e t u r n  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  d
L  
o f  t h e  q u a t e r n a r y  c o d e  
g e n e r a t e d  b y  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  G .  
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O u t p u t :  d
L  
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1 1  
U s i n g  A u t o m o r p h i s m s  
* /  
* /  
C h a p t e r  3  d e s c r i b e s  t h e  u s e  o f  a u t o m o r p h i s m s  t o  s p e e d  u p  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  l i n e a r  c o d e s  o v e r  f i n i t e  f i e l d s .  T h e s e  s a m e  i d e a s  c a n  
b e  a p p l i e d  t o  A l g o r i t h m  5 . 3 ,  r e s u l t i n g  i n  m u c h  f a s t e r  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  
d e t e r m i n a t i o n  f o r  c y c l i c  a n d  q u a s i - c y c l i c  q u a t e r n a r y  c o d e s .  
T h e  d e t a i l s  o f  t h e s e  i m p r o v e m e n t s  w i l l  n o t  b e  p r e s e n t e d  h e r e ,  s i n c e  t h e y  
a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  d e s c r i b e d  f o r  c o d e s  o v e r  f i e l d s .  F o r  e x a m p l e ,  c o m p u t i n g  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  t y p e  4  k ,  2 k 2  q u a s i - c y c l i c  q u a t e r n a r y  c o d e  o f  d e g r e e  
m  w o u l d  i n v o l v e  e n u m e r a t i n g  m  m a t r i c e s  a n d  a t  s t a g e  r  o f  t h e  a l g o r i t h m  
w o u l d  h a v e  l o w e r  b o u n d  
m  i n m a x ( O , r  +  1 - k 2 ) 1 .  
I  k , m  
C o m p a r i n g  t h i s  t o  t h e  r e s u l t s  i n  c h a p t e r  3 ,  i t  s h o u l d  b e  c l e a r  h o w  t o  u t i l i z e  
a n y  k n o w n  a u t o m o r p h i s m s  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e .
3  
3 H o w c v e r ,  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  u n l i k e l y  t o  m a k e  a n y  s e n s e  w i t h o u t  c o m p a r i s o n  t o  t h e  
1 2 5  
E x a m p l e :  A  [ :  1 0 , 4
5
2
1
, 4 : ]  Q u a t e r n a r y  C o d e  
T h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  n o w  b e  i l l u s t r a t e d  o n  a  s m a l l  [ :  1 0 ,  4
5
2
1
, 4 : ]  q u a t e r n a r y  
c o d e '  S i n c e  t h e  c o d e  i s  n o t  f r e e ,  a n y  g e n e r a t o r  m a t r i x  h a s  n o n - z e r o  t o r s i o n  
r a n k .  T h e  p r o p o r t i o n  o f  t h i s  c o d e  w h i c h  l i e s  i n  t h e  t o r s i o n  p a r t  i s  i n  f a c t  
m u c h  h i g h e r  i n  t h i s  e x a m p l e  t h a n  w o u l d  b e  n o r m a l l y  f o u n d  i n  p r a c t i c e .  
E c h e l o n i z a t i o n  i n t o  H o w e l l  f o r m  i s  p e r f o r m e d  i n  t w o  w a y s  ( e a c h  t i m e  a s -
s u m i n g  a  d i f f e r e n t  o r d e r i n g  o f  t h e  c o l u m n s ) ,  y i e l d i n g  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s :  
c , {  
G ,  ~ (  ;  
1  
1  
3  
3  
2  
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3  
1  
2  
1  
1  
2  2  
2  3  
2  2  
1  2  
3  3  
2  2  
1  
1  
1  
2  
1  
3  1  
1 2 3  
2  3  2  
1  3  2  
2 1 3  
2 2 2  
1  
1  
1  
! )  
1  )  
E a c h  m a t r i x  h a s  a  f r e e  r a n k  o f  5  a n d  a  t o r s i o n  r a n k  o f  1 ,  w i t h  f r e e  i n f o r m a t i o n  
s e t s  g i v e n  b y  
I f ' ' ' '  =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }  
I~'''' =  { 6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  1 0 } .  
S i n c e  t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r c  d i s j o i n t ,  t h e  r a n k  d e f i c i t  o f  e a c h  m a t r i x  i s  
j u s t  t h e  t o r s i o n  r a n k ,  e q u a l  t o  l .  
B e c a u s e  o f  t h e  n o n - z e r o  r a n k  d e f i c i t s ,  n o  l o w e r  b o u n d  i s  o b t a i n e d  b e f o r e  
t h e  e n u m e r a t i o n  b e g i n s .  A t  s t a g e  r  =  1  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  L e e  w e i g h t  
e q u a l  t o  1  a r e  e n c o d e d  a n d  t h e  s u b s e q u e n t  c o d e w o r d s  h a v e  t h e i r  L e e  w e i g h t s  
d e t e r m i n e d .  A n y  n o n - z e r o  c o d e w o r d  n o t  e x a m i n e d  d u r i n g  t h i s  f i r s t  s t a g e  
m u s t  h a v e  a n  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  o f  L e e  w e i g h t  a t  l e a s t  2 ,  w h o s e  L e e  w e i g h t  
o n  t h e  f r e e  p a r t  i s  a t  l e a s t  1  ( s i n c e  t h e  m a x i m u m  L e e  w e i g h t  p o s s i b l e  i n  t h e  
t o r s i o n  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  i s  1 ) .  H e n c e ,  a n y  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d  h a s  
r e s u l t s  i n  c h a p t e r  3 .  
4 T h i s  c o d e  w a s  t h e  b e s t  o b t a i n e d  o f  t h i s  t y p e  a n d  l e n g t h  f r o m  a  r a n d o m  s e a r c h .  
1 2 6  
T a b l e  5 . 2 :  C o d e w o r d s  g e n e r a t e d  f r o m  G
l  
a t  s t a g e  T  =  2  
m  E  Z~l1) - \  m  E  Z~5) E l l  Z 2 \  m G
l  
E  Z~lO) \  W L  I  
( 1 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 )  
( 2 0 0 0 0 0 )  ( 2 0 0 0 0 2 2 0 2 2 )  1 0  
( 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 )  
( l l O O O O )  ( l l O O O 1 0 2 0 0 )  5  
( O l l O O O O O O O O )  ( 3 1 0 0 0 0 )  
( 3 1 0 0 0 3 2 2 2 2 )  1 1  
( 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0  )  
( 1 3 0 0 0 0 )  ( 1 3 0 0 0 1 2 2 2 2 )  1 1  
( 0 1 0  1 0 0 0 0 0 0 0 )  ( 3 3 0 0 0 0 )  ( 3 3 0 0 0 3 0 2 0 0 )  5  
( 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 )  ( 0 2 0 0 0 0 )  
( 0 2 0 0 0 0 2 0 2 2 )  
8  
:  
( 0 0 0 0 0  I I  0 0 0 0 )  ( 0 0 3 1 0 0 )  ( 0 0 3 1 0 0 3 0 0 1 )  
4  
( 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 )  
( 0 0 0 3 0 1 )  ( 0 0 0 3 0 1 1 3 0 1 )  5  
( 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 )  
( O O O O l l )  ( 0 0 0 0 1 2 0 3 1 1 )  6  
( 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1  )  ( 0 0 0 0 3 1 )  ( 0 0 0 0 3 2 0 1 3 3 )  6  
L e e  w e i g h t  o f  a t  l e a s t  1  o n  e a c h  o f  t h e  f r e e  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  g i v i n g  a  l o w e r  
b o u n d  o f  2 .  
A t  s t a g e  T  =  2 ,  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  L e e  w e i g h t  2  a r e  e n u m e r a t e d  f o r  
e a c h  m a t r i x .  S o m e  e x a m p l e s  o f  t h e s e  v e c t o r s  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  5 . 2 ,  w h e r e  
m  i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b i n a r y  s u p p o r t  v e c t o r  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  5 . 4 .  A f t e r  
s t a g e  T  =  2 ,  a n y  u n e n u m e r a t e d  v e c t o r  m u s t  h a v e  L e e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  
a t  l e a s t  3  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  m a t r i x  a n d  f r e e  L e e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  a t  
l e a s t  2  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  m a t r i x .  H e n c e ,  a n y  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d  h a s  
a  L e e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  4 .  S i n c e  c o d e w o r d s  o f  L e e  w e i g h t  4  
h a v e  b e e n  e n c o u n t e r e d  ( s e e  f o r  e x a m p l e  i n  T a b l e  5 . 2 )  t h e n  4  i s  k n o w n  t o  b e  
t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  a n d  t h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s .  
T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  e x a m i n e d  d u r i n g  t h e  e n u m e r a t i o n  i s  
2  ( l l )  
2~ T  =  1 3 2 ,  
1 2 7  
w h i c h  i s  m u c h  l e s s  t h a n  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  ( 2 0 4 8 ) .  B e c a u s e  t h e  
e x a m p l e  i s  n o t  f r e e ,  e a c h  m a t r i x  h a s  a  r a n k  d e f i c i t  o f  1  a n d  t h e  a l g o r i t h m  
h a d  t o  p e r f o r m  o n e  e x t r a  s t a g e  b e f o r e  i t  c o u l d  t e r m i n a t e .  H o w e v e r ,  t h e  n e w  
a l g o r i t h m  i s  s t i l l  v a s t l y  s u p e r i o r  t o  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n .  
5 . 6  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  N e w  A l g o r i t h m  
F o r  f r e e  q u a t e r n a r y  c o d e s ,  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m  m a t c h e s  
t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  o n  b i n a r y  c o d e s .  
5 . 9  T h e o r e m .  O n  a  f r e e  q u a t e r n a r y  c o d e  C ,  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  A l g o r i t h m  
5 . 3  i s  e q u a l  t o  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r ' i t h m  o n  a  
b i n a r y  l i n e a r  c o d e  w h o s e  p a r a m e t e r s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  G r a y  i m a g e  o f  C .  
P r o o f .  A n  r n ,  k ,  d ]  b i n a r y  c o d e  i s  h a s  t h e  s a m e  l e n g t h  a n d  c a r d i n a l i t y  a s  t h e  
G r a y  i m a g e  o f  a n  [:~, 4 h
o
,  d o l  q u a t e r n a r y  c o d e ,  a n d  
n  k  
W
L e e
( 2 '  2 , 0 , d )  =  m i n  
l o g 2 ( q )  I n / k J  ( n  - k )  L : = l  e )  
w h e r e  r  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
I n / k J  ( H  1 )  ~ d ,  
l o g 2 ( q )  r n / k l  ( n  - k )  L : = l  (~) 
w h e r e  r  i s  m i n i m a l  s u c h  t h a t  
r n / k l  ( r +  1 )  - ( k  - n  m o d  k )  ~ d .  
=  W B Z ( n ,  k ,  d ;  2 ) .  
o  
B e c a u s e  t h e  s t u d y  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  i s  r e l a t i v e l y  n e w  a n d  h a s  l a c k e d  
t h e  a s s i s t a n c e  o f  a n  e f f i c i e n t  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  a l g o r i t h m ,  k n o w n  g o o d  
c o d e s  g e n e r a l l y  h a v e  v e r y  h i g h  r a t e s  a n d  l o w  d i m e n s i o n s .  T h e  L e e  w e i g h t  
p r o p e r t i e s  o f  s u c h  c o d e s  a r e  n o t  d i f f i c u l t  t o  c o m p u t e  a n d  s o  d o  n o t  p r o v i d e  
v e r y  g o o d  t e s t  e x a m p l e s  f o r  t h e  n e w  a l g o r i t h m .  H e n c e ,  t h e  p e r f o r m a n c e  
o f  t h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  b e  c o m p a r e d  u s i n g  b o u n d s  b a s e d  o n  b e s t  k n o w n  
n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s ,  a s  w e l l  a s  o n e  g o o d  q u a t e r n a r y  c o d e  w h i c h  e x i s t s .  
S o m e  s a m p l e  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  a n d  t h e  n e w  
a l g o r i t h m  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  5 . 3 .  T h e  f i r s t  s e t  o f  p a r a m e t e r s  a r e  f o r  a  q u a s i -
c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  t w o  r e p o r t e d  i n  [ 5 ]  y i e l d i n g  a  b e s t  k n o w n  n o n - l i n e a r  
1 2 8  
T a b l e  5 . 3 :  L o g  W o r k  F a c t o r s  f o r  A l g o r i t h m  5 . 3  v s  B r u t e  F o r c e  
[ :  n ,  4 k 1 2 k 2 ,  d
L
: ]  
C a r d i n a l i t y  
B r u t e  N e w  
m  
F o r c e  ( I W )  A l g o r i t h m  ( I W )  
[ : 4 6 , 4
' 2
2 ° , 2 8 : ]  2 4  2  3 1 . 0 9  2 4 . 6 2  
[ : 6 0 , 4
2
° 2 ° , 2 8 : ]  4 0  
-
4 7 . 3 2  
3 6 . 3 8  
[ : 6 0 , 4
' 9
2
2
, 2 8 : ]  4 0  
-
4 7 . 3 2  3 9 . 6 6  
[ : 6 0 , 4
' 8
2 . , 2 8 : ]  4 0  
-
4 7 . 3 2  4 2 . 2 8  
[ : 6 0 , 4
3
° 2 ° , 2 0 : ]  6 0  
-
6 6 . 9 1  4 0 . 9 6  
[ : 6 0 , 4
2 9
2
2
, 2 0 : ]  
6 0  
-
6 6 . 9 1  4 5 . 6 2  
[ :  6 0 ,  4
2 8
2 . ,  2 0 : ]  
6 0  
-
6 6 . 9 1  4 9 . 6 7  
b i n a r y  c o d e .  T h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e s  b a s e d  o n  t w o  e x i s t -
i n g  b e s t - k n o w n  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s ,  w i t h  p a r a m e t e r s  ( 1 2 0 , 2
4
° , 5 6 )  a n d  
( 1 2 0 , 2
6
° , 4 0 ) .  T h e s e  e x a m p l e s  i l l u s t r a t e  b o t h  t h e  s u p e r i o r i t y  o f  t h e  n e w  a l -
g o r i t h m  a n d  i t s  d e p e n d e n c e  o n  t h e  t y p e  o f  t h e  c o d e  i n  q u e s t i o n .  
F o r  a  q u a t e r n a r y  c o d e  o f  a  g i v e n  c a r d i n a l i t y ,  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  
a l g o r i t h m  w i l l  p e r f o r m  b e s t  w h e n  t h e  t y p e  4 k 1 2 k 2  h a s  k 2  =  o .  A  n o n - z e r o  
v a l u e  o f  k 2  s u b s t a n t i a l l y  r e d u c e s  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  a l t h o u g h  
i t  i s  s t i l l  m u c h  f a s t e r  t h a n  b r u t e  f o r c e  f o r  s m a l l  v a l u e s .  
F o r  e x a m p l e ,  t h e  n e w  a l g o r i t h m  i s  o v e r  t w o  a n d  a  h a l f  m i l l i o n  t i m e s  f a s t e r  
t h a n  b r u t e  f o r c e  f o r  a  l e n g t h  6 0  c o d e  o f  t y p e  4
3
° 2 ° .  H o w e v e r ,  f o r  a  t y p e  4
2 8
2
4  
c o d e ,  w h i c h  h a s  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y ,  t h e  n e w  a l g o r i t h m  i s  o n l y  o n e  h u n d r e d  
a n d  f i f t y  t h o u s a n d  t i m e s  f a s t e r .  T h i s  r a t i o  d r o p s  t o  t h i r t e e n  t h o u s a n d  f o r  
t y p e  4
2 7
2
6  
a n d  t o  s i x t e e n  h u n d r e d  f o r  t y p e  4
2 6
2
8
,  w i t h  b r u t e  f o r c e  e v e n t u a l l y  
b e c o m i n g  s u p e r i o r  f o r  a  t y p e  4
' 8
2
2 4  
c o d e .  
S i n c e  n e a r l y  a l l  k n o w n  g o o d  q u a t e r n a r y  c o d e s  h a v e  e i t h e r  k 2  =  0  o r  k 2  
v e r y  s m a l l ,  t h i s  w i l l  n o t  b e  a  m a j o r  i s s u e  i n  p r a c t i c e .  H o w e v e r ,  i t  c a n  b e  
f o r  s o m e  c o n s t r u c t i o n s ,  s u c h  a s  D e l s a r t e - G o e t h a l s  c o d e s ,  w h i c h  a l w a y s  h a v e  
k 2  >  O .  
W i t h o u t  a  d a t a b a s e  o f  g o o d  q u a t e r n a r y  c o d e s  t o  t e s t  t h e  a l g o r i t h m ,  e x -
a m p l e s  w e r e  f o u n d  u s i n g  l e n g t h y  c o m p u t a t i o n a l  s e a r c h e s .  T h e s e  r a n d o m  
s e a r c h e s  d i d  n o t  y i e l d  m i n i m u m  L e e  w e i g h t s  w h i c h  g i v e  n o n - l i n e a r  b i n a r y  
c o d e s  m e e t i n g  b e s t  k n o w n  b o u n d s ,  h o w e v e r  t h e y  a r e  s t i l l  h i g h .  E v e r y  r a n -
d o m  c o d e  w h i c h  h a d  t h e  h i g h e s t  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  d i s c o v e r e d  i s  a  f r e e  
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c o d e .  
T h e  r u n t i m e s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  o f  t h e s e  r a n d o m l y  
o b t a i n e d  c o d e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  5 . 4 .  A l l  c o m p u t a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  
2 . 4  G H z  O p t e r o n  1 5 0  p r o c e s s o r s .  A s  w i t h  o t h e r  c o m p u t a t i o n a l  e x a m p l e s  
p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  u s e s  t h e  v a r i o u s  i m p r o v e m e n t s  
d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  7  a n d  s o  t h e  w o r k  f a c t o r s  a r e  n o t  p r e c i s e l y  t h e  s a m e  a s  
t h o s e  d e s c r i b e d  i n  P r o p o s i t i o n  5 . 8 .  
T a b l e  5 . 4 :  S a m p l e  R u n t i m e s  o f  t h e  N e w  A l g o r i t h m  
1  [ : n , 4
k I
2
k
' , d d  1 1  W o r k  ( L W )  I  T i m e  
[ : 5 0 , 4
2 5
2 ° , 1 4 : ]  3 0 . 7 7  1 . 6  
s e c o n d s  
[ : 9 0 , 4
1 5
2 ° , 5 3 : ]  3 2 . 8 9  2 . 8  
s e c o n d s  
[ : 6 0 , 4
3
° 2 ° , 1 6 : ]  3 5 . 6 3  
3 7 . 2  s e c o n d s  
[ : 8 0 , 4
2
° 2 ° , 3 9 : ]  
3 7 . 0 9  5 2 . 3  s e c o n d s  
[ : 7 5 , 4
2 5
2 ° , 3 0 : ]  
3 9 . 7 9  7 . 6  m i n u t e s  
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C h a p t e r  6  
C o m p u t i n g  W o r d  S e t s  
S u m m a r y :  N e w  a l g o r i t h m s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  l i s t i n g  t h e  w o r d s  
i n  i m p o r t a n t  s u b s e t s  o f  l i n e a r  c o d e s .  T h i s  i n c l u d e s  a n  i m p r o v e d  
m e t h o d  f o r  c o l l e c t i n g  a l l  w o r d s  o f  m i n i m u m  w e i g h t ,  w h i c h  i s  a n  
e s s e n t i a l  s t e p  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p .  
S e t s  o f  c o d e w o r d s  o f  s p e c i f i e d  w e i g h t s  a r e  u s e f u l  i n  a  v a r i e t y  o f  c o n t e x t s ,  
s u c h  a s  c o n s t r u c t i n g  d e s i g n s  a n d  c o m p u t i n g  a u t o m o r p h i s m  g r o u p s .  I n  g e n -
e r a l  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e s e  w o r d  s e t s  r e q u i r e s  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n ,  
s o  a p p l i c a t i o n s  u s i n g  t h e s e  s e t s  a r e  r e s t r i c t e d  t o  c o d e s  o f  s m a l l  c a r d i n a l i t y .  
H o w e v e r ,  i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  
c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  ( s e e  s e c t i o n  2 . 2 )  c a n  b e  a d a p t e d  t o  c o m p u t e  
m a n y  o f  t h e s e  w o r d  s e t s .  A l t h o u g h  t h e  a d a p t i o n s  p r e s e n t e d  h e r e  a p p l y  t o  
l i n e a r  c o d e s  o v e r  f i n i t e  f i e l d s ,  t h e y  a r e  e a s i l y  g e n e r a l i z e d  t o  a p p l y  t o  a d d i t i v e  
a n d  q u a t e r n a r y  c o d e s  u s i n g  t h e  a l g o r i t h m s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r s  4  a n d  5 .  T h e  
a l g o r i t h m s  f o r  l i s t i n g  s e t s  o f  c o d e w o r d s  c a n  a l s o  b e  i m p r o v e d  u s i n g  k n o w n  
a u t o m o r p h i s m s  b y  t h e  m e t h o d s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  3 .  
6 . 1  W o r d s  O f  C o n s t a n t  W e i g h t  
U n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  t h e  A s s m u s - M a t t s o n  t h e o r e m  [ 4 J  g u a r a n t e e s  t h a t  
t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  o f  c e r t a i n  l o w  w e i g h t s  g i v e s  t - d e s i g n s .  R a t h e r  t h a n  a  
b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  e n t i r e  c o d e ,  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  m i n -
i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  o f  s e c t i o n  2 . 2  c a n  b e  a d a p t e d  t o  c o m p u t e  s e t s  o f  
w o r d s  d e f i n e d  b y  l o w  w e i g h t s .  A l t h o u g h  t h i s  a l g o r i t h m  w i l l  p e r f o r m  b e s t  
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w h e n  e n u m e r a t i n g  w o r d s  o f  l o w  w e i g h t s  ( c l o s e  t o  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  
c o d e ) ,  i t  w i l l  s t i l l  b e  s u p e r i o r  t o  b r u t e  f o r c e  a c r o s s  a  l a r g e  r a n g e  o f  w e i g h t s .  
F o r  b i n a r y  c o d e s  a  f u r t h e r  a d a p t i o n  a l l o w s  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  s e t s  o f  w o r d s  
o f  h i g h  w e i g h t .  C o m b i n e d  w i t h  t h e  m o r e  g e n e r i c  w o r d  c o l l e c t i o n  a l g o r i t h m  
f o r  l o w  w e i g h t s ,  t h i s  a l l o w s  t h e  i m p r o v e d  d e t e r m i n a t i o n  o f  c o d e w o r d s  o f  a n y  
w e i g h t  i n  a  b i n a r y  c o d e .  
T h e  c o d e w o r d s  o f  l o w  w e i g h t  m a y  b e  c o m p u t e d  b y  e n u m e r a t i n g  c o d e -
w o r d s  i n  t h e  m a n n e r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  T h e o r e m  2 . 7  
d e s c r i b e s  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  w e i g h t  o f  t h e  u n e n u m e r a t e d  c o d e w o r d s .  I f  
t h e  l o w e r  b o u n d  i s  d
l
,  t h e n  a l l  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  d
1  
h a v e  b e e n  
e x a m i n e d .  H e n c e ,  i f  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  w a r e  s t o r e d  d u r i n g  t h e  e n u m e r -
a t i o n ,  t h e n  o n c e  d
l  
>  w  a l l  s u c h  c o d e w o r d s  h a v e  b e e n  c o l l e c t e d .  I t  s h o u l d  
b e  n o t e d  t h a t  m u l t i p l e  c o p i e s  o f  a  c o d e w o r d  m a y  b e  e n c o u n t e r e d  d u r i n g  t h e  
e n u m e r a t i o n  a n d  s o  h a s h i n g  [ 9 0 ] [ C h .  6 . 4 ]  i s  u s e d  t o  m a i n t a i n  a  s e t  o f  d i s t i n c t  
c o d e w o r d s .  
T h i s  i d e a  i s  g e n e r a l i z e d  i n  A l g o r i t h m  6 . 1  t o  l i s t  a l l  c o d e w o r d s  w h o s e  
A l g o r i t h m  6 . 1 :  W o r d s  o f  W e i g h t  
/ *  F o r  a  c o d e  C o v e r  I F  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  s e t  W  
o f  c o d e w o r d s  w h o s e  w e i g h t s  l i e  i n  t h e  r a n g e  [ D l '  D u ] .  * /  
I n p u t :  G ,  D
l
,  D u  
O u t p u t :  A l l  c o d e w o r d s  w i t h  w e i g h t s  i n  t h e  r a n g e  [ D t ,  D u ]  
1  G
l
,  . . .  ,  G
h
,  k t
e f
,  . . .  ,  k~ef : =  M a t r i x S e q u e n c e ( G )  
/ *  L e t  A i  d e n o t e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G
i  
*  /  
2  W  : =  { }  
3  f o r  r  f r o m  1  t o  k  d o  
4  d
l
: =  L~~l m a x ( O ,  r  - k f
e f
)  
5  i f  d
l  
>  D u  t h e n  
6  L  r e t u r n  W  
7  f o r  i  f r o m  1  t o  h  d o  
8  f o r e a c h  m  E  I F ( k )  o f  w e i g h t  r  d o  
9  l  z  : =  m A i  
1 0  i f  D l  - r  : S  w ( z )  : S  D u  - T  t h e n  
1 1  L  W  : =  W  U  ( m  I  z )  
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w e i g h t  l i e s  i n  s o m e  r a n g e  [ D t ,  D u i .  C o l l e c t i n g  a l l  c o d e w o r d s  o f  a  s i n g l e  w e i g h t  
w  i s  a c h i e v e d  b y  s i m p l y  s e t t i n g  D ,  =  D u  =  w .  
6 . 1  P r o p o s i t i o n .  L e t  G  b e  a n  [ n ,  k ,  d ]  l i n e a r  c o d e  o v e r  l F
q
•  T h e  w o r k  f a c t o r  
f o r  c o m p u t i n g  t h e  s e t  a l l  c o d e w o r d s  o f G  h a v i n g  w e i g h t s  i n  t h e  r a n g e  [ D "  D u i  
u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 1  i s  
W  W o r d , ( n ,  k ,  D "  D u ;  q )  =  W  B Z ( n ,  k ,  D u  +  1 ;  q ) .  
P r o o f .  T h e  p r o o f  p r o c e e d s  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r  t o  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 3 ,  w i t h  t e r m i n a t i o n  w h e n  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  
s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  D u .  D  
T h e  s u p e r i o r i t y  o f  t h i s  a l g o r i t h m  o v e r  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  d e p e n d s  
o n  t h e  l a r g e s t  d e s i r e d  w e i g h t .  I f  D u  i s  h i g h ,  t h e n  i t  w i l l  t a k e  c o n s i d e r a b l e  t i m e  
f o r  t h e  l o w e r  b o u n d  t o  s u r p a s s  D u  a n d  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  b e  s l o w .  A l t h o u g h  
t h e  w e i g h t  a b o v e  w h i c h  t h e  n e w  a l g o r i t h m  b e c o m e  l e s s  e f f e c t i v e  t h a n  b r u t e  
f o r c e  d e p e n d s  u p o n  t h e  c o d e  i n  q u e s t i o n ,  a s y m p t o t i c a l l y  i t  i s  s u p e r i o r  f o r  
c o l l e c t i n g  a n y  w e i g h t  w  <  n / 2 .  
6 . 2  T h e o r e m .  O v e r  l F
q
,  l e t  0  <  R  : 0 ;  0 . 5  b e  t h e  r a t e  o f  a  f a m i l y  o f  c o d e s ,  
a n d  l e t  D , ( k ) ,  D u ( k )  b e  s u c h  t h a t  D u ( k )  <  k t  T h e n  f o r  k / n  =  R ,  
W  W o r d , ( n ,  k ,  D t ,  D u ;  q )  =  O ( e - a k ) ,  a s  k  - >  0 0 ,  
W  B~te(n, k ;  q )  
w h e r e  a  i s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  d e p e n d i n g  o n l y  o n  < 5 .  
P r o o f .  F o l l o w s  f r o m  T h e o r e m  2 . 6 .  
D  
T a b l e  6 . 1  l i s t s  t h e  w o r k  f a c t o r s  f o r  c o m p u t i n g  s e t s  o f  c o d e w o r d s  o f  v a r y i n g  
w e i g h t s  t a k e n  f r o m  a  [ 1 0 5 , 3 5 , 2 6 1  b i n a r y  c o d e .  F o r  c o l l e c t i n g  w o r d s  o f  w e i g h t  
2 6  t h e  n e w  a l g o r i t h m  i s  o v e r  3 5 0  t i m e s  f a s t e r  t h a n  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n .  
T h e r e  i s  s t i l l  a  s u b s t a n t i a l  i m p r o v e m e n t  f o r  m i d - r a n g e  w e i g h t s ,  t h o u g h  f o r  
c o l l e c t i n g  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  5 0 ,  A l g o r i t h m  6 . 1  
b e c o m e s  s l o w e r  t h a n  b r u t e  f o r c e .  
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T a b l e  6 . 1 :  L o g  W o r k  F a c t o r s  f o r  C o m p u t i n g  L o w  W e i g h t  C o d e w o r d s  o f  a  
[ 1 0 5 , 3 5 , 2 6 ]  B i n a r y  C o d e  
B r u t e  
A l g o r i t h m  6 . 1  
w  
F o r c e  
!  2 6  
4 1 . 1 3  3 2 . 6 6  
3 0  
4 1 . 1 3  
3 5 . 8 1  
3 4  
4 1 . 1 3  
3 7 . 1 0  
3 8  
4 1 . 1 3  
3 8 . 2 4  
4 2  4 1 . 1 3  
4 0 . 0 2  
4 6  4 1 . 1 3  
4 0 . 7 1  
5 0  4 1 . 1 3  
4 1 . 2 7  
C o l l e c t i n g  B i n a r y  W o r d s  o f  H i g h  W e i g h t  
A l t h o u g h  t h e  a d a p t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  
a b o v e  i s  e f f e c t i v e  f o r  c o l l e c t i n g  c o d e w o r d s  o f  l o w  w e i g h t s ,  i t  i s  i n f e r i o r  t o  
b r u t e  f o r c e  f o r  c o l l e c t i n g  c o d e w o r d s  o f  h i g h  w e i g h t .  F o r  b i n a r y  c o d e s  t h e r e  
i s  a n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  w h i c h  w i l l  c o l l e c t  w o r d s  o f  h i g h  w e i g h t .  
T h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  e n u m e r a t e s  c o d e w o r d s  w i t h  l o w  i n -
f o r m a t i o n  w e i g h t ,  w h i l e  d e t e r m i n i n g  l o w e r  b o u n d s  o n  t h e  w e i g h t s  o f  u n e n u -
m e r a t e d  c o d e w o r d s .  I n s t e a d ,  c o d e w o r d s  w i t h  h i g h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  c a n  b e  
e n u m e r a t e d  a n d  u p p e r  b o u n d s  d e t e r m i n e d  o n  t h e  w e i g h t  o f  u n e n u m e r a t e d  
c o d e w o r d s .  T h e  u p p e r  b o u n d s  g e n e r a t e d  b y  e n u m e r a t i n g  b i n a r y  c o d e w o r d s  
o f  h i g h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  a r e  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m ,  u s i n g  t h e  r a n k  
d e f i c i t s  k d e f  d e f i n e d  i n  s e c t i o n  2 . 3 .  
6 . 3  T h e o r e m  ( H i g h  W e i g h t  B i n a r y  C o d e w o r d s ) .  L e t  G
l
,  . . .  ,  G
h  
b e  a  s e -
q u e n c e  o f  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  f o r  a  b i n a r y  c o d e  C  w i t h  r a n k  d e f i c i t s  
k
d e f  k d e f  D  <  k  · f  
1  ,  • • •  ,  h  •  r O r  s o m e  r  ,  Z  
S i  =  { m G
i  
:  m E  I F ( k ) ,  w ( m )  ~ k  - r }  
f o r  e a c h  m a t r i x  G
i
,  t h e n  a l l  v e c t o r s  v  E  C \  U7~1 S i  s a t i s f y  
h  
w ( v )  < : :  n  - L  m a x ( O ,  r  +  1  - k ? e f ) .  
i = l  
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P r o o f  F o r  a n y  v  E  C \  U7~1 S i ,  d e f i n e  v  =  ( i i t ,  . . .  ,  ' U n )  s u c h  t h a t  V i  i s  t h e  
b i n a r y  c o m p l e m e n t  o f  V i  ( i . e . ,  V i  =  1  - V i ) .  L e t  f i  d e n o t e  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  
o f  t h e  i - t h  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  a n d  f i e l  i t s  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  t h e n  s i n c e  
v  ~ S i ,  
a n d  s o  
w I , ( v )  : : ;  k  - ( r  +  1 )  
w I , ( v )  =  I f i l  - W I , ( V )  
2 ' : r + 1 .  
S i n c e  1 ' e l  C  I  w i t h  l 1 '
e l
l  =  1 1 1 - k d e f  t h e n  
l-~ 1
1
1 '  
W  J [ " '  ( v )  2 ' :  r  +  1  - k f e f ,  
a n d  a s  e a c h  r e l a t i v e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  d i s j o i n t  t h e n  
W r y )  =  n  - W r y )  
h  
: : ;  n  - L  w J r " ' ( v )  
i = l  
h  
: : ;  n  - L  m a x ( O ,  r  +  1  - k f
e f
) .  
i = l  
o  
T h e  r e a s o n  t h a t  t h i s  r e s u l t  i s  o n l y  u s e f u l  f o r  b i n a r y  c o d e s  i s  t h a t  a  b i n a r y  
c o d e  o f  d i m e n s i o n  k  h a s  e x a c t l y  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  w i t h  i n f o r m a -
t i o n  w e i g h t  k  - r  a s  i t  h a s  c o d e w o r d s  w i t h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  r .  H o w e v e r ,  a  
c o d e  o v e r  I F  q  w i t h  q  o F  2  w i l l  h a v e  ( q  - 1  ) k - r  t i m e s  a s  m a n y  c o d e w o r d s  w i t h  i n -
f o r m a t i o n  w e i g h t  k  - r  a n d  s o  e n u m e r a t i n g  c o d e w o r d s  w i t h  h i g h  i n f o r m a t i o n  
w e i g h t  i s  i n e f f e c t i v e .  
A  p r o c e d u r e  f o r  c o m p u t i n g  b i n a r y  c o d e w o r d s  o f  h i g h  w e i g h t  i s  g i v e n  i n  
A l g o r i t h m  6 . 2 ,  b a s e d  o n  T h e o r e m  6 . 3 .  W h e n  c o m p u t i n g  c o d e w o r d s  w i t h  
w e i g h t s  i n  t h e  r a n g e  I D ! ,  D u ] ,  i t  w i l l  t e r m i n a t e  w h e n  t h e  u p p e r  b o u n d  d r o p s  
b e l o w  D
l
.  T h i s  i s  i n  c o n t r a s t  t o  A l g o r i t h m  6 . 1 ,  w h i c h  t e r m i n a t e s  w h e n  a  
l o w e r  b o u n d  e x c e e d s  D u '  T h e  n e w  a l g o r i t h m  w i l l  b e  f a s t e r  f o r  b i n a r y  c o d e s  
o f  l e n g t h  n  w h e n  e n u m e r a t i n g  s e t s  o f  c o d e w o r d s  h a v i n g  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  
n / 2 .  
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A l g o r i t h m  6 . 2 :  B i n a r y  W o r d s  o f  H i g h  W e i g h t  
/ *  F o r  a  b i n a r y  c o d e  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  s e t  W  o f  
c o d e w o r d s  w h o s e  w e i g h t s  l i e  i n  t h e  r a n g e  [ D l '  D u ] .  * /  
I n p u t :  G ,  D
l
,  D u  
O u t p u t :  A l l  c o d e w o r d s  w i t h  w e i g h t s  i n  t h e  r a n g e  [ D l '  D u ]  
1  G
j
,  . . .  ,  G
h
,  k t
e f
,  . . .  ,  k~ef : =  M a t r i x S e q u e n c e ( G )  
/ *  L e t  A i  d e n o t e  t h e  c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G
i  
*  /  
2  W  : =  { }  
3  f o r  r  d e c r e a s i n g  f r o m  k  t o  1  d o  
4  I  d  ' =  " h  m a x ( O  r  _  k
d e f
)  
u ·  L . . . . l = l  '  t  
5  
6  
7  
8  
9  
1 0  
1 1  
i f  d
u  
<  D l  t h e n  
L  r e t u r n  W  
f o r  i  f r o m  1  t o  h  d o  
f o r e a c h  m  E  IF~k) o f  w e i g h t  r  d o  
l  
~f :~l~~ : s ;  w ( z )  : s ;  D u  - r  t h e n  
L  W  : =  W  U  ( m  I  z )  
6 . 4  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  s e t  a l l  c o d e w o r d s  o f  a n  
I n ,  k ]  b i n a r y  c o d e  i n  t h e  w e i g h t  r a n g e  [ D l o  D u ]  i s  
W  H i g h  W o n J , ( n  ,  k ,  D l o  D u ;  2 )  =  W  w o n J , ( n ,  k ,  n  - D u ,  n  - D
l
;  2 )  
P r o o f .  I d e n t i c a l  t o  P r o p o s i t i o n  6 . 1  f o r  c o m p u t i n g  t h e  w o r d s  i n  t h e  w e i g h t  
r a n g e  [ n - D u , n - D l ] '  0  
6 . 5  T h e o r e m .  O v e r  I F
q
,  l e t  0  <  R  : s ;  0 . 5  b e  t h e  r a t e  o f  a  f a m i l y  o f  c o d e s ,  
a n d  l e t  D l ( k ) ,  D u ( k )  b e  s u c h  t h a t  D l ( k )  >  k : .  T h e n  f o r  k i n  =  R ,  
W  H i g h W o n J , ( n ,  k ,  D l o  D u ;  q )  O (  - o k )  k  
=  e  as~~oo 
W B r u t e ( n , k ; q )  ,  ,  
w h e r e  a  i s  a  p o s i t i v e  c o n s t a n t  d e p e n d i n g  o n l y  o n  i i .  
P m o f  F o l l o w s  f r o m  T h e o r e m  6 . 2  s i n c e  
W H i g h W o r d s ( n ,  k ,  w ,  w ;  2 )  =  W W o r d s ( n ,  k ,  n  - w ,  n  - w ;  2 ) .  
o  
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T a b l e  6 . 2 :  L o g  W o r k  F a c t o r s  f o r  H i g h  W e i g h t  C o d e w o r d s  o f  a  [ 1 0 5 , 3 5 ,  2 6 J  
B i n a r y  C o d e  
B r u t e  
A l g o r i t h m  6 . 2  
w  
F o r c e  
7 9  
4 1 . 1 3  3 2 . 6 6  
7 5  4 1 . 1 3  
3 5 . 8 1  
7 1  
4 1 . 1 3  
3 7 . 1 0  
:  
6 7  
4 1 . 1 3  
3 8 . 2 4  
l  
6 3  
4 1 . 1 3  
4 0 . 0 2  
5 9  4 1 . 1 3  
4 0 . 7 1  
5 5  4 1 . 1 3  
4 l . 2 7  
6 . 6  C o r o l l a r y .  F o r  b i n a r y  c o d e s  o f  r a t e  l e s s  t h a n  ~ a s  n  - >  0 0 ,  t h e  c o m -
p u t a t i o n  o f  t h e  s e t  o f  w o r d s  o f  a n y  w e i g h t  u s i n g  e i t h e r  A l g o r i t h m s  6 . 1  o r  
A l g o r i t h m  6 . 2  i s  e x p o n e n t i a l l y  f a s t e r  t h a n  b r u t e  f o r c e .  
P r o o f  F o l l o w s  f r o m  T h e o r e m  6 . 2  a n d  T h e o r e m  6 . 5 .  
o  
C o m p u t i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  n  - w  u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 2  i s  
c o m p u t a t i o n a l l y  e q u i v a l e n t  t o  c o m p u t i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  w  
u s i n g  A l g o r i t h m  6 . l .  F o r  a  [ 1 0 5 , 3 5 ,  2 6 J  b i n a r y  c o d e ,  T a b l e  6 . 1  s h o w s  t h a t  
A l g o r i t h m  6 . 1  i s  s u p e r i o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  l e s s  
t h a n  5 0 ,  A l g o r i t h m  6 . 2  i s  s u p e r i o r  f o r  c o m p u t i n g  s e t s  o f  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  
g r e a t e r  t h a n  5 5  a n d  b r u t e  f o r c e  i s  f a s t e s t  f o r  w e i g h t s  5 0  t h r o u g h  5 5 .  
O n l y  f o r  a  s m a l l  n u m b e r  o f  w e i g h t s  i s  i t  t h e  c a s e  t h a t  b r u t e  f o r c e  i s  t h e  
p r e f e r r e d  m e t h o d  f o r  c o l l e c t i n g  w o r d  s e t s  o f  b i n a r y  c o d e s .  A s  i n d i c a t e d  b y  
C o r o l l a r y  6 . 6 ,  t h e  b a n d  o f  w e i g h t s  f o r  w h i c h  b r u t e  f o r c e  i s  t h e  f a s t e s t  m e t h o d  
n a r r o w s  a s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  i n c r e a s e s .  
6 . 2  P a r t i a l  W e i g h t  D i s t r i b u t i o n  
T h o u g h  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  i s  t h e  s i n g l e  m o s t  i m p o r t a n t  i n v a r i a n t  o f  a n  
e r r o r  c o r r e c t i n g  c o d e ,  i t  d o e s  n o t  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e  t h e  e r r o r  c o r r e c t i n g  
c a p a b i l i t y  o f  a  c o d e .  T h e  f u l l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  c o n t a i n s  m o r e  i n f o r m a t i o n ,  
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b u t  i s  m u c h  m o r e  t i m e  c o n s u m i n g  t o  c a l c u l a t e .  W h i l e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
d e f i n e s  t h e  w e i g h t s  o f  t h o s e  e r r o r s  w h i c h  w i l l  a l w a y s  b e  c o r r e c t a b l e ,  i t  p r o -
v i d e s  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p e r c e n t a g e  o f  h i g h e r  w e i g h t  e r r o r s  t h a t  a r e  
c o r r e c t a b l e .  
E r r o r s  h a v i n g  w e i g h t  s u r p a s s i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d  a r e  c o r -
r e c t a b l e  w h e n  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  a  c o d e w o r d  i s  s p a r s e l y  p o p u l a t e d  w i t h  
o t h e r  c o d e w o r d s .  T h u s  n o t  o n l y  i s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e  i m p o r -
t a n t ,  b u t  k n o w l e d g e  o f  t h e  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  w i t h  w e i g h t s  c l o s e  t o  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  i s  a l s o  s i g n i f i c a n t .  
P r e v i o u s l y  t h e r e  h a s  b e e n  n o  w a y  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  n u m b e r  o f  l o w  w e i g h t  
c o d e w o r d s  w i t h o u t  e n u m e r a t i n g  t h e  f u l l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n ,  w h i c h  m a y  b e  
c o m p u t a t i o n a l l y  i n t r a c t a b l e .  H o w e v e r ,  t h e  w o r d  c o l l e c t i o n  a l g o r i t h m  o f  t h e  
p r e v i o u s  s e c t i o n  o f f e r s  a  s i m p l e  m e t h o d  f o r  o b t a i n i n g  a  p a r t i a l  w e i g h t  d i s t r i -
b u t i o n .  
T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  w e i g h t s  u p  t o  s o m e  b o u n d  B  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  
A l g o r i t h m  6 . 1  w i t h  D l  =  1  a n d  D u  =  B  t o  c o l l e c t  a l l  c o d e w o r d s  w i t h  w e i g h t  
l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  B .  N o t e  t h a t  s i n c e  A l g o r i t h m  6 . 1  m a y  g e n e r a t e  a  
c o d e w o r d  m o r e  t h a n  o n c e ,  t h e  c o d e w o r d s  o f  d i f f e r e n t  w e i g h t s  c a n n o t  s i m p l y  
b e  c o u n t e d ,  b u t  m u s t  b e  c o l l e c t e d .  
A n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o c c u r s  w h e n  u s i n g  l i n e a r  
p r o g r a m m i n g  i n  a s s o c i a t i o n  w i t h  t h e  M a c W i l l i a m s  i d e n t i t i e s .  P a r t i a l  k n o w l -
e d g e  a b o u t  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  o f  a  c o d e  ( o r  i t s  d u a l )  c a n  b e  u s e d  t o  
p r e d i c t  v a l u e s  w h i c h  w o u l d  h a v e  o t h e r w i s e  t a k e  l a r g e  ( s o m e t i m e s  i n f e a s i b l e )  
a m o u n t s  o f  d i r e c t  c o m p u t a t i o n .  T h e  p a r t i a l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i s  a  u s e f u l  
t o o l  i n  y i e l d i n g  s u c h  r e s u l t s ,  a l t h o u g h  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h i s  t y p e  h a v e  n o t  
b e e n  u n d e r t a k e n  i n  t h i s  t h e s i s .  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  c o m p u t i n g  t h e  p a r t i a l  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  i n  t h i s  w a y  
i s  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  A  M A G M A  c o m p u t a t i o n  i s  
s h o w n ,  i n  w h i c h  t h e  f i r s t  f o u r  n o n - z e r o  v a l u e s  i n  t h e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n  a r e  
o b t a i n e d  w i t h  a  m u c h  s i m p l e r  c o m p u t a t i o n  t h a n  i s  r e q u i r e d  t o  c o m p u t e  t h e  
c o m p l e t e  w e i g h t  d i s t r i b u t i o n .  
>  C  : =  B K L C ( G F ( 2 ) ,  1 1 0 ,  3 4 ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 1 0 ,  3 4 ,  2 7 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  t i m e  P a r t i a l W e i g h t D i s t r i b u t i o n ( C ,  3 0 ) ;  
[  < 0 ,  1 > ,  < 2 7 ,  6 6 > ,  < 2 8 ,  9 3 3 > ,  < 2 9 ,  5 2 9 6 > ,  < 3 0 ,  1 4 3 4 6 >  ]  
T i m e :  7 5 . 5 2 0  
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>  t i m e  W e i g h t D i s t r i b u t i o n ( C ) ;  
[  < 0 ,  1 > ,  < 2 7 ,  6 6 > ,  < 2 8 ,  9 3 3 > ,  < 2 9 ,  5 2 9 6 > ,  < 3 0 ,  1 4 3 4 6 > ,  < 3 1 ,  2 2 2 6 0 > ,  
< 8 0 ,  8 0 4 4 > ,  < 8 1 ,  4 8 7 3 > ,  < 8 2 ,  1 6 7 8 > ,  < 8 3 ,  3 8 7 > ,  < 8 4 ,  1 4 3 > ,  
< 8 5 ,  6 6 > ,  < 8 6 ,  3 3 > ,  < 8 7 ,  6 >  1  
T i m e :  3 1 1 7 . 4 9 0  
6 . 3  M i n i m u m  W o r d s  
K n o w l e d g e  o f  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  h a v i n g  m i n i m u m  w e i g h t ,  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  
m i n i m u m  w o r d s ,  i s  a  p r e - r e q u i s i t e  f o r  t h e  c u r r e n t  m e t h o d  o f  c o m p u t i n g  o n e  
o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  o f  a  l i n e a r  c o d e ,  i t s  a u t o m o r p h i s m  g r o u p .  
T h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  i s  b o t h  o f  i n t e r e s t  i n  i t s e l f  a n d  p l a y s  a  k e y  r o l e  
i n  e q u i v a l e n c e  t e s t i n g ,  w h i c h  i s  e s s e n t i a l  i n  c l a s s i f i c a t i o n  p r o b l e m s  [ 8 2 1 .  T h e  
m i n i m u m  w o r d  s e t  c a n  a l s o  b e  u s e f u l  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  n e w  g o o d  c o d e s  
( s e e  s e c t i o n  9 . 5 . 2 ) .  
T h e  b e s t  k n o w n  a l g o r i t h m  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  
a  c o d e  i s  a  b a c k t r a c k  a l g o r i t h m  d u e  t o  L e o n  [ 9 7 ] ,  w h o s e  i m p l e m e n t a t i o n  
i s  a v a i l a b l e  i n  s e v e r a l  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  p a c k a g e s  s u c h  a s  M A G M A  a n d  
G U A V A .  L e o n ' s  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  a s  i t s  i n p u t  a  s e t  o f  c o d e w o r d s  w h i c h  a r e  
i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  a c t i o n  o f  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p .  I n  g e n e r a l ,  t h e  i n p u t  
t o  L e o n ' s  a l g o r i t h m  i s  t a k e n  t o  b e  t h e  s e t  o f  m i n i m u m  w o r d s ,  w h i c h  i s  u s u a l l y  
c o m p u t e d  u s i n g  b r u t e  f o r c e .  
C a l c u l a t i n g  t h e  s e t  o f  m i n i m u m  w o r d s  i s  a  s u b s t a n t i a l  ( a n d  o f t e n  d o m i -
n a t i n g )  s t a g e  o f  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  c a l c u l a t i o n .  I f  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  a  
c o d e  m a k e s  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i n f e a s i b l e  t h e n  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  
c a n  n o t  b e  c o m p u t e d  u s i n g  L e o n ' s  a l g o r i t h m .  
A n  a l t e r n a t i v e  t o  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  m i g h t  b e  t o  u s e  A l g o r i t h m  
2 . 4  t o  f i r s t  c o m p u t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a n d  t h e n  c o m p u t e  t h e  w o r d  s e t  
u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 1 .  H o w e v e r ,  t h i s  i n v o l v e s  a  l a r g e  a m o u n t  o f  r e d u n d a n t  
c a l c u l a t i o n .  S o  w h i l e  t h i s  w o u l d  b e  f a s t e r  w a y  t h a n  b r u t e  f o r c e ,  i t  i s  n o t  t h e  
b e s t  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d .  
I n s t e a d ,  a  v a r i a t i o n  o n  A l g o r i t h m  6 . 1  w i l l  b e  d e s c r i b e d  w h i c h  d e t e r m i n e s  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  c o d e  a n d  i t s  m i n i m u m  w o r d  s e t  i n  a  s i n g l e  c a l -
c u l a t i o n .  T h i s  a l g o r i t h m  w i l l  t a k e  a r o u n d  t h e  s a m e  a m o u n t  o f  e f f o r t  a s  
d e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a n d  s o  a l l o w s  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  t o  
b e  c o m p u t e d  f o r  m u c h  l a r g e r  c o d e s  t h a n  w h e n  a  b r u t e  f o r c e  e n u m e r a t i o n  i s  
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A l g o r i t h m  6 . 3 :  M i n i m u m  W o r d s  
/ *  F o r  a n  r n ,  k ,  d l  c o d e  o v e r  I F  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ,  r e t u r n  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  d  a n d  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e  w o r d s  o f  w e i g h t  d .  *  /  
I n p u t :  G  
O u t p u t :  d  a n d  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  d  
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n e c c e s s a r y .  
I n  e s s e n c e ,  t h e  a l g o r i t h m  c o l l e c t s  t h e  w o r d s  o f  t h e  l o w e s t  w e i g h t  e n c o u n -
t e r e d  d u r i n g  t h e  e n u m e r a t i o n .  W h e n  a  c o d e w o r d  i s  e n c o u n t e r e d  w h i c h  h a s  
w e i g h t  l e s s  t h a n  t h e  p r e v i o u s l y  k n o w n  m i n i m u m ,  t h e  o l d  c o l l e c t i o n  i s  d i s -
c a r d e d .  T o  t e r m i n a t e ,  t h e  l o w e r  b o u n d  m u s t  b e  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t ,  s o  t h e  c o m p u t a t i o n  w i l l  b e  s l i g h t l y  l o n g e r  t h a n  s i m p l y  
c a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  T h e  f u l l  d e t a i l s  a r e  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  6 . 3 .  
6 . 7  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w o r d  s e t  o f  
a n  r n ,  k ,  d l l i n e a r  c o d e  o v e r  I F q  u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 3  i s  
W  M i n W o r d , ( n ,  k ,  d ;  q )  =  W  B Z ( n ,  k ,  d  +  1 ;  q ) .  
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T a b l e  6 . 3 :  L o g  W o r k  F a c t o r s  f o r  C o m p u t i n g  t h e  M i n i m u m  W o r d  S e t  
[ n , k , d J  
B r u t e  
A l g o r i t h m  6 . 3  
F o r c e  
[ 1 2 0 ,  3 0 ,  3 4 J  
3 6 . 4 9  3 1 . 5 4  
[ 1 2 0 , 4 0 , 2 8 J  
4 6 . 3 2  
3 6 . 3 8  
[ 1 2 0 , 6 0 , 2 0 J  
6 5 . 9 1  4 3 . 3 5  
P r o o f .  F o l l o w s  s i m i l a r l y  t o  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n 2 . 1 D ,  e x c e p t  t h e  l o w e r  
b o u n d  m u s t  b e  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  d  b e f o r e  t h e  a l g o r i t h m  c a n  t e r m i n a t e .  0  
T h i s  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e  i g n o r e s  o p e r a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  m a n a g i n g  t h e  
m e m o r y  a s s o c i a t e d  w i t h  s t o r i n g  t h e  w o r d  s e t s .  F o r  l a r g e  c o l l e c t i o n s  o f  c o d e -
w o r d s  t h i s  m a y  p l a y  s o m e  r o l e ,  t h o u g h  t h e  a f f e c t  w i l l  b e  t h e  s a m e  f o r  w h i c h e v e r  
a l g o r i t h m  i s  u s e d .  
T h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  a n d  e q u i v a l e n c e  t e s t i n g  i s  n o t  
t h e  o n l y  a p p l i c a t i o n  o f  m i n i m u m  w o r d s .  A n o t h e r  a p p l i c a t i o n  i s  d e s c r i b e d  i n  
s e c t i o n  9 . 5 . 2 ,  w h e r e  t h e  m i n i m u m  w o r d s  a r e  u s e d  i n  a  n e w  c o d e  c o n s t r u c t i o n  
w h i c h  y i e l d s  r e c o r d  b r e a k i n g  c o d e s .  
6 . 4  M i n i m a l  S p a n n i n g  S e t  
A s  w a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  L e o n ' s  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  t h e  
a u t o m o r p h i s m  g r o u p  n o r m a l l y  u s e s  a s  i t s  i n p u t  t h e  s e t  o f  m i n i m u m  w o r d s .  
H o w e v e r ,  w h e n  t h e  m i n i m u m  w o r d  s e t  i s  t o o  s m a l l  ( f o r  e x a m p l e  c o n t a i n i n g  
o n l y  a  s i n g l e  c o d e w o r d )  t h e n  i t  d o e s  n o t  c o n t a i n  e n o u g h  i n f o r m a t i o n  f o r  
L e o n ' s  b a c k t r a c k  a l g o r i t h m  t o  s u c c e s s f u l l y  c o m p u t e  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p .  
T h i s  s i t u a t i o n  i s  n o t  o v e r l y  c o m m o n ,  y e t  i t  h a s  c a u s e d  p r o b l e m s  w i t h  s o m e  
u s e r s  o f  L e o n ' s  i m p l e m e n t a t i o n  i n  M A G M A  [ 8 5 J .  
T h e  c o n d i t i o n s  w h i c h  h a v e  t o  b e  m e t  b y  t h e  i n p u t  s e t  t o  L e o n ' s  a l g o r i t h m  
a r e  t h a t  t h e  a u t o m o r p h i s m  g r o u p  m u s t  a c t  o n  i t  f a i t h f u l l y  a n d  i t  m u s t  s p a n  
t h e  e n t i r e  c o d e .  I f  t h e  r a n k  o f  t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y  t h e  w o r d s  o f  m i n i m u m  
w e i g h t  i s  l e s s  t h a n  k  t h e n  w o r d s  o f  h i g h e r  w e i g h t  m u s t  b e  i n c l u d e d  a s  w e l l .  
T h e  t e r m  m i n i m a l  s p a n n i n g  s e t  w i l l  d e n o t e  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  1 V  o f  w e i g h t  
l e s s  t h a n  e q u a l  t o  B ,  w h e r e  B  i s  t h e  m i n i m u m  v a l u e  s u c h  t h a t  W  s p a n s  t h e  
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A l g o r i t h m  6 . 4 :  M i n i m a l  W o r d s  
/ *  F o r  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e  o v e r  I F  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  C ,  r e t u r n  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  d  a n d  t h e  s e t  o f  m i n i m a l  w e i g h t  c o d e w o r d s  
s p a n n i n g  t h e  c o d e .  *  /  
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e n t i r e  c o d e .  W h e r e  t h e  s e t  o f  m i n i m u m  w o r d s  i s  s u f f i c i e n t l y  l a r g e ,  t h e n  t h e  
m i n i m a l  s p a n n i n g  s e t  i s  j u s t  t h e  m i n i m u m  w o r d  s e t .  
I f  A l g o r i t h m  6 . 3  f a i l s  t o  y i e l d  a  s p a n n i n g  s e t ,  a  s i m p l e  a p p r o a c h  i s  t o  
r e p e a t e d l y  a p p l y  A l g o r i t h m  6 . 1  t o  o b t a i n  s e t s  o f  w o r d s  o f  s u c c e s s i v e l y  h i g h e r  
w e i g h t s .  T h e  p r o b l e m  w i t h  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h a t  i t  i s  v e r y  i n e f f i c i e n t ,  s i n c e  
m u c h  o f  e a c h  c o m p u t a t i o n  w i l l  b e  i d e n t i c a l .  
A n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  i s  t o  c o m p u t e  t h e  m i n i m a l  s p a n n i n g  s e t  i n  a  
s i n g l e  c o m p u t a t i o n .  T h e  u p p e r  b o u n d  B  o n  t h e  w e i g h t  o f  t h e  m i n i m a l  s p a n -
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n i n g  s e t  i s  d e t e r m i n e d  d y n a m i c a l l y ,  b a s e d  o n  t h e  r a n k s  o f  t h e  w o r d s  w h i c h  
a r e  c o l l e c t e d .  T h e  d e t a i l s  a r e  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  6 . 4 .  
N o t e  t h a t  t h e  u n i o n  c o m p u t e d  o n  l i n e  7  o f  A l g o r i t h m  6 . 4  d o e s  n o t  n e e d  t o  
b e  c o m p u t e d  o n  e v e r y  i t e r a t i o n ,  s i n c e  a  b a s i s  f o r  t h e  s p a n  o f  t h e  c o d e w o r d s  
o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  B  c a n  b e  m a i n t a i n e d .  
6 . 8  P r o p o s i t i o n .  T h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m a l  s p a n n i n g  s e t  
o f  a n  r n ,  k ,  d ]  l i n e a r  c o d e  o v e r  I F  q  u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 4  i s  
W  M i n S p a n ( n ,  k ,  B ;  q )  =  W  B Z ( n ,  k ,  B  +  1 ;  q ) .  
P r o o f .  S i m i l a r  t o  P r o p o s i t i o n  6 . 7 .  
o  
T h i s  a l g o r i t h m  i s  n o t  n e e d e d  m o s t  o f  t h e  t i m e  a n d  e x i s t s  o n l y  t o  p r e v e n t  
w o r s t  c a s e  s c e n a r i o s  w h e n  a p p l y i n g  L e o n ' s  a l g o r i t h m .  A  s m a l l  e x a m p l e  i s  
t h e  l e n g t h  2 2  b i n a r y  c o d e  g e n e r a t e d  b y  
G =  
1  1  
1  
1  1  
1  1  
1  1  
1  1  
1  
1  
1  1  
1 1  
1  
1  1 1 1 1  1  
1  
I I I  1 1  1  
1  1  
1  1 1  1  1  1  
1  1  
1  1 1  1  1  
1  1  1 1  1  
1  1  
1 1 1 1 1 1  
1 1 1 1  I I I  
w h i c h  h a s  t h e  w e i g h t  e n u m e r a t o r  
W ( x ,  y )  =  X
2 2  
+  x 2 0 y 2  +  1 3 x
1 8
y
4  +  7 7 x
1 6
y
6  +  3 0 6 x 1 4
y
8  
+  6 2 6 x
1 2
y
l O  +  6 2 6 x
l O
y
1 2  +  3 0 6 x
8
y
1 4  +  7 7 x
6
y 1 6  
+  1 3 x 4 y 1 8  +  x 2 y 2 0  +  y 2 2 ,  
a n d  h e n c e  o n l y  a  s i n g l e  m i n i m u m  w e i g h t  w o r d  ( o f  w e i g h t  2 ) .  A t t e m p t i n g  t o  
u s e  L e o n ' s  b a c k t r a c k  a l g o r i t h m  o n  t h e  m i n i m u m  w o r d  s e t  r e s u l t s  i n  a n  i n f i n i t e  
l o o p .  H o w e v e r ,  A l g o r i t h m  6 . 4  t r i v i a l l y  c o m p u t e s  t h e  m i n i m a l  s p a n n i n g  s e t ,  
i n c o r p o r a t i n g  c o d e w o r d s  o f  w e i g h t s  2 ,  4  a n d  6 .  T h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  
a u t o m o r p h i s m  g r o u p  o f  t h e  c o d e  i s  t h e n  a l m o s t  i n s t a n t a n e o u s .  
1 4 3  
C h a p t e r  7  
I m p l e m e n t a t i o n  
S u m m a r y :  A  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  w i l l  b e  g i v e n  o f  a n  i m p l e m e n -
t a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  T h e  i m p l e m e n t a -
t i o n  d e t a i l s  a l s o  a p p l y  t o  t h e  v a r i a n t s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  
B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s .  I n c l u d e d  
a r e  t h e o r e t i c a l  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  a l g o r i t h m ,  a s  w e l l  a s  s o m e  
p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  d e t a i l s .  
A  m a j o r  n e w  p r a c t i c a l  a d v a n c e  i s  a  m e t h o d  o f  p a c k i n g  v e c t o r s  
o v e r  s m a l l  r i n g s ,  w h i c h  g i v e s  a  s u b s t a n t i a l  s p e e d - u p  f o r  n o n -
b i n a r y  c a l c u l a t i o n s .  T h i s  t e c h n i q u e  a p p l i e s  m o r e  b r o a d l y  t h a n  
j u s t  i n  c o d i n g  t h e o r y ,  a l l o w i n g  e v e n  g r e a t e r  s p e e d - u p s  i n  l i n e a r  
a l g e b r a  o v e r  s m a l l  f i e l d s .  
T h e  d e t a i l s  o f  a n  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  m i n i m u m  
w e i g h t  a l g o r i t h m  ( s e e  s e c t i o n  2 . 3 )  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d .  T h i s  i n c l u d e s  i m -
p r o v e m e n t s  t o  t h e  o r i g i n a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  a s  w e l l  a s  s o m e  l o w  
l e v e l  o p t i m i z a t i o n s .  
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  i s  i n  C  a n d  h a d  i t s  o r i g i n s  i n  a  v e r s i o n  o f  B r o u w e r ' s  
a l g o r i t h m  c o d e d  b y  A l l a n  S t e e l  i n  1 9 9 2 ,  a s  p a r t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  
s y s t e m  M A G M A .  T h i s  i m p l e m e n t a t i o n  w a s  a u g m e n t e d  i n  1 9 9 8  t o  e x c l u s i v e l y  
p e r f o r m  Z i m m e r m a n n ' s  a l g o r i t h m  b y  D a m i e n  F i s h e r .  A s  p a r t  o f  t h e  r e s e a r c h  
f o r  t h i s  t h e s i s  i t  h a s  b e e n  e s s e n t i a l l y  r e - w r i t t e n ,  w i t h  n e w  l o w  l e v e l  o p t i m i z a -
t i o n s  i n t r o d u c e d  a s  w e l l  a s  a l g o r i t h m i c  i m p r o v e m e n t s .  F e e d b a c k  f r o m  u s e r s  
o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  h a s  b e e n  a  v i t a l  p a r t  o f  i t s  d e v e l o p m e n t .  O n e  o f  t h e  
h e a v i e s t  u s e r s ,  M a r k u s  G r a s s l ,  h a s  g i v e n  p a r t i c u l a r l y  h e l p f u l  f e e d b a c k  w h i c h  
h a s  l e a d  t o  a l g o r i t h m i c  r e f i n e m e n t s .  
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F i r s t l y ,  b y  m o r e  f r e q u e n t  u p d a t i n g  o f  t h e  l o w e r  b o u n d ,  t h e  v a s t  m a j o r -
i t y  o f  m i n i m u m  w e i g h t  c a l c u l a t i o n s  t e r m i n a t e  e a r l i e r .  S e c o n d l y ,  a  m e t h o d  
i s  g i v e n  f o r  o b t a i n i n g  o p t i m a l  r a n k  s e q u e n c e s ,  w h i c h  a l s o  r e s u l t s  i n  f a s t e r  
c a l c u l a t i o n s  f o r  m a n y  g o o d  c o d e s .  
I t  w i l l  t h e n  b e  s h o w n  t h a t  t h e r e  i s  n o  n e e d  t o  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  
a l g o r i t h m s  o f  B r o u w e r  a n d  Z i m m e r m a n n .  A  m e t h o d  o f  a c c u r a t e l y  p r e d i c t i n g  
t h e  p o i n t  o f  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  g i v e n ,  a n d  t h i s  i n f o r m a t i o n  i s  
t h e n  u s e d  t o  c h o o s e  w h i c h  m a t r i c e s  t o  e n u m e r a t e .  T h i s  p r o c e s s  c o r r e s p o n d s  
t o  a n  o p t i m a l  c h o i c e  b e t w e e n  t h e  B r o u w e r  a n d  Z i m m e r m a n n  f o r m u l a t i o n s .  
S o m e  l o w  l e v e l  d e t a i l s  a r e  t h e n  g i v e n  r e g a r d i n g  t h e  i m p l e m e n t a t i o n .  M o s t  
s i g n i f i c a n t l y ,  a  n e w  m e t h o d  i s  d e s c r i b e d  f o r  p a c k i n g  v e c t o r s  o v e r  s m a l l  n o n -
b i n a r y  r i n g s ,  w h i c h  o f f e r s  s u b s t a n t i a l  s p e e d  u p  o v e r  s t a n d a r d  m e t h o d s .  T h i s  
i s  f o l l o w e d  b y  a  d e s c r i p t i o n  o f  a n  e f f i c i e n t  m e t h o d  f o r  e n u m e r a t i n g  v e c t o r s  
a n d  a  m e t h o d  t o  p a r a l l e l i z e  t h e  c o m p u t a t i o n s .  
E v e r y t h i n g  d i s c u s s e d  i n  t h i s  c h a p t e r  a p p l i e s  e q u a l l y  t o  t h e  a l g o r i t h m s  
g i v e n  i n  c h a p t e r s  3 ,  5 ,  4  a n d  6 ,  a n d  i n  f a c t  t h e s e  a l g o r i t h m s  s h a r e  m u c h  
c o m m o n  c o d e .  T h e  d e g r e e  t o  w h i c h  t h e  i d e a s  d e s c r i b e d  h e r e  a r e  n e w  i s  d i f -
f i c u l t  t o  a s c e r t a i n ,  s i n c e  t h e r e  d o  n o t  s e e m  t o  b e  o t h e r  p u b l i c a l l y  a v a i l a b l e  
i m p l e m e n t a t i o n s  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n  a l g o r i t h m .  T h e  o n l y  o t h e r  i m -
p l e m e n t a t i o n s  k n o w n  a r e  t h o s e  p r o d u c e d  i n  a  p r o j e c t  k n o w n  a s  C Q u e s t  [ 1 1 9 J  
a n d  o n e  i n c l u d e d  i n  t h e  b o o k  " E r r o r  C o r r e c t i n g - L i n e a r  C o d e s :  C l a s s i f i c a t i o n  
b y  I s o m e t r y  a n d  A p p l i c a t i o n s "  [ 1 3 ] ,  w h i c h  i s  y e t  t o  b e  p u b l i s h e d .  T h e  s o u r c e  
c o d e  o f  n e i t h e r  h a s  b e e n  m a d e  p u b l i c ,  t h o u g h  s o m e  e x p e r i m e n t a t i o n  w i t h  a  
w e b - v e r s i o n  o f  t h e  l a t t e r  [ 1 2 J  s u g g e s t s  t h a t  f e w  ( i f  a n y )  o f  t h e  i m p r o v e m e n t s  
d e s c r i b e d  h e r e  a r e  u s e d .  
7 . 1  U p d a t i n g  o f  t h e  L o w e r  B o u n d  
I n  t h e  o r i g i n a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  ( A l g o -
r i t h m s  2 . 2  a n d  2 . 4 )  t h e  l o w e r  b o u n d  i s  u p d a t e d  a t  t h e  c o n c l u s i o n  o f  e a c h  
s t a g e ,  f o l l o w i n g  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  e v e r y  g e n e r a t o r  m a t r i x .  H o w e v e r ,  t h e  
l o w e r  b o u n d  i s  a  s u m m a t i o n  o f  i n d e p e n d e n t  b o u n d s  o n  d i s j o i n t  s e t s ,  e a c h  
a s s o c i a t e d  w i t h  a  s i n g l e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  T h e  l o w e r  b o u n d  a s s o c i a t e d  w i t h  
e a c h  m a t r i x  c a n  b e  u p d a t e d  i m m e d i a t e l y  a f t e r  i t  h a s  b e e n  e n u m e r a t e d ,  r a t h e r  
t h a t  w a i t i n g  u n t i l  t h e  e n t i r e  s t a g e  i s  c o m p l e t e .  A  v e r s i o n  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  u s i n g  m o r e  f r e q u e n t  u p d a t i n g  i s  d e s c r i b e d  i n  A l g o -
r i t h m  7 . l .  
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A l g o r i t h m  7 . 1 :  F i n e r  L o w e r  B o u n d  S t e p p i n g  
/ *  A  v a r i a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  A l g o r i t h m ,  w h e r e  t h e  
l o w e r  b o u n d  i s  u p d a t e d  m o r e  r e g u l a r l y .  *  /  
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S i n c e  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s  w h e n  t h e  l o w e r  
b o u n d  r e a c h e s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t ,  i n e r e m e n t i n g  t h e  l o w e r  b o u n d  m o r e  
f r e q u e n t l y  m e a n s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e a r l i e r  t e r m i n a t i o n .  T h e  l o w e r  b o u n d  w i l l  
b e  i d e n t i c a l  a t  t h e  c o m p l e t i o n  o f  e a c h  s t a g e ,  s o  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  
t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  ' P .  H o w e v e r ,  i t  i s  o f t e n  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  n u m b e r  
o f  m a t r i c e s  w h i c h  a r e  e n u m e r a t e d  d u r i n g  t h e  f i n a l  s t a g e  ' P ,  w h i c h  c a n  l e a d  t o  
a  s u b s t a n t i a l  r e d u c t i o n  i n  t h e  t o t a l  w o r k  p e r f o r m e d .  
T a b l e  7 . 1  i l l u s t r a t e s  t h i s  o n  a  s m a l l  e x a m p l e .  B y  i n c r e m e n t i n g  t h e  l o w e r  
b o u n d  m o r e  f r e q u e n t l y ,  t h e  a l g o r i t h m  i s  a b l e  t o  t e r m i n a t e  a f t e r  e n u m e r a t i n g  
o n l y  o n e  g e n e r a t o r  m a t r i x  a t  s t a g e  r  =  4 .  S i n c e  m o s t  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  
i s  p e r f o r m e d  i n  t h e  f i n a l  s t a g e ,  t h e  w o r k  f a c t o r  f o r  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  i s  h a l v e d .  
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T a b l e  7 . 1 :  F r e q u e n t  U p d a t i n g  o n  a  [ 4 8 , 1 2 , 1 7 ]  B i n a r y  C o d e  
\  r  
t  
O l d  I m p r o v e d  
d
1  
l W  d
1  
l W  
1  1  4  8 . 7 5  5  8 . 7 5  
2  4  8 . 7 5  
6  
8 . 7 5  
3  4  
8 . 7 5  
7  
8 . 7 5  
4  8  
8 . 7 5  
8  
8 . 7 5  
2  1  8  1 1 . 2 1  9  
1 1 . 2 1  
2  
8  
1 1 . 2 1  1 0  1 1 . 2 1  
3  8  1 1 . 2 1  1 1  
1 1 . 2 1  
4  1 2  1 1 . 2 1  1 2  1 1 . 2 1  
3  1  
1 2  1 2 . 9 5  1 3  1 2 . 9 5  
2  1 2  1 2 . 9 5  1 4  
1 2 . 9 5  
3  
1 2  1 2 . 9 5  1 5  
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T h e  i m p r o v e m e n t  t h i s  o f f e r s  i s  i n c o n s i s t e n t ,  d e p e n d i n g  q u i t e  s u b t l e t y  
u p o n  w h e n  t h e  l o w e r  b o u n d  r e a c h e s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  S o m e  e x a m p l e s  o f  
t h e  i m p a c t  o f  u s i n g  m o r c  f r c q u c n t  u p d a t i n g  o n  d i f f e r e n t  s i z e d  c o d c s  i s  g i v e n  
i n  T a b l e  7 . 2 .  
7 . 2  M o d u l a r  C o n d i t i o n s  
W h e n  r e s t r i c t i o n s  a r e  k n o w n  o n  t h e  p o s s i b l e  w e i g h t s  o f  c o d e w o r d s ,  a n y  l o w e r  
b o u n d s  c a n  b e  i n c r e a s e d  t o  m a t c h  t h e  n e x t  a l l o w e d  w e i g h t .  O n e  t y p e  o f  r e -
s t r i c t i o n  o n  c o d e w o r d  w e i g h t s  a r e  m o d u l a r  c o n d i t i o n s ,  w h i c h  o c c u r  c o m m o n l y  
a n d  w h i c h  a r e  t r i v i a l  t o  i d e n t i f y .  
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T a b l e  7 . 2 :  I m p a c t  o f  F r e q u e n t  I n c r e m e n t i n g  
[ n ,  k ,  d ]  1 1  S t a n d a r d  U p d a t i n g  1  F r e q u e n t  U p d a t i n g  1  
[ 8 1 , 2 7 , 2 2 ]  I W  =  2 7 . 6 3  I W  =  2 6 . 7 4  
[ 1 7 5 , 3 5 , 5 2 ]  
I W  =  3 7 . 5 4  I W  =  3 6 . 8 4  
[ 1 7 2 , 4 3 , 4 5 ]  
I W  =  4 1 . 9 8  I W  =  4 0 . 9 4  
[ 2 1 5 , 4 3 , 6 1 ]  
I W  =  4 4 . 2 1  I W  =  4 3 . 1 7  
[ 1 8 6 , 4 7 , 4 8 ]  I W  =  4 5 . 2 8  
I W  =  4 4 . 6 7  
A n  e v e n  c o d e  i s  o n e  i n  w h i c h  e v e r y  c o d e w o r d  h a s  w e i g h t  d i v i s i b l e  b y  t w o .  
H e n c e ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d  o f  a n  e v e n  c o d e  s a t i s f i e s  d  =  0  m o d  2  a n d  a n y  
o d d  l o w e r  b o u n d  c a n  b e  r o u n d e d  u p  b y  o n e .  I d e n t i f y i n g  e v e n  b i n a r y  c o d e s  
i s  t r i v i a l ,  a s  s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .  
7 . 1  L e m m a  ( E v e n  B i n a r y  C o d e s ) .  A  b i n a r y  c o d e  g e n e r a t e d  b y  G  i s  e v e n  i f  
a n d  o n l y  i f  e a c h  r o w  o f  G  h a s  e v e n  w e i g h t .  
P r o o f .  T h e  s u m  o f  a n y  t w o  e v e n  w e i g h t  b i n a r y  v e c t o r s  h a s  e v e n  w e i g h t .  D  
A  d o u b l y - e v e n  c o d e  i s  o n e  i n  w h i c h  e v e r y  c o d e w o r d  h a s  w e i g h t  d i v i s i b l e  
b y  f o u r .  A n y  l o w e r  b o u n d  w h i c h  i s  n o t  d i v i s i b l e  b y  f o u r  c a n  h e n c e  b e  i n c r e -
m e n t e d  u p  t o  t h e  n e a r e s t  m u l t i p l e  o f  f o u r .  I d e n t i f y i n g  d o u b l y - e v e n  b i n a r y  
c o d e s  r e q u i r e s  m o r e  c o m p u t a t i o n  t h a n  i d e n t i f y i n g  e v e n  b i n a r y  c o d e s ,  b u t  t h e  
a m o u n t  o f  w o r k  i s  s t i l l  t r i v i a l  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  e n u m e r a t i o n  i n v o l v e d  i n  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  
7 . 2  L e m m a  ( D o u b l y - E v e n  B i n a r y  C o d e s ) .  A  b i n a r y  c o d e  g e n e r a t e d  b y  G  i s  
d o u b l y - e v e n  i f  a n d  o n l y  i f  e a c h  r o w  o f  G  h a s  w e i g h t  d i v i s i b l e  b y  f o u r  a n d  t h e  
s u m  o f  a n y  t w o  r o w s  o f  G  h a s  w e i g h t  d i v i s i b l e  b y  f o u r .  
P r o o f .  T h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  s u m  o f  a n y  t w o  d o u b l y - e v e n  v e c t o r s  i s  d o u b l y -
e v e n  i s  e q u i v a l e n t  t o  r e q u i r i n g  t h a t  t h e i r  s u p p o r t s  i n t e r s e c t  a t  a n  e v e n  n u m b e r  
o f  c o o r d i n a t e s .  G i v e n  d o u b l y - e v e n  v e c t o r s  v "  V 2  a n d  V 3  s u c h  t h a t  
I  S U P P ( V i )  n  s u p p ( V j ) I  =  0  m o d  2  
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f o r  e a c h  i  a n d  j ,  t h e n  
1  S U P P ( V l )  n  S U P P ( V 2  +  v 3 ) 1  =  1  s u p p ( v d  n  S U P P ( V 2 ) 1  
+  1  S U P P ( V l )  n  s u p p ( v 3 ) 1  
- 2 1  S U P P ( V 2 )  n  S U P P ( V 3 ) 1  
=  0  m o d  2 .  
A p p l i e d  r e c u r s i v e l y ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  a n y  s u m  o f  g e n e r a t o r s  w i l l  h a v e  d o u b l y -
e v e n  w e i g h t .  0  
E v e n  a n d  d o u b l y - e v e n  b i n a r y  c o d e s  a r e  v e r y  c o m m o n .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  
d a t a b a s e  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9  c o n t a i n s  o v e r  t h i r t y  
t h o u s a n d  b i n a r y  c o d e s ,  o f  w h i c h  a r o u n d  7 5 %  a r e  e v e n  a n d  a r o u n d  2 5 %  o f  
t h o s e  a r e  d o u b l y - e v e n .  A n  e x a m p l e  o f  t h e  i m p a c t  o f  u s i n g  t h e s e  m o d u l a r  
c o n d i t i o n s  i s  g i v e n  i n  T a b l e  7 . 3 ,  w h e r e  t h e  f a c t  t h a t  a  [ 5 7 , 1 9 , 1 6 ]  c o d e  i s  
d o u b l y - e v e n  m a k e s  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  a l m o s t  f o u r  t i m e s  
f a s t e r .  
C o d e s  w h i c h  a r e  n o t  d o u b l y - e v e n ,  b u t  w h i c h  w h e n  e x t e n d e d  w i t h  a  p a r i t y  
c h e c k  b i t  b e c o m e  d o u b l y - e v e n ,  a l s o  f o r c e  c o n d i t i o n s  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  
I n  t h e s e  c a s e s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  d  m u s t  s a t i s f y  d  =  0  o r  3  m o d  4  a n d  t h i s  
c a n  b e  u s e d  s i m i l a r l y  t o  i m p r o v e  l o w e r  b o u n d s .  
C o n d i t i o n s  a l s o  e x i s t  f o r  n o n - b i n a r y  c o d e s .  O v e r  I F . ,  e v e n  c o d e s  c a n  b e  
d e t e c t e d  b y  m a p p i n g  t o  a n  i s o m o r p h i c  b i n a r y  c o d e .  T h e  c o n c a t e n a t i o n  
1  
o f  
a n y  c o d e  o v e r  I F .  w i t h  t h e  b i n a r y  c o d e  g e n e r a t e d  b y  
(  
1  0  1 )  
o  1  1  
m a p s  e a c h  c o d e w o r d  t o  a  b i n a r y  v e c t o r  w i t h  d o u b l e  t h e  w e i g h t .  T h e  c o d e  
o v e r  I F .  i s  t h u s  e v e n  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  b i n a r y  i m a g e  i s  d o u b l y - e v e n ,  w h i c h  
c a n  b e  e a s i l y  d e t e r m i n e d  u s i n g  L e m m a  7 . 2 .  I n  t h e  b e s t  k n o w n  l i n e a r  c o d e s  
d a t a b a s e  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 ,  a r o u n d  1 5 %  o f  t h e  c o d e s  o v e r  I F  4  a r e  e v e n .  
A  m o d u l a r  c o n d i t i o n  c a n  a l s o  b e  f o u n d  o n  t h e  w e i g h t s  o f  c o d e w o r d s  f r o m  
s e l f - o r t h o g o n a l  c o d e s  o v e r  I F  3 .  
7 . 3  L e m m a  ( S e l f - O r t h o g o n a l  T e r n a r y  C o d e s ) .  A  s e l f - o r t h o g o n a l  c o d e  o v e r  
I F  3  h a s  c o d e w o r d s  w h o s e  w e i g h t s  a r e  a l l  d i v i s i b l e  b y  3 .  
l C o n c a t e n a t i o n  i s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  9 . 4 . 1 0 .  
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T a b l e  7 . 3 :  A  D o u b l y  E v e n  [ 5 7 , 1 9 , 1 6 ]  B i n a r y  C o d e .  
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n
)  o v e r  I F  3  s a t i s f i e s  
v  .  v  =  L  v ;  m o d  3  
= L 1 m o d 3  
v , , ' o  
=  w ( v )  m o d  3 .  
I W  
9 . 5 0  
9 . 5 0  
9 . 5 0  
1 2 . 6 7  
1 2 . 6 7  
1 2 . 6 7  
1 5 . 1 7  
1 5 . 1 7  
1 5 . 1 7  
1 7 . 1 7  
1 8 . 0 9  
S e l f - o r t h o g o n a l i t y  i m p l i e s  t h a t  a l l  c o d e w o r d s  v  s a t i s f y  v  .  v  =  0  a n d  h e n c e  
w ( v )  =  0  m o d  3 .  0  
1 5 0  
7 . 3  P e r m u t i n g  t h e  G e n e r a t o r  M a t r i x  
I n  e a c h  o f  t h e  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e s  t h a t  h a v e  b e e n  g i v e n  t h r o u g h o u t  t h i s  
t h e s i s  i t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t  a  s e q u e n c e  o f  m a t r i c e s  w i t h  o p t i m a l  r e l a t i v e  
r a n k s  h a s  b e e n  o b t a i n e d .  H o w e v e r ,  t h e  p r o c e d u r e  g i v e n  b y  Z i m m e r m a n n  
i n  A l g o r i t h m  2 . 3  m a y  n o t  d i r e c t l y  y i e l d  s u c h  a  s e q u e n c e  a n d  g i v e s  v e r y  b a d  
r a n k  d e f i c i t s  f o r  c e r t a i n  i n p u t  m a t r i c e s .  T h i s  p r o b l e m  i s  o f t e n  w o r s e  f o r  c o d e s  
c o n s t r u c t e d  a l g e b r a i c a l l y ,  s i n c e  l i n e a r  d e p e n d e n c i e s  a r i s e  b e t w e e n  c o l u m n s  i n  
t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  
B a d  r a n k  s e q u e n c e s  h a v e  a  n e g a t i v e  a f f e c t  o n  t h e  r u n t i m e  o f  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  s i n c e  t h e y  r e s u l t  i n  s l o w e r  g r o w t h  o f  t h e  l o w e r  
b o u n d .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  c a n n o t  t e r m i n a t e  u n t i l  a  l a t e r  s t a g e  
a n d  s i n c e  t h e  a m o u n t  o f  e n u m e r a t i o n  p e r f o r m e d  a t  e a c h  s t a g e  d r a m a t i c a l l y  
i n c r e a s e s ,  t h i s  c a n  l e a d  t o  m u c h  l o n g e r  r u n t i m e s .  I n  t h e  e x a m p l e  s h o w n  i n  
T a b l e  7 . 4  a  r a n k  d e f i c i t  o f  2  o n  o n e  o f  t h e  m a t r i c e s  m e a n s  t h a t  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  f o u r  t i m e s  s l o w e r  t h a n  w o u l d  o t h e r w i s e  h a v e  b e e n  
t h e  c a s e .  
T h e  s o l u t i o n  i s  t o  p e r f o r m  A l g o r i t h m  2 . 3  o n  r a n d o m  c o l u m n  p e r m u t a -
T a b l e  7 . 4 :  B a d  R a n k  S e q u e n c e  o n  a  [ 4 4 , 2 2 ,  1 0 ]  B i n a r y  C o d e  
R a n k s :  2 2 , 2 2  2 2 , 2 0  
r  i  d
1  
I W  
d !  
I W  
1  
1  
3  
8 . 9 2  2  8 . 9 2  
2  4  8 . 9 2  2  8 . 9 2  
2  1  5  1 2 . 3 1  3  
1 2 . 3 1  
2  6  1 2 . 3 1  4  1 2 . 3 1  
3  
1  
7  
1 5 . 0 5  
5  
1 5 . 0 5  
2  
8  
1 5 . 0 5  
6  
1 5 . 0 5  
4  1  9  1 7 . 3 0  7  1 7 . 3 0  
2  1 0  1 7 . 3 0  8  
1 7 . 3 0  
5  
1  9  
1 9 . 1 4  
2  
1 0  1 9 . 1 4  
T o t a l  I W  
1 8 . 6 1  2 0 . 5 7  
1 5 1  
t i o n s  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  F o r  a n  r n ,  k ,  d l  l i n e a r  c o d e ,  t h e  o p t i m a l  r a n k  
s e q u e n c e  i s  l  n /  k  J  m a t r i c e s  o f  f u l l  r e l a t i v e  r a n k  a n d  o n e  r e m a i n i n g  m a t r i x  o f  
r e l a t i v e  r a n k  n  m o d  k .  I f  a  s e q u e n c e  o f  t h i s  t y p e  e x i s t s  ( w h i c h  i s  n o r m a l l y  t h e  
c a s e )  t h e n  i t  w i l l  a l m o s t  a l w a y s  b e  f o u n d  a f t e r  o n l y  a  f e w  p e r m u t a t i o n s  o f  t h e  
c o l u m n s .  I f  s u c h  a  r a n k  s e q u e n c e  h a s  n o t  b e e n  f o u n d  a f t e r  a p p l y i n g  a  s m a l l  
n u m b e r  o f  r a n d o m  p e r m u t a t i o n s ,  t h e  b e s t  s e q u e n c e  o f  m a t r i c e s  e n c o u n t e r e d  
a r e  u s e d .  
7 . 4  T e r m i n a t i o n  P r e d i c t i o n  
T h e  s t a g e  a t  w h i c h  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s  d e p e n d s  
u p o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t ,  s u g g e s t i n g  t h a t  t h e  r u n t i m e  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  
i m p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  w i t h o u t  f i r s t  k n o w i n g  t h e  r e s u l t .  D u r i n g  a  c o m p u t a t i o n ,  
w h e t h e r  t h e  l o w e s t  e n c o u n t e r e d  w e i g h t  i s  a c t u a l l y  t h e  t r u e  m i n i m u m  c a n n o t  
b e  k n o w n  u n t i l  t h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s .  H o w e v e r ,  i n  p r a c t i c e  t h e  u p p e r  
b o u n d  t e n d s  t o  c o n v e r g e  q u i c k l y  o n  t h e  t r u e  m i n i m u m  w e i g h t .  
B a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  l o w e s t  e n c o u n t e r e d  w e i g h t  i s  t h e  t r u e  
m i n i m u m ,  a  p r e d i c t i o n  a s  t o  w h e n  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  t e r m i n a t e  c a n  b e  m a d e .  
T h i s  i s  d o n e  b y  p r e c a l c u l a t i n g  t h e  l o w e r  b o u n d s  w h i c h  w i l l  o c c u r  a t  e a c h  s t a g e  
o f  t h e  a l g o r i t h m .  T h e  p o i n t  a t  w h i c h  t h e  l o w e r  b o u n d  r e a c h e s  t h e  c u r r e n t  
u p p e r  b o u n d  i s  t h e  p o i n t  a t  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  i s  p r e d i c t e d  t o  t e r m i n a t e .  
I f  n o  c o d e w o r d s  o f  l o w e r  w e i g h t  a r e  e n c o u n t e r e d  d u r i n g  t h e  r e m a i n i n g  
s t a g e s  o f  e n u m e r a t i o n ,  t h e n  t h i s  p r e d i c t i o n  i s  a c c u r a t e .  H o w e v e r ,  e a c h  t i m e  
a  l o w e r  w e i g h t  c o d e w o r d  i s  e n c o u n t e r e d  t h i s  e s t i m a t e  n e e d s  t o  b e  r e v i s e d .  A s  
h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d ,  i n  t h e  m a j o r i t y  o f  c a s e s  a n  a c c u r a t e  e s t i m a t e  i s  
a c h i e v e d  r e l a t i v e l y  e a r l y  o n .  
G i v e n  a  p r e d i c t i o n  o f  t h e  s t a g e  a t  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  t e r m i n a t e ,  a  
f u r t h e r  e s t i m a t e  c a n  b e  m a d e  o f  t h e  l i k e l y  r u n t i m e  o f  t h e  c o m p u t a t i o n .  B y  
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  w o r k  p e r f o r m e d  u p  t o  t h e  c u r r e n t  p o i n t  a n d  t h e  t o t a l  
C P U  t i m e  u s e d ,  t h e  p r e d i c t e d  r e m a i n i n g  w o r k  f a c t o r  c a n  b e  u s e d  t o  g i v e  a n  
e s t i m a t e  o f  t h e  C P U  t i m e  f o r  t h e  e n t i r e  c a l c u l a t i o n .  T h i s  i s  v e r y  u s e f u l  i n  t h e  
c a s e  o f  l o n g  c o m p u t a t i o n s ,  s i n c e  t h e  n o n - l i n e a r  g r o w t h  i n  t h e  w o r k  p e r f o r m e d  
a t  s u c c e s s i v e  s t a g e s  c a n  m a k e  t h e  r u n t i m e  d i f f i c u l t  t o  p r e d i c t  i n t u i t i v e l y .  
A n  e x a m p l e  i s  g i v e n  b e l o w  o f  t h e  o u t p u t  p r o d u c e d  w h e n  c a l c u l a t i n g  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  [ 1 7 0 , 3 4 , 5 0 1  c o d e .  T h e  t e r m i n a t i o n  p r e d i c t i o n  i s  u p -
d a t e d  e a c h  t i m e  a  l o w e r  w e i g h t  c o d e w o r d  i s  d i s c o v e r e d  a n d  b e c o m e s  a c c u r a t e  
d u r i n g  s t a g e  r  =  4 .  A f t e r  s t a g e  ' r  =  6  t h e r e  h a s  b e e n  a  s u f f i c i e n t  a m o u n t  o f  
1 5 2  
C P U  t i m e  t o  m a k e  a n  e s t i m a t e  o f  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  c o m p u t a t i o n .  W i t h  
o n l y  2 %  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  c o m p l e t e ,  t h e  p r e d i c t e d  t e r m i n a t i o n  t i m e  i s  v e r y  
a c c u r a t e .  T h e  i m p o r t a n t  o u t p u t  l i n e s  a r e  h i g h l i g h t e d .  
L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  o f  l e n g t h  1 7 0  w i t h  3 4  g e n e r a t o r s .  
L o w e r  B o u n d :  1 ,  U p p e r  B o u n d :  1 3 7  
U s i n g  c o n g r u e n c e  d  m o d  2  =  0  
C o n s t r u c t e d  5  d i s t i n c t  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  
R e l a t i v e  R a n k s :  3 4  3 4  3 4  3 4  3 4  
T i m e  T a k e n :  0 . 0 0  
S t a r t i n g  s e a r c h  f o r  l o w  w e i g h t  c o d e w o r d s  . . .  ( r e s e t  t i m i n g s )  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  1  g e n e r a t o r  a t  a  t i m e :  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  7 2 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  6 ,  u p p e r  =  7 2 .  E l a p s e d :  O . O O s  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  5 8 ,  t i m e  0 . 0 0  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  5 6 ,  t i m e  0 . 0 0  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  5 4 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  8 ,  u p p e r  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  8 ,  u p p e r  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  =  1 0 ,  u p p e r  =  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  5 :  l o w e r  1 0 ,  u p p e r  =  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 0  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  3  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  2  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  1 2 ,  u p p e r  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  1 2 ,  u p p e r  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  1 4 ,  u p p e r  =  5 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  5 2 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  =  1 4 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  5 :  l o w e r  =  1 6 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O O s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 0  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  1  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  3  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1  :  
l o w e r  =  1 6 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
2 :  l o w e r  1 8 ,  u p p e r  
5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  
l o w e r  =  1 8 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  2 0 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  
O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
5 :  l o w e r  2 0 ,  u p p e r  
5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 0  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  1  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  4  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
1 5 3  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  2 2 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  2 2 ,  u p p e r  =  5 2 .  E l a p s e d :  O . O l s  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  6 0 ,  t i m e  0 . 0 1  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  2 4 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  =  2 4 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  O . O l s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  5 :  l o w e r  =  2 6 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 2 s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  9  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  4  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  5  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  2 6 ,  u p p e r  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 3 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  2 8 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 4 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  2 8 ,  u p p e r  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 5 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  3 0 ,  u p p e r  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 6 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  5 :  l o w e r  =  3 0 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 0 7 s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  9  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  4  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  6  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  3 2 ,  u p p e r  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 1 3 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  3 2 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 1 8 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  3 4 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 2 4 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  3 4 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 2 9 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  5 :  l o w e r  =  3 6 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  0 . 3 5 s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  a t  1 4  s  w i t h  9  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  4  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  7  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  9  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1  :  l o w e r  4 6 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  7 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  4 8 ,  u p p e r  5 0 .  E l a p s e d :  9 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  4 8 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  
1 2 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  4 :  l o w e r  5 0 ,  u p p e r  =  5 0 .  E l a p s e d :  1 4 s  
F i n a l  R e s u l t s :  l o w e r  =  5 0 ,  u p p e r  =  5 0 ,  T o t a l  t i m e :  1 4 . 6 0  
5 0  
7 . 5  D i s c a r d i n g  L o w  R a n k  M a t r i c e s  
T h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s ,  t h e  a l g o r i t h m  o f  B r o u w e r  p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 ,  
a n d  t h e  v a r i a t i o n  d u e  t o  Z i m m e r m a n n  p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  2 . 3 ,  h a v e  b e e n  
j o i n t l y  d e s c r i b e d  a s  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  I n  B r o u w e r ' s  o r i g i -
n a l  v e r s i o n  o n l y  m a t r i c e s  w i t h  d i s j o i n t  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  u s e d ,  w h i l e  Z i m m -
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e r m a n n ' s  v a r i a t i o n  u s e s  s u f f i c i e n t  m a t r i c e s  t o  e n s u r e  t h a t  e a c h  c o l u m n  p o s i -
t i o n  i s  c o n t a i n e d  i n  a t  l e a s t  o n e  i n f o r m a t i o n  s e t .  E a c h  a l g o r i t h m  i s  s u p e r i o r  
i n  d i f f e r e n t  c i r c u m s t a n c e s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o d e  a s  w e l l  
a s  t h e  r e l a t i v e  r a n k  s e q u e n c e  i n  Z i m m e r m a n n ' s  a d a p t i o n .  
H o w e v e r ,  B r o u w e r ' s  a l g o r i t h m  i s  j u s t  a  s p e c i a l  c a s e  o f  Z i m m e r m a n n ' s  
a d a p t i o n  w h e r e  a n y  m a t r i c e s  w i t h  n o n - z e r o  r a n k  d e f i c i t  a r e  d i s c a r d e d .  I n -
s t e a d  o f  e i t h e r  k e e p i n g  a l l  m a t r i c e s  r e g a r d l e s s  o f  t h e i r  r a n k  d e f i c i t  ( Z i m m e r -
m a n n )  o r  d i s c a r d i n g  a l l  m a t r i c e s  w i t h  n o n - z e r o  r a n k  d e f i c i t  ( B r o u w e r ) ,  t h e  
o p t i m a l  s t r a t e g y  l i e s  s o m e w h e r e  i n  b e t w e e n .  
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e c i d e  w h i c h  m a t r i c e s  t o  d i s c a r d  a n d  w h i c h  t o  u s e  i n  
t h e  e n u m e r a t i o n .  U s i n g  a n  i d e a  o f  M a r k u s  G r a s s l ,  r a t h e r  t h a n  t r y i n g  t o  
m a k e  t h i s  d e c i s i o n  b e f o r e  t h e  c o m p u t a t i o n  b e g i n s  i t  i s  b e t t e r  d o n e  a s  t h e  
c o m p u t a t i o n  p r o c e e d s .  T h i s  c a n  b e  a c h i e v e d  b y  m a i n t a i n i n g  a n  u p d a t e d  
t e r m i n a t i o n  p r e d i c t i o n  ( d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ) .  I f  a  m a t r i x  h a s  
r a n k  d e f i c i t  k
d e f  
t h e n  i t  w i l l  o n l y  c o n t r i b u t e  t o  t h e  l o w e r  b o u n d  a t  s t a g e  k d e f .  
H e n c e ,  i f  t h e  p r e d i c t e d  t e r m i n a t i o n  p a r a m e t e r  f  i s  l e s s  t h a n  k d e f  t h e n  t h e  
m a t r i x  w i l l  n e v e r  c o n t r i b u t e  t o  t h e  l o w e r  b o u n d  a n d  s h o u l d  b e  d i s c a r d e d .  
C a l c u l a t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  b i n a r y  [ 1 5 4 , 4 2 ,  3 9 J  c o d e  i s  n o n -
t r i v i a l  a n d  t a k e s  a r o u n d  h a l f  a n  h o u r  o n  a n  2 . 4  G H z  A M D  O p t e r o n  1 5 0  
p r o c e s s o r  ( s h o w n  i n  t h e  e x a m p l e  o u t p u t  b e l o w ) .  T h e  c a l c u l a t i o n  b e g i n s  w i t h  
f o u r  g e n e r a t o r  m a t r i c e s ,  t h o u g h  a f t e r  v e r y  l i t t l e  e n u m e r a t i o n  t h i s  i s  r e d u c e d  
t o  t h r e e .  O n c e  a  c o d e w o r d  o f  w e i g h t  4 4  i s  e n c o u n t e r e d  t h e  p r e c a l c u l a t e d  
s e q u e n c e  o f  l o w e r  b o u n d s  i m p l i e s  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  t e r m i n a t e  b e f o r e  
t h e  m a t r i x  o f  r e l a t i v e  r a n k  2 8  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  l o w e r  b o u n d .  I t  i s  t h e r e f o r e  
d i s c a r d e d ,  r e s u l t i n g  i n  a  2 5 %  r e d u c t i o n  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e .  
L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  o f  l e n g t h  1 5 4  w i t h  4 2  g e n e r a t o r s .  
L o w e r  B o u n d :  1 ,  U p p e r  B o u n d :  1 1 3  
C o n s t r u c t e d  4  d i s t i n c t  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  
R e l a t i v e  R a n k s :  4 2  4 2  4 2  2 8  
T i m e  T a k e n :  0 . 0 1  
S t a r t i n g  s e a r c h  f o r  l o w  w e i g h t  c o d e w o r d s  . . .  ( r e s e t  t i m i n g s )  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  1  g e n e r a t o r  a t  a  t i m e :  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  6 5 ,  t i m e  0 . 0 0  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  5 2 ,  t i m e  0 . 0 0  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  4 7 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  4 ,  u p p e r  =  4 7 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  5 ,  u p p e r  =  4 7 .  E l a p s e d :  O . O O s  
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N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  4 4 ,  t i m e  0 . 0 0  
D i s c a r d i n g  n o n - c o n t r i b u t i n g  r a n k  2 8  m a t r i x  
N e w  R e l a t i v e  R a n k s :  4 2  4 2  4 2  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  6 ,  u p p e r  =  4 4 .  E l a p s e d :  O . O O s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 4  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  2  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  2  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  4 3 ,  t i m e  0 . 0 0  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  4 2 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  7 ,  u p p e r  =  4 2 .  E l a p s e d :  O . O O s  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  4 0 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  8 ,  u p p e r  =  4 0 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  9 ,  u p p e r  =  4 0 .  E l a p s e d :  O . O O s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 3  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  1  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  3  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  1 :  l o w e r  =  1 0 ,  u p p e r  =  4 0 .  E l a p s e d :  O . O O s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  2 :  l o w e r  =  1 1 ,  u p p e r  =  4 0 .  E l a p s e d :  O . O O s  
N e w  c o d e w o r d  i d e n t i f i e d  o f  w e i g h t  3 9 ,  t i m e  0 . 0 0  
C o m p l e t e d  M a t r i x  3 :  l o w e r  =  1 2 ,  u p p e r  =  3 9 .  E l a p s e d :  O . O O s  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  w i t h  1 2  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  3  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  4  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  6  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
l o w e r  =  1 9 ,  u p p e r  =  3 9 .  E l a p s e d :  0 . 2 5 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
1 :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
2 :  
l o w e r  =  2 0 ,  u p p e r  =  3 9 .  E l a p s e d :  0 . 4 3 s  
3 :  
l o w e r  =  2 1 ,  u p p e r  =  3 9 .  E l a p s e d :  0 . 6 1 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
T e r m i n a t i o n  p r e d i c t e d  a t  1 8 6 1  s  ( 3 1  m  1  s )  
w i t h  1 2  g e n e r a t o r s  a t  m a t r i x  3  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  7  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
E n u m e r a t i n g  u s i n g  1 2  g e n e r a t o r s  a t  a  t i m e :  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
1  :  
l o w e r  =  3 7 ,  u p p e r  
3 9 .  E l a p s e d :  1 1 0 1 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
2 :  
l o w e r  =  3 8 ,  u p p e r  =  3 9 .  E l a p s e d :  1 5 0 2 s  
C o m p l e t e d  M a t r i x  
3 :  
l o w e r  =  3 9 ,  u p p e r  
3 9 .  E l a p s e d :  1 9 0 2 s  
F i n a l  R e s u l t s :  l o w e r  =  3 9 ,  u p p e r  =  3 9 ,  T o t a l  t i m e :  1 9 0 2 . 9 3  
3 9  
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7 . 6  B i t - A l i g n e d  P a c k i n g s  
W h e n  p e r f o r m i n g  v e c t o r  c a l c u l a t i o n s  o v e r  s m a l l  f i e l d s  o r  r i n g s ,  b y  f a r  t h e  
m o s t  e f f e c t i v e  w a y  i s  t o  p a c k  e l e m e n t s  i n t o  m a c h i n e  i n t e g e r  v a r i a b l e s .  F o r  
a  r i n g  o f  c a r d i n a l i t y  q  a  p a c k e d  r e p r e s e n t a t i o n  r e q u i r e s  f l o g 2 ( q ) l  b i t s  p e r  
e l e m e n t .  E l e m e n t s  o f  I F 2  o c c u p y  a  s i n g l e  b i t  e a c h ,  s o  o n  a n  N - b i t  m a c h i n e  
( N  =  3 2  o r  6 4 ) ,  N  e l e m e n t s  o f  I F  2  c a n  b e  p a c k e d  i n t o  o n e  i n t e g e r  v a r i a b l e .  
T h i s  r e p r e s e n t a t i o n  a l l o w s  f o r  v e r y  f a s t  v e c t o r  a d d i t i o n ,  w i t h  a  s i n g l e  b i t - w i s e  
X O R  o p e r a t i o n  a d d i n g  N  v e c t o r  e n t r i e s .  
T h e  n e x t  s m a l l e s t  f i e l d  i s  I F 3 ,  w h o s e  e l e m e n t s  m u s t  b e  p a c k e d  i n t o  a t  l e a s t  
t w o  b i t s  e a c h .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e r e  i s  n o  o b v i o u s  r e p r e s e n t a t i o n  t h a t  a l l o w s  
a d d i t i o n  t o  b e  p e r f o r m e d  u s i n g  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s .  A  m e t h o d  c o m m o n l y  
u s e d  i s  a d d i t i o n  b y  b y t e s ,  w h e r e  a  2 5 6  x  2 5 6  l o o k u p  t a b l e  i s  u s e d  t o  p e r f o r m  
a d d i t i o n  b y t e - b y - b y t e  a l o n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p a c k e d  r e p r e s e n t a t i o n .  T h i s  
r e q u i r e s  N  / 8  s t e p s ,  e a c h  s t e p  e n t a i l i n g  e x t r a c t i o n  o f  a  b y t e ,  a  l o o k u p  i n  a  
2 - d i m e n s i o n a l  a r r a y  a n d  a n  a d d i t i o n .  T h i s  i s  a  g r e a t  d e a l  s l o w e r  t h e n  t h e  
s i n g l e  b i t - w i s e  o p e r a t i o n  r e q u i r e d  f o r  b i n a r y  a d d i t i o n .  
T h e  p e r f o r m a n c e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  b i n a r y  a n d  n o n - b i n a r y  v e c t o r  r e p -
r e s e n t a t i o n s  m e a n s  t h a t  c o m p u t a t i o n s  b e c o m e  i m p r a c t i c a l  f o r  m u c h  s h o r t e r  
v e c t o r  l e n g t h s  o v e r  I F  3  t h a n  t h e y  a r e  o v e r  I F  2 .  O n c e  a n  e l e m e n t  i s  s t o r e d  
a c r o s s  m o r e  t h a n  o n e  b i t - p o s i t i o n  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s  a r e  n o  l o n g e r  e f f e c t i v e ,  
s i n c e  i n f o r m a t i o n  f r o m  n o n - a l i g n e d  b i t  p o s i t i o n s  c a n n o t  i n t e r a c t .  
I n  o r d e r  t o  u t i l i z e  t h e  s p e e d  o f  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s  w h e n  c o m p u t i n g  i n  
n o n - b i n a r y  r i n g s ,  t h e  c o n c e p t  o f  a  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g  i s  i n t r o d u c e d .  T h e  
i d e a  i s  t o  d i s t r i b u t e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  a  s i n g l e  r i n g  e l e m e n t  a c r o s s  m u l t i p l e  
p a c k e d  i n t e g e r s ,  b u t  a l w a y s  i n  t h e  s a m e  b i t - p o s i t i o n .  F o r  a  r i n g  e l e m e n t  w i t h  
a  r e p r e s e n t a t i o n  i n  2  b i t s ,  e k  =  i k j k  w h e r e  i
k
,  j k  E  { D ,  1 } ,  i n s t e a d  o f  p a c k i n g  
N  / 2  e l e m e n t s  i n t o  a  s i n g l e  i n t e g e r  v a r i a b l e  a s  
v  =  i 1 j l i 2 j 2 ' "  i ! ! . . j ! ! . . ,  
2  2  
a  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g  h a s  N  e l e m e n t s  a c r o s s  t w o  i n t e g e r  v a r i a b l e s  a s  
V I  =  i
1
i
2
· ·  · i N  
. .  .  
V 2  =  J 1 J 2 ' "  I N ·  
S i n c e  t h e  t w o  b i t s  c o m p r i s i n g  e k  a r e  n o w  a l i g n e d ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  e x t r a c t  a l l  
t h e  i n f o r m a t i o n  r e q u i r e d  u s i n g  o n l y  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s .  T h e  s p e e d - u p  r e -
s u l t i n g  f r o m  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  a p p l i e s  t o  a n y  c o m p u t a t i o n s  i n v o l v i n g  v e c t o r  
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o p e r a t i o n s ,  w h i c h  i n c l u d e s  e s s e n t i a l l y  a l l  a l g o r i t h m s  i n  c o d i n g  t h e o r y  a n d  l i n -
e a r  a l g e b r a .  R e p r e s e n t a t i o n s  u s i n g  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d  
f o r  I F  3  a n d  Z 4 ,  p e r f o r m i n g  a d d i t i o n  o n  N  e l e m e n t s  u s i n g  6  a n d  4  b i t - w i s e  o p -
e r a t i o n s  r e s p e c t i v e l y .
2  
A  s i m i l a r  i d e a  w a s  d e v e l o p e d  i n d e p e n d e n t l y  i n  [ 5 5 J  f o r  
l a r g e  f i e l d s  i n  t h e  c o n t e x t  o f  d i s c r e t e  l o g s .  
B i t - A l i g n e d  P a c k i n g s  f o r  I F 3  
U s i n g  a  b a l a n c e d  b i n a r y  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  I F 3 :  
0 = 0 0 ,  1  =  1 0 ,  2  =  0 1 ,  
t h e n  N  e l e m e n t s  c a n  b e  p a c k e d  i n t o  t w o  N - b i t  c o m p u t e r  w o r d s  u s i n g  t h e  
b i t - a l i g n e d  t e c h n i q u e .  A  v e c t o r  a d d i t i o n  o f  t w o  s u c h  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  
c a n  t h e n  b e  p e r f o r m e d  u s i n g  6  b i t w i s e  o p e r a t i o n s ,  s h o w n  i n  A l g o r i t h m  7 . 2 .  
A l g o r i t h m  7 . 2 :  A d d i t i o n  i n  I F 3  
/ *  G i v e n  t w o  v e c t o r s  o v e r  I F  3  i n  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s ,  
s u m .  
I n p u t :  ( V I '  V 2 ) ,  ( W l ,  W 2 )  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  o v e r  I F
3
.  
O u t p u t :  ( V I ,  V 2 )  +  ( W l ,  W 2 )  
1  m  : =  ( V 2  X O R  W l )  
2  r ,  : =  ( V I  X O R  W l )  O R  ( W 2  X O R  m )  
3  r 2  : =  ( V I  X O R  W 2 )  A N D  m  
4  r e t u r n  ( r "  r 2 )  
r e t u r n  t h e i r  
* /  
C o m p a r e d  t o  t h e  a d d i t i o n - b y - b y t e s  m e t h o d ,  t h e  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g  g i v e s  
a  d r a m a t i c  s p e e d - u p .  S c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  i s  a l s o  e x t r e m e l y  f a s t  u s i n g  b i t -
a l i g n e d  p a c k i n g s  o v e r  I F  3 ,  g i v e n  b y  
o  X  ( V I ,  V 2 )  =  ( 0 ,  0 ) ,  
1  x  ( V l , V 2 )  =  ( V l , V 2 )  
2  X  ( V I ,  V 2 )  =  ( V 2 ,  V I ) .  
2 T h e  o r i g i n a l  p a c k i n g s  d e s c r i b e d  b y  t h e  a u t h o r  u s e d  7  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s .  T h e  v e r s i o n s  
d e s c r i b e d  h e r e  u s i n g  6  b i t - w i s e  o p e r a t i o n s  w e r e  s u b s e q u e n t l y  d i s c o v e r e d  i n  a  b r u t e  f o r c e  
e x p l o r a t i o n  p e r f o r m e d  h y  G c o f f  B a i l e y .  
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B i t - A l i g n e d  P a c k i n g s  f o r  2 .  
A n o t h e r  e x a m p l e  o f  a  r i n g  f o r  w h i c h  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  g i v e  a  s i g n i f i c a n t  
s p e e d  u p  i s  2  • .  U s i n g  t h e  n a t u r a l  r e p r e s e n t a t i o n  
0 = 0 0 ,  1  =  1 0 ,  2  =  0 1 ,  
3  =  1 1  
a  v e c t o r  a d d i t i o n  o n  N  e l e m e n t s  c a n  b e  p e r f o r m e d  u s i n g  f o u r  b i t - w i s e  o p e r -
a t i o n s .  T h i s  a d d i t i o n  s e q u e n c e  i n  s h o w n  i n  7 . 3 .  
A l g o r i t h m  7 . 3 :  A d d i t i o n  i n  2 4  
/ *  G i v e n  t w o  v e c t o r s  o v e r  2 .  i n  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s ,  r e t u r n  t h e i r  
s u m .  * /  
I n p u t :  ( V I ,  V 2 ) ,  ( W I '  W 2 )  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  o v e r  2  • .  
O u t p u t :  ( V I ,  V 2 )  +  ( W I '  W 2 )  
1  r l  : =  V I  X O R  W I  
2  r 2  : =  ( V I  X O R  w d  X O R  ( V 2  X O R  W 2 )  
3  r e t u r n  ( r I ,  r 2 )  
S c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n  u s i n g  b i t - a l i g n e d  p a c k i n g s  i n  2 .  a r e  g i v e n  b y :  
o  X  ( V I ,  V 2 )  =  ( 0 ,  0 )  
1  X  ( V I ,  V 2 )  =  ( V I ,  V 2 )  
2  x  ( V I ,  V 2 )  =  ( 0 ,  v d  
3  x  ( V I , V 2 )  =  ( V I , V I  X O R  V 2 ) '  
C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  
S i n c e  t h e r e  e x i s t  d i f f e r i n g  t e c h n i q u e s  t o  c o m p u t e  w i t h  s m a l l  r i n g s  a n d  f i -
n i t e  f i e l d s ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  g i v e  a  d e f i n i t i v e  f i g u r e  o n  t h e  i m p r o v e m e n t  t h a t  
t h i s  n e w  m e t h o d  o f f e r s .  C o m p a r i s o n s  w i l l  b e  m a d e  t o  t h e  p r e v i o u s l y  u s e d  
M A G M A  i m p l e m e n t a t i o n ,  w h i e h  u s e d  t h e  a d d i t i o n - b y - b y t e s  t e c h n i q u e .  A l -
t h o u g h  t h i s  i s  o n l y  a  s i n g l e  c o m p a r i s o n ,  M A G M A  i s  g e n e r a l l y  c o n s i d e r e d  s t a t e  
o f  t h e  a r t .  
F i r s t l y ,  a  d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o  p a c k i n g  m e t h o d s  c a n  b e  m a d e  b y  
d o i n g  p u r e  l i n e a r  a l g e b r a  c a l c u l a t i o n s .  P e r f o r m i n g  s t r a i g h t  v e c t o r  a d d i t i o n s  
l e a d s  t o  a  s c a l a r  s p e e d  u p  b y  a  f a c t o r  o f  1 1 . 8  o v e r  l F a ,  a n d  b y  1 2 . 3  o v e r  
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24
,  S i m i l a r  b i t - a l i g n e d  s c h e m e s  h a v e  a l s o  b e e n  i m p l e m e n t e d  f o r  I F 5  a n d  I F
7
,  
l e a d i n g  t o  s p e e d  u p s  o f  8 . 6  a n d  1 2 . 2  r e s p e c t i v e l y .  
I n  t h e  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  a  v e c t o r  
a d d i t i o n  i s  a l w a y s  a c c o m p a n i e d  b y  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  w e i g h t  o f  t h e  
r e s u l t i n g  v e c t o r .  T h i s  r e q u i r e s  a  b i t  c o u n t  o f  a  p a c k e d  i n t e g e r ,  w h i c h  i s  
n o n - t r i v i a l  c o m p a r e d  t o  t h e  c o s t  o f  a  v e c t o r  a d d i t i o n .  H e n c e ,  t h e  s p e e d - u p  
a c h i e v e d  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  i s  l e s s  t h a n  t h a t  a c h i e v e d  i n  l i n e a r  
a l g e b r a .  F o r  c o d i n g  t h e o r y  c o m p u t a t i o n s  o v e r  I F  3  t h e r e  i s  a  s c a l a r  s p e e d  u p  
b y  a  f a c t o r  o f  3 . 2 ,  a n d  o v e r  I F 4  t h e r e  i s  a  s p e e d  u p  o f  a r o u n d  4 . 3 .  
7 . 7  V e c t o r  E n u m e r a t i o n :  R e v o l v i n g  D o o r  A l -
g o r i t h m  
E s s e n t i a l l y  t h e  e n t i r e  r u n t i m e  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  i s  
s p e n t  e n u m e r a t i n g  v e c t o r s ,  s o  i t  i s  v i t a l  t h a t  t h i s  i s  d o n e  a s  e f f i c i e n t l y  a s  
p o s s i b l e .  A t  t h e  r - t h  s t a g e  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  e a c h  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  i s  u s e d  
t o  e n u m e r a t e  a l l  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r .  F o r  b i n a r y  c o d e s  t h i s  i s  
e q u i v a l e n t  t o  s u m m i n g  e v e r y  c o m b i n a t i o n  o f  r  g e n e r a t o r s .  
T o  b e  a s  e f f i c i e n t  a s  p o s s i b l e  t h e  d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  g e n e r a t o r s  m u s t  
b e  e n u m e r a t e d  u s i n g  a s  f e w  v e c t o r  a d d i t i o n s  a s  p o s s i b l e .  E a c h  c o m b i n a t i o n  
d i f f e r s  b y  a t  l e a s t  t w o  g e n e r a t o r s ,  a n d  a n  a l g o r i t h m  i n  w h i c h  e a c h  s u c c e s s i v e  
c o m b i n a t i o n  d i f f e r s  b y  e x a c t l y  t w o  g e n e r a t o r s  i s  k n o w n  i s  k n o w n  a s  a  r e v o l v i n g  
d o o r  a l g o r i t h m  [ l 1 1 J .  
T h e  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  u s e d  i n  t h i s  i m p l e m e n t a t i o n  i s  d e s c r i b e d  
i n  [ 1 7 J .  B y  m a i n t a i n i n g  a  s t a c k  o f  i n t e g e r  v a l u e s ,  i t  a l l o w s  e a c h  s u b s e q u e n t  
c o m b i n a t i o n  t o  b e  d e t e r m i n e d  u s i n g  a  c o n s t a n t  n u m b e r  o f  o p e r a t i o n s .  
A  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  r e t u r n i n g  a  s e q u e n c e  o f  
i n d e x  p a i r s .  T h e  f i r s t  i n d e x  d e n o t e s  t h e  g e n e r a t o r  w h i c h  m u s t  b e  s u b t r a c t e d ,  
t h e  s e c o n d  i n d e x  d e n o t e s  t h e  g e n e r a t o r  w h i c h  m u s t  b e  a d d e d .  R a t h e r  t h a n  
p e r f o r m i n g  t w o  v e c t o r  a d d i t i o n s  t o  o b t a i n  e a c h  c o m b i n a t i o n ,  a  f u r t h e r  o p t i -
m i z a t i o n  c a n  r e d u c e  t h i s  t o  o n e  v e c t o r  a d d i t i o n .  B y  p r e c o m p u t i n g  a  k  x  k  
a r r a y  P  o f  v e c t o r s ,  s u c h  t h a t  P [ i ] [ j J  =  G [ i J  - G [ j ] ,  t h e n  i n s t e a d  o f  a d d i n g  
t h e  i - t h  g e n e r a t o r  a n d  s u b t r a c t i n g  t h e  j - t h  g e n e r a t o r  f o r  e a c h  s t e p  i n  t h e  
e n u m e r a t i o n ,  o n l y  t h e  v e c t o r  P [ i ] [ j J  n e e d s  t o  b e  a d d e d .  
O v e r  n o n - b i n a r y  f i e l d s  a l l  s c a l a r  m U l t i p l e s  o f  e a c h  g e n e r a t o r  m u s t  a l s o  
b e  c o m b i n e d .  T h e s e  d i f f e r e n t  s c a l a r  m u l t i p l e s  a r c  e n u m e r a t e d  u s i n g  a  G r a y  
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c o d e ,  w h i c h  i s  p e r f o r m e d  o n  e a c h  c o m b i n a t i o n  o f  g e n e r a t o r s .  
T h e  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  u s i n g  p r e c o m p u t e d  v e c t o r  d i f f e r e n c e s  i s  
a r o u n d  3 0  - 4 0 %  f a s t e r  t h a n  a  m o r e  n a i v e  e n u m e r a t i o n  ( s u c h  a s  w a s  i n c l u d e d  
i n  t h e  o r i g i n a l  M A G M A  i m p l e m e n t a t i o n ) .  
7 . 8  P a r a l l e l i z i n g  t h e  E n u m e r a t i o n  
E n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  p e r f o r m  a  l a r g e  n u m b e r  o f  e s s e n t i a l l y  i n d e -
p e n d e n t  e x a m i n a t i o n s  o f  c o d e w o r d s ,  a n d  h e n c e  a r e  w e l l  s u i t e d  t o  p a r a l l e l  
c o m p u t a t i o n .  A  p a r a l l e l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o -
r i t h m  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d ,  t h o u g h  a l l  o f  t h e  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  
p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  c a n  b e  p e r f o r m e d  i n  p a r a l l e l  u s i n g  s i m i l a r  i d e a s .  
A  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  p r o d u c e s  a l l  b i n a r y  v e c t o r s  o f  a  s p e c i f i e d  
w e i g h t .  T h e  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  [ 1 7 J  g e n e r a t e s  t h e s e  v e c -
t o r s  i n  a  h i g h l y  s y m m e t r i c  f a s h i o n .  I f  G ( k ,  r )  d e n o t e s  t h e  m a t r i x  w h o s e  r o w s  
a r e  a l l  l e n g t h  k  v e c t o r s  o f  w e i g h t  r  i n  t h e  o r d e r  t h a t  t h e  r e v o l v i n g  d o o r  a l -
g o r i t h m  p r o d u c e s  t h e m ,  a n d  G (  k ,  r ) R  i s  t h e  m a t r i x  h a v i n g  t h e  s a m e  r o w s  i n  
r e v e r s e  o r d e r ,  t h e n  
(  
0  G ( k  - 1 ,  r )  )  .  
G ( k , r )  =  1  G ( k  - l , r  _ l ) R  
A p p l y i n g  t h i s  r e l a t i o n  r e c u r s i v e l y  f o r m s  a  t r e e  o n  w h i c h  e v e r y  l e a f  i s  a  v e c t o r  
o f  w e i g h t  r .  F u r t h e r ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  s t a c k  t h a t  t h e  r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  
h a s  a t  a  g i v e n  v e c t o r  i s  d e t e r m i n e d  s o l e l y  b y  i t s  p a t h  i n  t h i s  t r e e .  
P e r f o r m i n g  e n u m e r a t i o n  i n  p a r a l l e l  c a n  t h e n  b e  d o n e  a s  f o l l o w s .  F o r  a  g e n -
e r a t o r  m a t r i x  o f  a n  I n ,  k J  b i n a r y  c o d e  a t  s t a g e  r  o f  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  
a l g o r i t h m ,  t h e r e  a r e  (~) w e i g h t  r  i n f o r m a t i o n  v e c t o r s  w h i c h  n e e d  t o  b e  e n u -
m e r a t e d .  I f  t h e r e  a r e  m  p r o c e s s o r s  a v a i l a b l e  t h e n  e a c h  i s  a s s i g n e d  ( ; )  / m  o f  
t h e s e  v e c t o r s .  T h e  i - t h  p r o c e s s  ( i  E  { O ,  . . .  ,  m  - I } )  t r a c e s  d o w n  t h e  c o d e  t r e e  
t o  t h e  ; ; ;  (~)-th l e a f ,  d e t e r m i n i n g  t h e  s t a c k  n e c e s s a r y  f o r  t h e  r e v o l v i n g  d o o r  
a l g o r i t h m .  F r o m  t h i s  s t a r t i n g  p o i n t  e a c h  p r o c e s s  e n u m e r a t e s  ( ; )  /  m  v e c t o r s  
a s  n o r m a l .  
E a c h  o f  t h e s e  e n u m e r a t i o n  p r o c e s s e s  s h a r e  a c c e s s  t o  g l o b a l  d a t a  s u c h  a s  
t h e  c u r r e n t  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  M u t u a l  e x c l u s i o n  l o c k s  a r e  
u s e d  t o  c o n t r o l  a c c e s s  t o  t h i s  g l o b a l  d a t a ,  w h i c h  c a n  m a k e  u p d a t i n g  s l o w  i f  
m u l t i p l e  t h r e a d s  s i m u l t a n e o u s l y  a t t e m p t  t o  m o d i f y  t h e  s a m e  v a l u e .  H o w e v e r ,  
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i t  i s  t h e  n a t u r e  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  t h a t  s u c h  u p d a t i n g  o c c u r s  i n f r e q u e n t l y ,  
s o  i t  i s  n o t  a  t i m e - c r i t i c a l  a s p e c t  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n .  
T h i s  p a r a l l e l i z a t i o n  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  u s i n g  P O S I X  t h r e a d s  i n  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  s y s t e m  M A G M A .  I n  t e s t s  o n  a n  8  p r o c e s s o r  S U N  V 8 8 0  
7 5 0 M H z  m a c h i n e ,  c a l c u l a t i o n s  w e r e  f o u n d  t o  b e  a l m o s t  e x a c t l y  8  t i m e s  f a s t e r  
t h a n  a  c o m p u t a t i o n  o n  j u s t  o n e  C P U .  S i n c e  t h e r e  i s  a l m o s t  n o  e x t r a  o v e r h e a d  
a n d  l i t t l e  i n t e r c o m m n n i c a t i o n  n e e d e d  b e t w e e n  d i f f e r e n t  t h r e a d s ,  t h i s  d i r e c t  
r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  n u m b e r  o f  C P U ' s  a n d  t h e  s p e e d  o f  t h e  c o m p n t a t i o n  c a n  
b e  a s s u m e d  t o  a p p l y  u n i v e r s a l l y .  
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C h a p t e r  8  
T h e  S e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  
C r y p t o s y s t e m  
S u m m a r y :  A  c l a s s  o f  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  k n o w n  
a s  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  a r e  i n v e s t i g a t e d  a n d  
i m p r o v e d .  T h e s e  a l g o r i t h m s  c o n s t i t u t e  t h e  b e s t  k n o w n  a t t a c k s  o n  
t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m ,  w h o s e  s e c u r i t y  i s  u s e d  a s  t h e  p r i m a r y  
f o c u s  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n .  
T h e  e x i s t i n g  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  a r e  d e -
s c r i b e d  a n d  t h e i r  p e r f o r m a n c e s  a n a l y z e d  a n d  c o m p a r e d .  N e w  
i m p r o v e m e n t s  a r e  t h e n  m a d e  t o  b o t h  t h e i r  r u n t i m e s  a n d  m e m o r y  
u s a g e .  
D e s p i t e  m u c h  r e s e a r c h  i n t o  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m ,  
a n  e x a c t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s e c u r i t y  t h e s e  a t t a c k s  i m p l y  f o r  s p e c i f i c  
k e y  s i z e s  d o e s  n o t  s e e m  t o  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d .  B y  
a d o p t i n g  a p p r o p r i a t e  s t a t i s t i c a l  m e a s u r e s ,  a n  i n  d e p t h  a n a l y s i s  
i s  c o n d u c t e d  i n t o  s e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  G o p p a  
c o d e s  o f  r a t e  o n e  h a l f  w i t h  l e n g t h  u p  t o  2 0 4 8  a r e  f o u n d  t o  d e s c r i b e  
i n s e c u r e  s y s t e m s .  
S i n c e  t h e  c o n c e p t  o f  p u b l i c - k e y  c r y p t o g r a p h y  w a s  f i r s t  i n t r o d u c e d  i n  1 9 7 6  
b y  D i f f i e  a n d  H e l l m a n  [ 5 0 ]  m a n y  p o s s i b l e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  h a v e  b e e n  
p r o p o s e d ,  b u t  f e w  h a v e  s u r v i v e d  s c r u t i n y .  A l l  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  a r e  
b a s e d  o n  s o m e  u n d e r l y i n g  " h a r d "  p r o b l e m ,  a n d  o n l y  a  l i m i t e d  n u m b e r  o f  
p r o b l e m s  h a v e  b e e n  i d e n t i f i e d  w h i c h  a r e  s u i t a b l e  f o r  c r y p t o g r a p h i c  p u r p o s e s .  
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T h e  w o r l d  h a s  b e c o m e  i n c r e a s i n g l y  r e l i a n t  o n  t h e  d i f f i c u l t y  o f  i n t e g e r  f a c -
t o r i z a t i o n  a n d  t h e  d i s c r e t e  l o g a r i t h m  p r o b l e m ,  m a k i n g  i t  v e r y  s u s c e p t i b l e  t o  
b r e a k t h r o u g h s  i n  t h e s e  a r e a s .  
A  p o s s i b l e  t h r e a t  t o  t h e s e  c r y p t o s y s t e m s  i s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  q u a n -
t u m  c o m p u t e r  [ 8 ] [ 5 2 ] [ 4 9 ] '  w h i c h  c a n  s o l v e  b o t h  t h e  i n t e g e r  f a c t o r i z a t i o n  a n d  
d i s c r e t e  l o g a r i t h m  p r o b l e m  i n  p o l y n o m i a l  t i m e  [ 1 2 5 ] .  S i n c e  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  q u a n t u m  c o m p u t e r s  i s  a t  a n  e a r l y  s t a g e ,  t h e  r i s k  t h e y  p o s e  i s  d i f f i c u l t  t o  
q u a n t i f y ,  y e t  c a n n o t  b e  i g n o r e d .  W h i l e  t h e  c o n c e p t  o f  q u a n t u m  c o m p u t i n g  
h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  o n  s m a l l  q u a n t u m  s y s t e m s  [ 1 3 5 ] '  t h e r e  a r e  s t i l l  m a n y  
d i f f i c u l t i e s  t o  o v e r c o m e  b e f o r e  l a r g e  s c a l e  q u a n t u m  d e v i c e s  b e c o m e  p r a c t i c a l .  
P h y s i c i s t s  p r e d i c t  t h a t  i n  1 5  t o  2 0  y e a r s  q u a n t u m  c o m p u t e r s  m a y  b e  c o n -
s t r u c t e d  w h i c h  w o u l d  t h r e a t e n  t h e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  c u r r e n t l y  i n  u s e  
[ 2 6 ] .  
O n e  o f  t h e  f e w  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  n o t  i n  t h i s  c a t e g o r y  i s  t h a t  d e -
s c r i b e d  b y  M c E l i e c e  [ 1 0 8 ] ,  w h i c h  i s  b a s e d  o n  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e s .  T h e r e  
a l s o  e x i s t  v a r i a n t s  o f  t h e  M c E l i e c e  s y s t e m  w h i c h  a r e  b a s e d  o n  t h e  s a m e  u n -
d e r l y i n g  h a r d  p r o b l e m .  T h e  b e s t  a t t a c k s  o n  t h e s e  c r y p t o s y s t e m s  g e n e r a l l y  
c o i n c i d e  w i t h  t h e  c a t e g o r y  o f  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s ,  w h i c h  
a r e  s i m i l a r  i n  c o n c e p t  t o  t h e  d e t e r m i n i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  d e -
s c r i b e d  i n  c h a p t e r  2 .  
T h e  v a r i o u s  a l g o r i t h m s  f o r  a t t a c k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  w i l l  b e  
r e v i e w e d ,  a n d  t h i s  w i l l  b e  f o l l o w e d  b y  a  c o m p a r a t i v e  a n a l y s i s  o f  t h e i r  p e r f o r -
m a n c e .  S o m e  n e w  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e s e  a t t a c k s  w i l l  t h e n  b e  i n v e s t i g a t e d ,  
a c h i e v i n g  r e d u c t i o n s  i n  b o t h  t h e  t i m e  a n d  m e m o r y  r e q u i r e d  b y  t h e  b e s t  
k n o w n  a t t a c k s .  
F o l l o w i n g  t h i s ,  t h e  s t a t i s t i c a l  m e a s u r e s  t y p i c a l l y  u s e d  t o  q u a n t i f y  t h e  e f -
f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  a t t a c k s  a r e  b r o u g h t  i n t o  q u e s t i o n ,  a n d  a  m o r e  a p p r o p r i a t e  
s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  i s  i n t r o d u c e d .  T h i s  a p p r o a c h  i s  t h e n  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n e  
t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  a f f o r d e d  b y  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  f o r  v a r i o u s  k e y -
s i z e s .  
8 . 1  T h e  M c E l i e c e  C r y p t o s y s t e m  
T h e  f i r s t  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m  b a s e d  o n  c o d i n g  t h e o r y  w a s  p u b l i s h e d  i n  
1 9 7 8  b y  M c E l i e c e  [ 1 0 8 ] .  T h e  u n d e r l y i n g  h a r d  p r o b l e m  i s  t h e  g e n e r a l i z e d  c o s e t  
d e c o d i n g  p r o b l e m ,  w h i c h  h a s  b e e n  p r o v e n  t o  b e  N P - h a r d  [ 1 3 6 ] .  A l t h o u g h  
d e s c r i b e d  i n  t e r m s  o f  G o p p a  c o d e s ,  o t h e r  f a m i l i e s  o f  c o d e s  w i t h  e f f i c i e n t  
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d e c o d i n g  a l g o r i t h m s  c o u l d  a l s o  b e  u s e d .  
L e t  C  b e  a n  r n ,  k ,  d J  G o p p a  c o d e  ( s e e  s e c t i o n  1 . 5 . 3 )  w i t h  g e n e r a t o r  m a t r i x  
G  a n d  l e t  t  =  l ( d  - 1 ) / 2 J  b e  t h e  e r r o r  c o r r e c t i o n  b o u n d  f o r  C .  T h e  s t r u c t u r e  
o f  a  G o p p a  c o d e  a l l o w s  a n  e f f i c i e n t  d e c o d i n g  a l g o r i t h m  f l e  :  IF~n) - >  C  w h i c h  
c a n  d e c o d e  u p  t o  t  e r r o r s  w i t h  r e l a t i v e  e a s e .  H o w e v e r ,  d e c o d i n g  t  e r r o r s  u s i n g  
a n  r n ,  k ,  d J  r a n d o m  c o d e  i s  N P - h a r d  a n d  h e n c e  i s  m u c h  m o r e  c o m p u t a t i o n a l l y  
i n t e n s i v e .  
T h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  e x p l o i t s  t h i s  d i f f e r e n c e  b y  m a k i n g  d e c o d i n g  
w i t h  r e s p e c t  t o  a  G o p p a  c o d e  t h e  u n d e r l y i n g . p r o b l e m ,  b u t  k e e p i n g  t h e  G o p p a  
s t r u c t u r e  o f  t h e  c o d e  a  s e c r e t .  T h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  t h e  G o p p a  c o d e  i s  
" s c r a m b l e d "  b y  p e r m u t i n g  i t s  c o l u m n s  u s i n g  a  r a n d o m  n  x  n  p e r m u t a t i o n  
m a t r i x  P  a n d  o b f u s c a t i n g  a n y  r o w  s t r u c t u r e  ( s u c h  a s  e c h e l o n  f o r m )  u s i n g  a  
r a n d o m  k  x  k  n o n - s i n g u l a r  m a t r i x  S .  T h e s e  m a t r i c e s  a r e  k e p t  s e c r e t  a n d  
o n l y  t h e  s c r a m b l e d  g e n e r a t o r  m a t r i x  G '  =  S G  P  i s  m a d e  p u b l i c .  
T o  e n c r y p t  a n y  l e n g t h  k  b i n a r y  m e s s a g e  m ,  i t  i s  f i r s t  e n c o d e d  u s i n g  t h e  
p u b l i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G ' ,  t h e n  c o m b i n e d  w i t h  a  r a n d o m  e r r o r  v e c t o r  e  o f  
w e i g h t  t ,  
w = m G ' + e .  
A n y  t h i r d  p a r t y  a t t a c k e r  n e e d s  t o  r e m o v e  ( i . e .  c o r r e c t )  t h e  e r r o r  v e c t o r  i n  
o r d e r  t o  d e c o d e  t h e  o r i g i n a l  m e s s a g e .  G i v e n  o n l y  t h e  " r a n d o m "  g e n e r a t e d  
m a t r i x  G ' ,  t h i s  i s  c o m p u t a t i o n a l l y  d i f f i c u l t .  H o w e v e r ,  k n o w l e d g e  o f  t h e  m a -
t r i x  P  e n a b l e s  t h e  h o l d e r  o f  t h e  p r i v a t e  k e y  t o  e a s i l y  d e - s c r a m b l e  t h e  e n c o d e d  
m e s s a g e :  
w p -
I  
=  ( m S G P + e ) p -
1  
=  ( m S ) G  +  ( e p -
I
) ,  
a n d  t h e  e f f i c i e n t  G o p p a  d e c o d i n g  c a n  b e  u s e d  t o  c o m p u t e  m S ,  f r o m  w h i c h  
m  i s  e a s i l y  o b t a i n e d .  
T h e  M c E l i e c e  C r y p t o s y s t e m  
P r i v a t e  K e y :  T h e  t r i p l e  G ,  S ,  P ,  w h e r e  G  i s  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  a n  
r n ,  k ,  2 t  +  1 J  G o p p a  c o d e ,  S  i s  a  r a n d o m  k  x  k  n o n - s i n g u l a r  m a t r i x  a n d  P  i s  
a  r a n d o m  n  x  n  p e r m u t a t i o n  m a t r i x .  
P u b l i c  K e y :  G '  =  S G P ,  t  
E n c r y p t i o n :  m  f - >  w  =  m G '  +  e ,  w h e r e  e  i s  a  r a n d o m  v e c t o r  o f  w e i g h t  t .  
D e c r y p t i o n :  w  f - >  f l ( w  p -
I  
) S - I  
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M c E l i e c e ' s  o r i g i n a l  s u g g e s t i o n  f o r  t h i s  c r y p t o s y s t e m  w a s  t o  u s e  a  5 0 - e r r o r  
c o r r e c t i n g  [ 1 0 2 4 , 5 2 4 , 1 0 1 ]  G o p p a  c o d e .  
A n o t h e r  c r y p t o s y s t e m  b a s e d  o n  c o d i n g  t h e o r y  w h i c h  h a s  r e c e i v e d  c o n s i d -
e r a b l e  a t t e n t i o n  i s  t h a t  o f  N i e d e r r e i t e r  [ 1 1 0 ] ,  w h e r e  t h e  u n d e r l y i n g  s e c u r i t y  
h a s  b e e n  s h o w n  t o  b e  c o m p l e t e l y  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  o f  t h e  M c E l i e c e  s y s t e m  
[ 9 9 1 .  I n s t e a d  o f  c o n s i d e r i n g  c o d e w o r d s  t o  b e  t h e  p l a i n t e x t  a n d  e n c r y p t i n g  b y  
a d d i n g  e r r o r s ,  t h e  N i e d e r r e i t e r  s y s t e m  t a k e s  w e i g h t  t  e r r o r s  a s  t h e  p l a i n t e x t  
a n d  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  s y n d r o m e s  a s  t h e  c y p h e r t e x t .  
T h e  N i e d e r r e i t e r  C r y p t o s y s t e m  
P r i v a t e  K e y :  T h e  t r i p l e  H ,  S ,  P ,  w h e r e  H  i s  t h e  p a r i t y  m a t r i x  o f  a n  
[ n ,  k ,  2 t  +  1 ]  G o p p a  c o d e ,  S  i s  a  r a n d o m  ( n  - k )  x  ( n  - k )  n o n - s i n g u l a r  
m a t r i x  a n d  P  i s  a  r a n d o m  n  x  n  p e r m u t a t i o n  m a t r i x .  
P u b l i c  K e y :  H '  =  S H P  
E n c r y p t i o n :  e  f - >  s  =  H ' e
T
,  w h e r e  e  i s  a  v e c t o r  o f  w e i g h t  t .  
D e c r y p t i o n :  D e c o d e  t h e  s y n d r o m e  S - 1 S  t o  z  u s i n g  t h e  G o p p a  c o d e ,  t h e n  
c a l c u l a t e  e  a s  e  =  P -
1
z .  
N i e d e r r e i t e r ' s  c r y p t o s y s t e m  h a s  s e v e r a l  a d v a n t a g e s  o v e r  t h e  o n e  d e s c r i b e d  
b y  M c E l i e c e .  T h e  m a t r i x  c o n s t i t u t i n g  t h e  p u b l i c - k e y  i n  t h e  N i e d e r r e i t e r  
s y s t e m  c a n  b e  i n  s t a n d a r d  f o r m  w i t h  n o  c o s t  t o  s e c u r i t y ,  s o  o n l y  t h e  c h e c k  
s u b m a t r i x  n e e d s  t o  b e  s t o r e d .  T h i s  i m p l i e s  b o t h  a  s m a l l e r  k e y  s i z e ,  a s  w e l l  
a s  f a s t e r  d a t a  e n c r y p t i o n .  I t  a l s o  a v o i d s  a n  a t t a c k  o n  t h e  M c E l i e c e  s y s t e m  
i n  a  s p e c i a l i z e d  s i t u a t i o n  d e s c r i b e d  b y  B e r s o n  [ 1 0 ] '  w h i c h  a l l o w s  a n y  m e s s a g e  
e n c o d e d  t w i c e  t o  b e  r e c o v e r e d  b y  a n  a t t a c k e r .  
S o  t h e  N i e d e r r e i t e r  c r y p t o s y s t e m  i s  i n  f a c t  t h e  m o r e  f e a s i b l e  p u b l i c - k e y  
c r y p t o s y s t e m  b a s e d  o n  c o d i n g  t h e o r y .  H o w e v e r ,  s i n c e  t h e  M c E l i e c e  s y s t e m  
w ; ; s  t h e  f i r s t  o n e  d e s c r i b e d  a n d  t h e i r  u n d e r l y i n g  s e c u r i t y  i s  e q u i v a l e n t ,  d i s -
c u s s i o n  o f  p u b l i c - k e y  c r y p t o g r a p h y  u s i n g  c o d i n g  t h e o r y  p r i m a r i l y  r e v o l v e s  
a r o u n d  t h e  M c E l i e c e  s y s t e m .  F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  t h e s i s  t h e  d i s c u s -
s i o n  o f  c o d i n g  t h e o r y  i n  c r y p t o g r a p h y  w i l l  d e a l  e x c l u s i v e l y  w i t h  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m .  
T h e s e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  b a s e d  o n  c o d i n g  t h e o r y  o f f e r  m u c h  f a s t e r  
e n c r y p t i o n  a n d  d e c r y p t  i o n  t h a n  s y s t e m s  c u r r e n t l y  u s e d  i n  p r a c t i c e .  H o w e v e r ,  
t h e i r  d o w n s i d e  i s  m u c h  l a r g e r  k e y  s i z e s .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  
t h e  M c E l i e c e  a n d  N i e d e r r e i t e r  c r y p t o s y s t e m s  w i t h  t h e  p o p u l a r  R S A  c r y p -
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T a b l e  8 . 1 :  C o m p a r i s o n  o f  t h e  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  M c E l i e c e ,  N i e d e r r e i t e r ,  a n d  
R S A  P u b l i c - K e y  C r y p t o s y s t e m s  
M c E l i e c e  N i e d e r r e i t e r  
R S A  
[ 1 0 2 4 , 5 2 4 , 1 0 1 ]  [ 1 0 2 4 , 5 2 4 , 1 0 1 ]  
1 0 2 4 - b i t  m o d u l u s  
b i n a r y  c o d e  
b i n a r y  c o d e  e x p o n e n t  =  1 7  
p u b l i c - k e y  s i z e  
( i n  b y t e s )  6 7 , 0 7 2  3 2 ,  7 5 0  2 5 6  
b i t s  t r a n s m i t e d  
p e r  e n c r y p t i o n  5 1 2  
2 7 6  
1 0 2 4  
t r a n s m i s s i o n  r a t e  
5 1 . 1 7 %  5 6 . 8 1 %  1 0 0 %  
e n c r y p t i o n  o p e r a t i o n s  
p e r  i n f o r m a t i o n  b i t  
5 1 4  5 0  2 , 4 0 2  
d e c r y p t i o n  o p e r a t i o n s  
I  
p e r  i n f o r m a t i o n  b i t  5 , 1 0 4  7 , 8 6 3  7 3 8 , 1 4 2  
t o s y s t e m  a r e  p r o v i d e d  i n  T a b l e  8 . 1 .  T h e  r e a l  t e s t  o f  a  c r y p t o s y s t e m  i s  i t s  
l e v e l  o f  s e c u r i t y ,  a  s u b j e c t  t o  w h i c h  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  d e v o t e d .  
8 . 2  A t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  C r y p t o s y s t e m  
P o s s i b l e  m e t h o d s  t h a t  a n  a t t a c k e r  m i g h t  u s e  t o  t r y  a n d  b r e a k  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m  f a l l  i n t o  t w o  b a s i c  c a t e g o r i e s :  
•  D e - s c r a m b l i n g  t h e  p u b l i c - k e y  t o  r e v e a l  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  u n d e r l y i n g  
G o p p a  c o d e .  T h e s e  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  s t r u c t u r a l  a t t a c k s  .  
•  D e c o d i n g  a  p a r t i c u l a r  c y p h e r t e x t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p u b l i c - k e y ,  w h i c h  
i s  t r e a t e d  a s  a  r a n d o m  c o d e .  T h e s e  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  d e c o d i n g  a t t a c k s .  
S t r u c t u r a l  A t t a c k s  
S t r u c t u r a l  a t t a c k s  h a v e  h a d  s o m e  s u c c e s s  o n  M c E l i e c e - t y p e  c r y p t o s y s t e m s  
w h e r e  t h e  u n d e r l y i n g  c o d e s  a r e  c h o s e n  t o  b e  s o m e t h i n g  o t h e r  t h a n  G o p p a  
c o d e s .  S i d e l ' n i k o v  a n d  S h e s t a k o v  s h o w e d  t h a t  a  s y s t e m  b a s e d  o n  g e n e r a l i z e d  
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R e e d - S o l o m o n  c o d e s  i s  s u s c e p t i b l e  t o  s t r u c t u r a l  a t t a c k s  [ 1 2 8 ] ,  w h i l e  S e n d r i e r  
s h o w e d  t h a t  a  s y s t e m  b a s e d  o n  c o n c a t e n a t e d  c o d e s  i s  s i m i l a r l y  i n s e c u r e  [ 1 2 2 ] .  
T h e  s u p p o r t  s p l i t t i n g  a l g o r i t h m  d e v e l o p e d  b y  S e n d r i c r  [ 1 2 3 ]  g i v e s  a n  e f f e c -
t i v e  m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  p e r m u t a t i o n  b e t w e e n  t w o  e q u i v a l e n t  c o d e s ,  
w i t h  a  r u n t i m e  r e l a t e d  t o  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  h u l l . '  T h i s  a l g o r i t h m  i m p l i e s  
t h a t  a  p r e c o n d i t i o n  f o r  a  s e c u r e  M c E l i e c e - t y p e  s y s t e m  i s  a  l a r g e  n u m b e r  o f  
p o s s i b l e  c o d e s  t o  c h o o s e  a s  t h e  u n d e r l y i n g  p r i v a t e  k e y .  
H o w e v e r ,  n o n e  o f  t h e s e  d e v e l o p m e n t s  h a v e  a n y  g r e a t  i m p a c t  o n  t h e  c r y p -
t o s y s t e m  a s  o r i g i n a l l y  d e s c r i b e d  b y  M c E l i e c e .  A l t h o u g h  G o p p a  c o d e s  h a v e  
s m a l l  h u l l s ,  t h e r e  a r e  s u f f i c i e n t l y  m a n y  o f  t h e m  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  s e c u r e  
a g a i n s t  a n y  k i n d  o f  b r u t e  f o r c e  s t r u c t u r a l  a t t a c k .  
W o r k  b y  G i b s o n  [ 5 8 ]  a n d  t h e n  L o i d r e a u  a n d  S e n d r i e r  [ 1 0 3 ]  s h o w  h o w  
t o  r e d u c e  t h e  s p a c e  o f  p o s s i b l e  s c r a m b l i n g  p e r m u t a t i o n s ,  t h o u g h  t h e s e  i m -
p r o v e m e n t s  s t i l l  d o  n o t  r e n d e r  s t r u c t u r a l  a t t a c k s  t h r e a t e n i n g  t o  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m .  
T h e  m o s t  e f f e c t i v e  a t t a c k s  a g a i n s t  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  a l l  l i e  i n  t h e  
c a t e g o r y  o f  d e c o d i n g  a t t a c k s  a n d  t h e  f o c u s  o f  t h i s  t h e s i s  i s  h i g h  p e r f o r m a n c e  
d e c o d i n g  a t t a c k s .  
D e c o d i n g  A t t a c k s  
D e c o d i n g  a t t a c k s  a t t e m p t  t o  r e c o v e r  t h e  e n c o d e d  m e s s a g e  v e c t o r  u s i n g  t h e  
" r a n d o m "  p u b l i c - k e y  G ' .  I n  p r a c t i c a l  t e r m s  t h i s  m e a n s  f i n d i n g  t h e  v e c t o r  o f  
m i n i m u m  w e i g h t  i n  t h e  e r r o r  c o s e t ,  w h i c h  i s  t h e  c o s e t  c o n t a i n i n g  t h e  r e c e i v e d  
v e c t o r .  D e c o d i n g  a t t a c k s  d e r i v e  f r o m  a l g o r i t h m s  w h i c h  e n u m e r a t e  l o w  w e i g h t  
v e c t o r s  o f  a  c o d e  a n d  h a v e  b e e n  a d a p t e d  t o  e n u m e r a t e  l o w  w e i g h t  v e c t o r s  o f  
a  c o s e t .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  t h e  s t u d y  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  c o s e t  d e c o d i n g  p r o b l e m  
i s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s .  
A l l  d e c o d i n g  a t t a c k  a l g o r i t h m s  h a v e  t h e  s a m e  b a s i c  s t r u c t u r e ,  s h o w n  i n  
A l g o r i t h m  8 . 1 ,  c o n s i s t i n g  o f  r e p e a t e d  i t e r a t i o n s  o f  a  t w o - s t a g e  p r o c e d u r e .  T h e  
f i r s t  i s  a  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e ,  p r o d u c i n g  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  w h o s e  
i n f o r m a t i o n  s e t  i s  d e t e r m i n e d  r a n d o m l y .  T h e  s e c o n d  i s  a n  e n u m e r a t i o n  s t a g e ,  
p e r f o r m i n g  a  l i m i t e d  e n u m e r a t i o n  w i t h  t h i s  g e n e r a t o r  m a t r i x  t o  p r o d u c e  
v e c t o r s  f r o m  t h e  e r r o r  c o s e t  o f  l o w  w e i g h t .  
I f  M  d e n o t e s  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e ,  E  t h e  w o r k  f a c t o r  
o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  a n d  N  t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s ,  t h e n  a n  
l T h c  h u l l  o f  a  c o d e  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  b e t w e e n  i t s e l f  a n d  i t s  d u a L  
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A l g o r i t h m  8 . 1 :  S c h e m a t i c  O u t l i n e  o f  a  D e c o d i n g  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  * /  
I n p u t :  G ,  w ,  t  
O u t p u t :  E r r o r  v e c t o r  e  o f  w e i g h t  t  
1  r e p e a t  
2  
3  
/ *  L i n e a r  A l g e b r a  S t a g e  
G  : =  r a n d o m l y  f o r m e d  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  
/ *  E n u m e r a t i o n  S t a g e  
P a r t i a l l y  e n u m e r a t e  w  +  G  
4  u n t i l  A  v e c t o r  i s  e n u m e r a t e d  o f  w e i g h t  t  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e x p e c t e d  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  d e c o d i n g  a t t a c k  i s  
W  =  N ( M  + E ) .  
* /  
* /  
( 8 . 1 )  
W h e n  e a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  h a s  a n  i n d e p e n d e n t  p r o b a b i l i t y  o f  s u c -
c e s s  i t  i s  m o r e  l o g i c a l  t o  g i v e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  1 1 N ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e a c h  
i t e r a t i o n  y i e l d i n g  t h e  c o r r e c t  r e s u l t .  
T h e  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  e a c h  o f  t h e  f o l l o w i n g  a t t a c k  a l g o r i t h m s  w i l l  b e  a n  
[ n ,  k ,  2 t +  1 ]  l i n e a r  c o d e  C ,  w i t h  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  t h a t  h a s  n o  d i s c e r n a b l e  
s t r u c t u r e .  A  v e c t o r  w  i s  r e c e i v e d  w h i c h  i s  t h e  s u m  o f  a n  u n k n o w n  c o d e w o r d  
v  =  m G  a n d  a  r a n d o m  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  s o  t h a t  w  =  v  +  e .  T h e  
o b j e c t  o f  e a c h  a l g o r i t h m  i s  t o  d e t e r m i n e  e  ( o r  e q u i v a l e n t l y  v  o r  m )  f r o m  w .  
T h e  c l a s s  o f  a l g o r i t h m s  k n o w n  a s  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  
a t t e m p t  t o  d i s c o v e r  l o w  w e i g h t  c o d e w o r d s  o f  a  g i v e n  c o d e ,  h e n c e  g i v i n g  a n  
u p p e r  b o u n d  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t .  A n y  a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  l o w  w e i g h t  
w o r d s  i n  a  l i n e a r  c o d e  c a n  e a s i l y  b e  a p p l i e d  t o  t h e  d e c o d i n g  p r o b l e m .  T h e  
m a t r i x  
G=(~) 
( 8 . 2 )  
g e n e r a t e s  t h e  d i m e n s i o n  k  +  1  c o d e  C  =  C  U  ( e  +  C ) ,  w h i c h  h a s  t h e  u n i q u e  
I E i n i m u m  w e i g h t  w o r d  e .  A n  a l g o r i t h m  t o  f i n d  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  w o r d  o f  
C  i s  h e n c e  a n  a l g o r i t h m  t o  d e c o d e  w  r e l a t i v e  t o  C .  
A l t h o u g h  t h i s  a p p r o a c h  i s  a  p o p u l a r  w a y  o f  d e s c r i b i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  
o f  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s  t o  t h e  d e c o d i n g  p r o b l e m ,  i t  i s  
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n o t  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  w a y  t o  d o  s o .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  e n u m e r a t e  c o d e w o r d s  
d i r e c t l y  i n  t h e  c o s e t  e  +  C ,  r a t h e r  t h a n  i n  t h e  l a r g e r  C  U  ( e  +  C ) ,  r e d u c i n g  
t h e  t o t a l  w o r k  f a c t o r  b y  a r o u n d  5  - 1 0 % .  T h i s  w a s  n o t e d  b y  C a n t e a u t  a n d  
C h a b a u d  [ 3 2 ]  a n d  t h e  a t t a c k s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  w i l l  u s e  t h e s e  i d e a s .  
W h e n  p r e s e n t i n g  t h e s e  a l g o r i t h m s ,  i t  w i l l  o f t e n  b e  t h e  c a s e  t h a t  s u b v e c t o r s  
a r e  f o r m e d  b y  r e s t r i c t i n g  t o  s p e c i f i e d  c o l u m n  s e t s .  T h e  n o t a t i o n  f o r  d e n o t i n g  
t h o s e  s u b v o c t o r s  i s  t o  u s e  a  s u b s c r i p t  w h i c h  i d e n t i f i e s  t h e  d e s i g n a t e d  b l o c k  
o f  c o l u m n s ,  n o r m a l l y  b a s e d  o n  s o m e  d i v i s i o n  o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  F o r  
e x a m p l e ,  u s i n g  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I ,  
G  =  ( 1 .  I  A ) ,  
t h e n  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  a  v e c t o r  v  t o  t h e  i n f o r m a t i o n  a n d  c h e c k  c o l u m n s  o f  
G  a r e  d e n o t e d  b y  V I  a n d  v  A  r e s p e c t i v e l y .  S u p p o s i n g  f u r t h e r  t h a t  t h e  c h e c k  
s u b m a t r i x  A  i s  p a r t i t i o n e d  a s  
A  =  ( P  I  E ) ,  
t h e n  v  p  a n d  V B  d e n o t e  t h e  s u b v e c t o r s  o f  v  r e s t r i c t e d  t o  t h e  c o l u m n s  o f  P  
a n d  E ,  w h e r e  c l e a r l y  
v  =  ( V I  I  V A )  
=  ( V I  I  V p  I  V B ) .  
8 . 2 . 1  T h e  A t t a c k  o f  M c E l i e c e  
T h e  f i r s t  d e c o d i n g  a t t a c k  w a s  p r e s e n t e d  b y  M c E l i e c e  i n  t h e  o r i g i n a l  p u b l i c a -
t i o n  o f  h i s  c r y p t o s y s t e m  [ 1 0 8 ]  a n d  i s  r e f e r r e d  t o  a s  i n f o r m a t i o n  s e t  d e c o d i n g .  
E a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  i n v o l v e s  r a n d o m l y  p e r m u t i n g  t h e  c o l u m n s  
o f  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  a n d  p e r f o r m i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n : . . ,  L e t  t h e  s y s -
t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  o b t a i n e d  f o r  a  g i v e n  i t e r a t i o n  b e  G ,  w i t h  i n f o r -
m a t i o n  s e t  I .  S u p p o s e  f o r  t h i s  c o n f i g u r a t i o n  t h a t  t h e  e r r o r  v e c t o r  h a s  z e r o  
w e i g h t  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  s o  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s  
o f  w a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  o f  V  a n d  s o  
- -
w + w I G = w + v j G  
= w + v  
= e .  
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A l g o r i t h m  8 . 2 :  M c E l i e c e ' s  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  * /  
I n p u t :  G ,  w ,  t  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t  : 0 :  t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  a  a n d  Z A  * /  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - +  G  : =  ( h I A )  
2  a  : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  w  + w [ G  
/ *  M a i n  L o o p  
4  r e p e a t  
5  I  N e x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  a ,  Z A )  
6  u n t i l  W ( Z A )  =  t  
7  r e t u r n  ( 0 ·  .  · 0  I  ZA)~-I 
H e n c e ,  s u c h  a  c o n f i g u r a t i o n  s u c c e s s f u l l y  y i e l d s  t h e  e r r o r  v e c t o r  e .  
* /  
I f  t h e  e r r o r  v e c t o r  h a s  n o n - z e r o  w e i g h t  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  t h e n  f o r  
s o m e  n o n - z e r o  i n f o r m a t i o n  v e c t o r  m  
- - -
w + w [ G  =  w + v [ G  + m G  
= e + u  
w h e r e  u  i s  a  n o n - z e r o  c o d e w o r d .  S i n c e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  C  i s  2 t  +  1  
t h e n  w ( e  +  u )  : : : :  t  +  1  f o r  a l l  u  E  C .  H e n c e ,  t h e  s u m  w  +  w r i j  o n l y  h a s  
w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t  w h e n  i t  i s  t h e  e r r o r  v e c t o r  e .  
A  d e s c r i p t i o n  o f  M c E l i e c e ' s  a t t a c k  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  8 . 2 .  U n d e r  t h e  
f r a m e w o r k  o u t l i n e d  i n  A l g o r i t h m  8 . 1 ,  M c E l i e c e ' s  a t t a c k  d o e s  n o t  h a v e  a n  
e n u m e r a t i o n  . . : ' t a g e .  T h e  o n l y  v e c t o r  w h i c h  i s  e x a m i n e d  a t  e a c h  i t e r a t i o n  i s  
Z  =  w  +  w I G ,  w h i c h  i s  e a s i l y  o b t a i n e d  d u r i n g  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  a n d  s o  
i s  c o n s i d e r e d  p a r t  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e .  N o t e  t h a t  r a t h e r  t h a n  b e i n g  
o b t a i n e d  f r o m  w  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  t h e  v a l u e  o f  Z  i s  u p d a t e d  f r o m  i t s  p r e v i o u s  
v a l u e .
2  
T o  a i d  t h e  d e s c r i p t i o n s  o f  s u b s e q u e n t  a t t a c k s  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  
d e s c r i b e d  i n d e p e n d e n t l y  i n  A l g o r i t h m  8 . 3 .  I t s  i n p u t s  a r e  t h e  c h e c k - s u b m a t r i x  
2 T h e  r e a s o n s  f o r  t h i s  a r e  c l e a r  w h e n  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  i s  i n t r o d u c e d  
i n  s e c t i o n  8 . 2 . 5 .  
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A l g o r i t h m  8 . 3 :  N c x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  r I ,  Z A )  
/ *  F o r  G  =  ( h  I  A ) ,  w h e r e  G~-l i s  t h e  p u b l i c  k e y .  * /  
/ *  U p d a t e  A  t o  r e p r e s e n t  a  n e w  i n f o r m a t i o n  s e t .  * /  
/ *  Z A  i s  t h e  c h e c k  p o s i t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  f r o m  t h e  e r r o r  c o s e t  w i t h  
z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t .  *  /  
I n p u t :  A ,  ( T ,  Z A  
O u t p u t :  A ,  r I ,  Z A  
1  Z  : =  ( 0 · · · 0  I  Z A )  / *  T h e  f u l l  l e n g t h  v e c t o r  Z  * /  
2  I J  : =  r a n d o m  p e r m u t a t i o n  i n  S y m (  n )  
/ *  P e r m u t e  t h e  c o l u m n s  * /  
3  G  : =  ( h  I  A ) e  
4  Z  : =  z ( )  
5  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - ;  G  : =  ( h i } ! )  / *  n e w  c h e c k  s u b m a t r i x  A  * /  
6  Z  : =  Z  +  z / G  
/ *  z  n o w  h a s  z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t ,  Z  =  ( 0 ·  .  · O I Z A )  
7  Z A  : =  t h e  c h e c k  s u b v e c t o r  o f  Z  
/ *  U p d a t e  t h e  c o l u m n  p e r m u t a t i o n  
8  C r  : =  r I  X  I J  
9  r e t u r n  A ,  C r ,  Z A  
* /  
* /  
A  o f  t h e  c u r r e n t  g e n e r a t o r  m a t r i x ,  t h e  c h e c k  s u b v e c t o r  Z A  o f  t h e  c o s e t  v e c t o r  
w i t h  z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t ,  a n d  t h e  c o l u m n  p e r m u t a t i o n  r I  w h i c h  p r o d u c e s  
t h e  c u r r e n t  g e n e r a t o r  m a t r i x  f r o m  t h e  a c t u a l  g e n e r a t o r  m a t r i x .  T h i s  p r o c e s s  
w i l l  b e  h e r e a f t e r  r e f e r r e d  t o  a s  a  f u l l  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s .  
8 . 1  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  r n ,  k ,  2 t  +  1 ]  b i n a r y  c o d e  u s i n g  M c E l i e c e ' s  a t t a c k  i s  
( ; )  ( n k 2  k  )  
W M , E l i e c e ( n , k , t ) =  ( n ; k )  T + " 2 ( n - k )  .  
P r o o f .  F o r  e a c h  r a n d o m  c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  c o l u m n s ,  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  
n o n e  o f  t h e  t  s u p p o r t  p o s i t i o n s  o f  t h e  e r r o r  v e c t o r  l i e  i n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  
i s  
1  ( n ; k )  
N M c E l i e c e  -~. 
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G i v e n  t h a t  t h e  m a t r i x  i s  r a n d o m  i t  c a n  b e  a s s u m e d  t h a t  e a c h  c o l u m n  
w i l l  h a v e  a  d e n s i t y  o f  a r o u n d  0 . 5 ,  i m p l y i n g  t h a t  t h e  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  
p e r f o r m s  a r o u n d  k  x  k / 2  x  n  o p e r a t i o n s .  
T h e  e n c o d i n g  o f  z  i s  c o n s i d e r e d  p a r t  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e .  T h i s  
r e q u i r e s  a r o u n d  k / 2  v e c t o r  a d d i t i o n s ,  t h o u g h  o n l y  o n  t h e  n - k  c h e c k  c o l u m n s ,  
s o  i n v o l v e s  ~(n - k )  o p e r a t i o n s .  H e n c e ,  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  
s t a g e  i s  g i v e n  b y  
n k
2  
k  
M F u l l  =  - +  - ( n  - k ) .  
2  2  
T h e r e  i s  n o  e n u m e r a t i o n  s t a g e  f o r  M c E l i e c e ' s  a l g o r i t h m ,  s o  t h e  a v e r a g e  w o r k  
f a c t o r  i s  
W M c E l i e c e  =  N M c E l i e c e M F u l l o  
o  
8 . 2 . 2  T h e  A t t a c k  o f  L e e  a n d  B r i c k e l l  
A  m a j o r  d r a w b a c k  o f  t h e  o r i g i n a l  a t t a c k  o f  M c E l i e c e  i s  t h a t  p e r f o r m i n g  G a u s -
s i a n  e l i m i n a t i o n  i s  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e ,  y e t  o n l y  o n e  c a n d i d a t e  v e c t o r  
i s  e x a m i n e d  a t  e a c h  i t e r a t i o n .  I n  1 9 8 8  t h i s  a t t a c k  w a s  g e n e r a l i z e d  b y  L e e  a n d  
B r i c k e l l  [ 9 5 ]  t o  e x a m i n e  m o r e  v e c t o r s  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  r e s u l t i n g  i n  a  s u b -
s t a n t i a l  r e d u c t i o n  i n  t h e  a v e r a g e  t i m e  r e q u i r e d  t o  b r e a k  t h e  c r y p t o s y s t e m .  
A s  i n  M c E l i e c e ' s  a t t a c k ,  e a c h  i t e r a t i o n  c o n s i s t s  o f  p e r m u t i n g  t h e  g e n e r a t o r  
m a t r i x  a n d  p r o d u c i n g  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x .  H o w e v e r ,  a s  w e l l  a s  
c h e c k i n g  w h e t h e r  t h e  e r r o r  v e c t o r  h a s  z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t ,  i t  i s  a l s o  
c h e c k e d  f o r  h a v i n g  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  s o m e  b o u n d  
p  ( w h i c h  i s  a n  i n p u t  o f  t h e  a l g o r i t h m ) .  B y  d o i n g  e x t r a  w o r k  e n u m e r a t i n g  
v e c t o r s  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  e a c h  i t e r a t i o n  f i n d s  e  i n c r e a s e s ,  
r e s u l t i n g  i n  f e w e r  i t e r a t i o n s .  
T h e  r e s u l t i n g  a t t a c k  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  8 . 4 .  N o t e  t h a t  s e t t i n g  p  =  0  
r e d u c e s  L e e  a n d  B r i c k e l l ' s  a t t a c k  t o  t h e  o r i g i n a l  a l g o r i t h m  o f  M c E l i e c e .  
8 . 2  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  [ n ,  k ,  2 t  +  1 ]  b i n a r y  c o d e  u s i n g  L e e  a n d  B r i c k e l l ' s  a t t a c k  
I S  
~ +  ( n  - k )  (~ +  2  L~~o m )  
W L e , ( n ,  k ,  t ; p )  =  L~~o (~)(~_;)/(~) .  
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A l g o r i t h m  8 . 4 :  L e e  a n d  B r i c k e l l ' s  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  * /  
I n p u t :  G ,  w ,  t , p  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t  : S  t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  a  a n d  Z A  * /  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - - >  G  : =  ( h I A )  
2  a  : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  w + w / G  
/ *  M a i n  L o o p  
4  l o o p  
5  ; ' I / e x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  a ,  Z A )  
6  f o r  r  f r o m  0  t o  p  d o  
7  f o r e a c h  m  E  lF~k) o f  w e i g h t  r  d o  
8  l  q A  : =  Z A  +  m A  
9  i f  W ( q A )  : S  t  - r  t h e n  
1 0  L  r e t u r n  ( m  I  q A ) U - '  
1 1  e n d  l o o p  
* /  
P m o f  T h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  e r r o r  v e c t o r  h a v i n g  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  l e s s  
t h a n  o r  e q u a l  t o  p  i s  g i v e n  b y  
1  2:~~0 e )  (~=;) 
N L e e  ( 7 )  
T h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  o f  M c E l i e c e  a n d  h a s  a n  a s s o -
c i a t e d  w o r k  f a c t o r  o f  
n k
2  
k  
M F u \ l  =  - +  - ( n  - k ) .  
2  2  
T h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  n o w  i n v o l v e s  e n c o d i n g  t h e  2:j~o (~) i n f o r m a t i o n  v e c -
t o r s  o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  p ,  e a c h  o f  w h i c h  r e q u i r e s  t w o  v e c t o r  
a d d i t i o n s  t o  e n u m e r a t e  ( c o n s i d e r i n g  t h a t  a  " r e v o l v i n g  d o o r "  t y p e  a l g o r i t h m  
c a n  b e  u s e d ) .  S o  t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  g i v e n  b y  
EL~ =  2 ( n  - k )  ~ G ) ·  
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H e n c e ,  t h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  a l g o r i t h m  i s  
W
L e e  
=  N L e e ( M F u l l  +  E L e e ) '  
D  
8 . 2 . 3  T h e  A t t a c k  o f  L e o n  
A t  a r o u n d  t h e  t i m e  t h e  a l g o r i t h m  o f  L e e  a n d  B r i c k e l l  w a s  p u b l i s h e d ,  a  p r o  b a -
b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  w a s  p u b l i s h e d  b y  L e o n  [ 9 8 J  w h i c h  p r o v e d  
t o  b e  a  s u p e r i o r  a t t a c k  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  
T h e  i d e a  o f  L e o n  i s  t o  r e d u c e  t h e  a m o u n t  o f  w o r k  i n  t h e  e n u m e r a t i o n  
s t a g e  b y  e x a m i n i n g  a  p u n c t u r i n g  o f  t h e  c o d e .  T h e  f u l l  l e n g t h  c o d e w o r d  i s  
o n l y  e x a m i n e d  w h e n  t h e  p u n c t u r e d  v e r s i o n  i n d i c a t e s  t h a t  i t  i s  l i k e l y  t o  h a v e  
l o w  w e i g h t .  
A  p u n c t u r e d  c o d e  o f  l e n g t h  k  +  1  i s  u s e d ,  w h e r e  1  i s  a n  i n p u t  p a r a m e t e r  
o f  t h e  a l g o r i t h m .  T h e  c r i t e r i a  f o r  a  f u l l  l e n g t h  c o d e w o r d  t o  b e  e n u m e r a t e d  i s  
t h a t  i t s  p u n c t u r e d  w e i g h t  m u s t  b e  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  s o m e  b o u n d  p ,  w h i c h  
i s  a l s o  a n  i n p u t  p a r a m e t e r .  
T h e  c o l u m n s  o f  G  a r e  r a n d o m l y  p e r m u t e d  i n  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  a n d  
t h e n  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  i s  a p p l i e d .  T h e  r e s u l t i n g  m a t r i x  i s  r e g a r d e d  a s  
b e i n g  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  d i s t i n c t  s e g m e n t s  
G  =  ( I k  I  P  I  B ) ,  
c o m p r i s i n g  o f  k ,  1  a n d  n  - k  - 1  c o l u m n s ,  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  p u n c t u r e d  c o d e  i s  g e n e r a t e d  b y  ( h  I  P ) ,  b u t  o n l y  t h e  c o l u m n s  o f  P  
n e e d  t o  b e  e n u m e r a t e d  s i n c e  t h e  w e i g h t  o n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  i s  p r e d i c t a b l e .  
I f  t h e  p u n c t u r e d  c o d e w o r d  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  p  t h e n  t h e  c o l u m n s  
o f  B  a r e  a l s o  e x a m i n e d .  
T h e  r e s u l t i n g  a t t a c k  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  8 . 5 .  N o t e  t h a t  s e t t i n g  1  =  0  
r e d u c e s  L e o n ' s  a t t a c k  t o  t h e  a l g o r i t h m  o f  L e e  a n d  B r i c k e l l .  
8 . 3  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  I n ,  k ,  2 t  +  I ]  b i n a r y  c o d e  u s i n g  L e a n ' s  a t t a c k  i s  
W L e o n ( n , k , t ; p , l )  =  
" f  +  ~(n - k )  +  L~~o e )  [ 2 1  +  r ( n  - k  - I )  L:;~f ( ! ) ]  
L~~o ( n  t~:l)) ( k ; H )  /  (~) 
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P r o o f .  L e o n ' s  a l g o r i t h m  w i l l  s u c c e s s f u l l y  y i e l d  e  w h e n  a  c o n f i g u r a t i o n  o c c u r s  
i n  w h i c h  t h e  p u n c t u r e d  e r r o r  v e c t o r  h a s  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  p .  T h e  
p r o b a b i l i t y  o f  s u c h  a  c o n f i g u r a t i o n  o c c u r r i n g  i s  
1  
, " , P  _  ( k + l )  ( n - ( k + l ) )  
L . . . . T _ o  r  t - r  
N
L e o n  
(~) 
T h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  p r e v i o u s  a l g o r i t h m s .  T h e  
e n u m e r a t i o n  s t a g e  i n v o l v e s  e x a m i n i n g  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  r o w s  o f  P  a n d  
a l s o  e n u m e r a t i n g  B  w h e n  r e q u i r e d .  
E n u m e r a t i n g  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  r o w s  o f  P  i s  d o n e  i n  s e q u e n c e  a n d  a  
r e v o l v i n g  d o o r  a l g o r i t h m  i s  u s e d .  E a c h  v e c t o r  c a n  b e  e n u m e r a t e d  a t  t h e  c o s t  
A l g o r i t h m  8 . 5 :  L e o n ' s  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  *  /  
I n p u t :  G ,  w ,  t , p ,  I  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t : : ;  t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  ( 1  a n d  Z A  * /  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - - t  G  : =  ( h I A )  
2  ( 1  : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  w + w j G  
/ *  M a i n  L o o p  
4  l o o p  
5  N e x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  ( 1 ,  Z A )  
6  D e n o t e  A  =  ( P  I  B )  w h e r e  P  i s  a n  k  x  I  m a t r i x  
7  f o r  r  f r o m  0  t o  p  d o  
8  f o r e a c h  m  E  IF~k) o f  w e i g h t  r  d o  
9  q p  : = z p + m P  
1 0  i f  w ( q p ) : : ;  p  - r  t h e n  
1 1  l  q B  : =  Z B  +  m B  
1 2  i f  W ( q B )  : : ;  t  - r  - w ( q p )  t h e n  
1 3  L  r e t u r n  ( m  I  q p  I  q B ) U -
1  
1 4  e n d  l o o p  
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* /  
o f  a r o u n d  t w o  v e c t o r  a d d i t i o n s  g i v i n g  a  w o r k  f a c t o r  o f  
p  
21~ G ) '  
H o w e v e r ,  f u l l  l e n g t h  v e c t o r s  a r e  o n l y  e n u m e r a t e d  s p o r a d i c a l l y  a n d  s o  r e q u i r e  
a s  m a n y  v e c t o r  a d d i t i o n s  a s  t h e r e  a r e  g e n e r a t o r s  t o  b e  c o m b i n e d .  S i n c e  P  
i s  r a n d o m ,  t h e n  t h e  n u m b e r  o f  c o d e w o r d s  t h a t  w i l l  b e  f u l l y  e n u m e r a t e d  i n  
e a c h  i t e r a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  
p  
~ G)Ef~~G). 
T h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  t h e n  g i v e n  b y  
E
L e o n  
=  t  (~) [ 2 1  + r ( n  - k  - I )  Ef'::-~ ( D J  
1 ' = 0  2 l  
a n d  t h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  o f  L e o n ' s  a l g o r i t h m  i s  
W
L e o n  
=  N L e o n ( M F u I l  +  E L e o n ) .  
o  
8 . 2 . 4  T h e  A t t a c k  o f  S t e r n  
A s  w i t h  t h e  a l g o r i t h m  o f  L e o n ,  a  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  o f  
S t e r n  [ 1 3 1 ]  u s e s  a  p u n c t u r e d  s u b s e t  o f  c o l u m n s  t o  i d e n t i f y  w h i c h  c o d e w o r d s  
s h o u l d  b e  f u l l y  e x a m i n e d .  H o w e v e r ,  i n s t e a d  o f  s i m p l y  e x a m i n i n g  t h e  n o n -
i n f o r m a t i o n  p a r t  o f  t h e s e  p u n c t u r e d  c o d e w o r d s  i n d i v i d u a l l y ,  S t e r n  u s e s  a  
l o o k - u p  t a b l e  t o  f i n d  p a i r s  o f  v e c t o r s  w h o s e  e n t r i e s  c a n c e l  e a c h  o t h e r  o u t .  
A l t h o u g h  n o r m a l l y  d e s c r i b e d  u s i n g  t h e  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x  o f  a  c o d e ,  t h e  
a l g o r i t h m  w i l l  b e  d e s c r i b e d  h e r e  u s i n g  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  f o r  c o n s i s t e n c y  
a n d  e a s e  o f  c o m p a r i s o n .  T h e  i n p u t  p a r a m e t e r s  t o  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  a r e  p  
a n d  I ,  w i t h  s i m i l a r  m e a n i n g s  t o  L e o n ' s  a l g o r i t h m .  
T h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  o f  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  p r e v i -
o u s l y  p r e s e n t e d  a t t a c k s .  A f t e r  r a n d o m l y  p e r m u t i n g  t h e  c o l u m n s ,  G a u s s i a n  
e l i m i n a t i o n  i s  p e r f o r m e d  a n d  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  p u t  i n t o  t h e  f o r m  
G  =  ( I k  I  P  I  B ) ,  
1 7 7  
w h e r e  P  i s  a n  k  x  I  m a t r i x .  T h e  r o w s  o f  G  a r e  t h e n  s p l i t  i n t o  t w o  g r o u p s  
o f  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  s i z e ,  d i v i d i n g  P  i n t o  t w o  s u b m a t r i c e s  X  a n d  Y  
c o n t a i n i n g  a r o u n d  k / 2  r o w s  e a c h  
G = ( I
k  
I  ~ I  B ) .  
N o t e  t h a t  c o d e w o r d s  i n  t h e  r o w  s p a c e s  o f  X  a n d  Y  h a v e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t s  
r e s t r i c t e d  t o  c o m p l e m e n t a r y  s u b s e t s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  o f  s i z e  k / 2 .  
I n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e ,  a l l  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  p  r o w s  o f  X  a r e  
c o m p u t e d  a n d  s t o r e d .  F o l l o w i n g  t h i s ,  a l l  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  p  r o w s  o f  Y  
a r e  c o n s t r u c t e d  a n d  c h e c k e d  f o r  a n y  c o l l i s i o n s  w i t h  t h e  s t o r e d  v a l u e s  f r o m  X .  
A  c o l l i s i o n  p r o v i d e s  t w o  c o d e w o r d s  w h i c h ,  w h e n  a d d e d  t o g e t h e r ,  p r o d u c e  a  
c o d e w o r d  w i t h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  2 p  a n d  w i t h  z e r o  e n t r i e s  i n  t h e  c o l u m n s  o f  
P .  A l l  c o l l i s i o n s  a r e  e n u m e r a t e d  i n  f u l l  a n d  h a v e  t h e i r  w e i g h t s  d e t e r m i n e d .  
I n  o r d e r  t o  e n s u r e  t h a t  a l l  e n u m e r a t e d  v e c t o r s  l i e  i n  t h e  e r r o r  c o s e t ,  t h e  
r e c e i v e d  v e c t o r  w  i s  a d d e d  t o  e v e r y  c o m b i n a t i o n  f r o m  X  ( b u t  n o t  t h o s e  f r o m  
Y ) .  T h e  r e s u l t i n g  a t t a c k  i s  g i v e n  i n  A l g o r i t h m  8 . 6 .  
8 . 4  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  r n ,  k ,  2 t  +  1 ]  b i n a r y  c o d e  u s i n g  S t e r n ' s  a t t a c k  i s  
WSte~(n,k,t;p,l) =  
" f  +  % ( n  ~ k )  +4W~2) +  2 p ( n  ~ k  ~ lW~2)2 / 2 1  +  K(p(k~2) +  2 1 )  
(k~2) 2  n-=-~;l) /  ( 7 )  
P r o o f .  T o  s u c c e s s f u l l y  y i e l d  e ,  a  c o n f i g u r a t i o n  r e q u i r e s  t h a t  e  h a s  w e i g h t  
p  o n  e a c h  o f  t h e  s i z e " "  k / 2  i n f o r m a t i o n  s u b s e t s  a n d  z e r o  w e i g h t  o n  t h e  I  
n o n - i n f o r m a t i o n  c o l u m n s  o f  t h e  p u n c t u r e d  c o d e  T h e  e x p r e s s i o n  S t e r n  u s e s  
f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  o f  e a c h  i t e r a t i o n  h a s  b e e n  f o l l o w e d  ( a l t h o u g h  
s l i g h t l y  m o d i f i e d )  b y  s u b s e q u e n t  a u t h o r s  s u c h  a s  C h a b a u d  [ 3 5 ] '  w h o  g i v e s  
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  a s  
(
t )  (  n - t  )  ( t -
P
)  ( n - t - ( k / t -
p
) )  (  n - t - ( k - 2 p )  )  
1  p  k / 2 - p  P  k / 2 - p  ( n - k - I ) - ( t - 2 p )  
(  
n  )  ( n - k / 2 )  (  n - k  )  
k / 2  k / 2  n - k - l  
N
S t e r n  
( 8 . 3 )  
H o w e v e r ,  a  s i m p l e r  e x p r e s s i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c o u n t i n g  t h e  n u m b e r  o f  
e r r o r  p a t t e r n s  w h i c h  w i l l  s a t i s f y  a  s p e c i f i c  c o n f i g u r a t i o n ,  g i v i n g  
1  (k~2) 2  (nt-=-~;l) 
N
S t e r n  
=  ( 7 )  
( 8 . 4 )  
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A l g o r i t h m  8 . 6 :  S t e r n ' s  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  * /  
I n p u t :  G ,  w ,  t , p ,  I  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t  : S  t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  a  a n d  z A  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - >  G  : =  ( h I A )  
2  a  : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  w + w / G  
4  A l l o c a t e  a  t a b l e  i n d e x e d  b y  v e c t o r s  i n  lF~I). 
/ *  M a i n  L o o p  
5  l o o p  
6  N e x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  a ,  Z A )  
7  D e n o t e  A  =  (~ I  B )  w h e r e  X ,  Y  a r e  I  x  k / 2  m a t r i c e s  
8  C l e a r  t h e  l o o k - u p  t a b l e  
9  
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
1 5  
1 6  
1 7  
1 8  
/ *  F i r s t  i n d e x  t h e  r o w s p a c e  o f  X  
f o r e a c h  m x  E  lF~k/2) o f  w e i g h t  p  d o  
l  
q x  : = z x + m x
X  
S t o r e  m x  i n d e x e d  b y  q x  
/ *  N e x t  f i n d  c o l l i s i o n s  i n  t h e  r o w s p a c e  o f  Y  
f o r e a c h  m y  E  lF~k/2) o f  w e i g h t  p  d o  
q y  : =  m y Y  
f o r e a c h  m x  i n  t h e  l o o k - u p  t a b l e  i n d e x e d  b y  q y  d o  
l  
m  : =  ( m x  I  m y )  
q B  : =  Z B  +  m B  
i f  W ( q B )  : S  t  - 2 p  t h e n  
L  r e t u r n  ( m  I  0 · · · 0  I  q B t -
'  
1 9  e n d  l o o p  
E x p r e s s i o n s  ( 8 . 3 )  a n d  ( 8 . 4 )  a r e  e q u i v a l e n t .  
* /  
* /  
* /  
* /  
T h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  p r e v i o u s  a l g o r i t h m s .  T h e  e n u m e r -
a t i o n  s t a g e  i n v o l v e s  e n u m e r a t i n g  t h e  r o w s  o f  e a c h  o f  X  a n d  Y ,  e n u m e r a t i n g  
a n y  c o l l i s i o n s ,  p l u s  t h e  o v e r h e a d  i n  u s i n g  t h e  l o o k - u p  t a b l e .  
E n u m e r a t i n g  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  r o w s  o f  X  a n d  Y  i s  d o n e  i n  s e q u e n c e ,  
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a n d ,  u s i n g  r e v o l v i n g  d o o r  t e c h n i q u e s ,  e a c h  v e c t o r  i s  e n u m e r a t e d  a t  t h e  c o s t  
o f  a r o u n d  t w o  v e c t o r  a d d i t i o n s .  T h e  t o t a l  w o r k  i n  e n u m e r a t i n g  i n f o r m a t i o n  
v e c t o r s  o f  w e i g h t  p  f r o m  b o t h  X  a n d  Y  i s  t h e n  
2  x 2Ie~2). 
E a c h  I - t u p l e  c a n  e x p e c t  t o  b e  " h i t "  a p p r o x i m a t e l y  (k~2) / 2
1  
t i m e s  b y  c o m -
b i n a t i o n s  f r o m  X  a n d  s i m i l a r l y  f o r  c o m b i n a t i o n s  f r o m  Y .  H e n c e ,  t h e r e  w i l l  
b e  o n  a v e r a g e  (k~2) 2 / 2 2 1  c o l l i s i o n s  f o r  e a c h  p o s s i b l e  v a l u e  a n  I - t u p l e  c a n  t a k e ,  
g i v i n g  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o l l i s i o n s  a s  (k~2) 2 /
2 1
.  E a c h  c o l l i s i o n  i m p l i e s  t h a t  
2 p  r o w s  o f  B  m u s t  b e  a d d e d ,  g i v i n g  a  w o r k  f a c t o r  a s s o c i a t e d  w i t h  c o l l i s i o n s  
o f  
2 p ( n  - k  - I )  e~2) 2 / i .  
I n  h i s  a n a l y s i s ,  S t e r n  d i d  n o t  c o n s i d e r  t h e  c o s t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  u s e  
o f  t h e  l o o k - u p  t a b l e .  T h i s  o v e r s i g h t  w a s  f i r s t  a d d r e s s e d  b y  C a n t e a u t  a n d  
C h a b a u d  [ 3 3 ] ,  w h o s e  a n a l y s i s  i m p l i e s  a  w o r k  f a c t o r  a t  e a c h  i t e r a t i o n  o f  
K(pe~2) +  2 1 )  
w h e r e  K  i s  t h e  s i z e  o f  a  c o m p u t e r  w o r d  ( K  =  3 2  o r  6 4 ) .  T h i s  e x p r e s s i o n  
t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n i t i a l i z a t i o n s  a t  e a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  2 1  e n t r i e s  i n  t h e  
l o o k - u p  t a b l e ,  a s  w e l l  a s  t h e  p  i n d i c e s  t h a t  e a c h  o f  t h e  (k~2) e n t r i e s  n e e d  t o  
s t o r e .  
H e n c e ,  t h e  t o t a l  w o r k  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  o f  a n  i t e r a -
t i o n  o f  t h e  S t e r n  a l g o r i t h m  i s  g i v e n  b y  
E
S t e m  
=  4Ie~2) + 2 p ( n - k  -l)e~2r/21 +K(pe~2) + i )  
a n d  t h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  o f  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  i s  
W
S t e r n  
=  N s t e r n ( M F u U  +  E
S t e r n
) .  
D  
M e m o r y  R e q u i r e m e n t s  
U n l i k e  p r e v i o u s  a t t a c k s ,  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  r e q u i r e s  m e m o r y  w h i c h  s c a l e s  
w i t h  t h e  s i z e  o f  t h e  i n p u t  p a r a m e t e r s .  I n  t h e  l i t e r a t u r e  t h e r e  s e e m s  t o  h a v e  
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b e e n  n o  d i s c u s s i o n  o r  a n a l y s i s  o f  t h e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  o f  S t e r n ' s  a l g o -
r i t h m ,  a l t h o u g h  m e m o r y  c o n c e r n s  d o  s e e m  t o  h a v e  i n f l u e n c e d  s o m e  o f  t h e  
p u b l i s h e d  r e s u l t s  ( s e e  s e c t i o n  8 . 3 ) .  
M e m o r y  i s  r e q u i r e d  i n  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  f o r  s t o r i n g  s u p p o r t  v e c t o r s  i n  a  
l o o k - u p  t a b l e .  T h e  t a b l e  i s  i n d e x e d  b y  t h e  2 1  l e n g t h  I  b i n a r y  v e c t o r s ,  a n d  
n e e d s  t o  s t o r e  ( k / 2 )  s e t s  o f  p  c o o r d i n a t e s .  C o n s i d e r a t i o n  n e e d s  t o  b e  m a d e  
f o r  b o t h  t h e  o v e r h e a d  o f  m a n a g i n g  t h e  t a b l e  a n d  t h e  a l l o c a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  
e a c h  s e t  o f  c o o r d i n a t e s .  
T h e  n u m b e r  o f  p o s s i b l e  i n d i c e s  i s  i n  g e n e r a l  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  n u m b e r  
o f  e n t r i e s  t h a t  w i l l  b e  s t o r e d  i n  t h e  t a b l e  a n d  s o  a  h a s h t a b l e  c a n  b e  u s e d  
t o  a v o i d  a l l o c a t i n g  a  f u l l  l e n g t h  2 1  a r r a y .  I f  a  h a s h t a b l e  i s  a b l e  t o  m i n i m i z e  
c l a s h e s  t h e n  i t s  m i n i m u m  s i z e  n e e d s  t o  b e  a r o u n d  (k~2), t h e  t o t a l  n u m b e r  
o f  e n t r i e s .  E a c h  e n t r y  i n  t h e  h a s h t a b l e  n e e d s  p  c o m p u t e r  w o r d s  t o  s t o r e  
c o o r d i n a t e s ,  a s  w e l l  a s  a n  e x t r a  w o r d  a s  o v e r h e a d .  T h e  t o t a l  m e m o r y  r e q u i r e d  
t o  r u n  t h e  a l g o r i t h m  i s  t h e n  g i v e n  ( i n  b i t s )  b y  
K ( p +  l)e~2) 
w h e r e  K  i s  t h e  n u m b e r  o f  b i t s  i n  a  c o m p u t e r  i n t e g e r  ( 3 2  o r  6 4 ) .  T h i s  i s  a  
l o w e r  b o u n d  a n d  a n y  r e a l  i m p l e m e n t a t i o n  w i l l  a l m o s t  c e r t a i n l y  n e e d  m o r e  
m e m o r y .  H o w e v e r ,  i t  i s  a  r e a s o n a b l e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  m e m o r y  u s a g e  r e q u i r e d .  
8 . 2 . 5  T h e  A t t a c k  o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  
\ V h i l e  a l l  p r e v i o u s  a t t a c k s  h a v e  f o c u s e d  o n  i m p r o v i n g  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  
o f  t h e  a l g o r i t h m ,  m o s t  o f  t h e  w o r k  a r i s e s  i n  t h e  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e  
l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e .  T h i s  i m b a l a n c e  w a s  a d d r e s s e d  i n  1 9 9 8  b y  C a n t e a u t  
a n d  C h a b a u d  [ 3 3 ] ,  w h o  p r o p o s e d  a  n e w  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  t o  b e  u s e d  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  e n u m e r a t i o n  d e s c r i b e d  b y  S t e r n .  
I n s t e a d  o f  s e l e c t i n g  k  r a n d o m  c o l u m n s  a t  e a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  
a n d  d o i n g  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n ,  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  i d e a  i s  t o  
a l t e r  o n l y  a  s i n g l e  c o l u m n  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  f r o m  t h e  p r e v i o u s  i t e r a t i o n .  
T h i s  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  a  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  i n  t h i s  t h e s i s .  
G i v e n  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  G  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  I ,  t h e i r  
m e t h o d  c o n s i s t s  o f  r a n d o m l y  c h o o s i n g  a n  i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  A  a n d  a  c h e c k  
p o s i t i o n  J J ,  u n t i l  G [ A ] [ J J , ]  i s  n o n - z e r o .  I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  u s e  G [ A ] [ J J , ]  a s  
a  p i v o t  a n d  t r a n s f o r m  G  i n t o  a  n e w  s t a n d a r d  f o r m  w i t h  i n f o r m a t i o n  s e t  
( I \ { , \ } )  U  { J J , }  u s i n g  a r o u n d  k / 2  v e c t o r  a d d i t i o n s .  
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A l g o r i t h m  8 . 7 :  N c x t C o n f i g u r a t i o n S t e p p e d ( A ,  ( f ,  Z A )  
/ *  F o r  G  =  ( h  I  A ) ,  w h e r e  G u -
l  
i s  t h e  p u b l i c  k e y .  * /  
/ *  U p d a t e  A  t o  r e p r e s e n t  a  n e w  i n f o r m a t i o n  s e t  d i f f e r i n g  a t  o n e  
ro~L ' l  
/ *  Z A  i s  t h e  c h e c k  p o s i t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  f r o m  t h e  e r r o r  c o s e t  w i t h  
z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t .  *  /  
I n p u t :  A ,  ( f ,  Z A  
O u t p u t :  A ,  ( f ,  Z A  
/ *  C h o o s e  t h e  r o l u m n s  t o  s w i t c h  *  /  
1  r e p e a t  
2  A  : = R a n d o m ( { 1 ,  . . .  , k } )  
3  p ,  : =  R a n d o m ( { k +  1 ,  . . .  , n } )  
4  p , ' : =  p ,  - k  
5  u n t i l  A [ A ] [ p , ' ]  =  1  
/ *  U p d a t e  t h e  r o w s  o f  A  *  /  
6  f o r a l l  i  i n  { 1 ,  . . .  , k } \ { A }  d o  
7  l  i f  A [ i ] [ p , ' ]  =  1  t h e n  
8  l  A [ i ]  : =  A [ i ]  +  A [ A ]  
9  A  [ i ] [ p , ' ]  : =  1  
/ *  U p d a t e  Z A  i f  n e c e s s a r y  
1 0  i f  Z A [ P , ' ]  =  1  t h e n  
1 1  l  Z A  : =  Z A  +  A [ A ]  
1 2  Z A  [ p , ' ]  : =  1  
/ *  U p d a t e  ( f  
1 3  ( f  : =  ( f  x  ( A d ' )  
* /  
* /  
I n  A l g o r i t h m  8 . 7  t h e  p r o c e s s  i s  d e s c r i b e d  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  o n l y  t h e  
c h e c k  s u b m a t r i x  o f  G  i s  e v e r  r e q u i r e d .  T h i s  i s  a c h i e v e d  b y  n o t i n g  t h a t  t h e  
o n l y  i n f o r m a t i o n  c o l u m n  w h i c h  w i l l  b e  a f f e c t e d  b y  t h e  p r o c e s s  i s  t h e  A - t h  
c o l u m n  i t s e l f ,  w h o s e  r e s u l t i n g  v a l u e  w i l l  b e  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  t h e  , , - t h  
c o l u m n .  S o  b y  a l l o w i n g  t h e  p , - t h  c o l u m n  t o  r e t a i n  i t s  o r i g i n a l  v a l u e  d u r i n g  
t h e  p r o c e s s ,  t h e  i n f o r m a t i o n  c o l u m n s  n e e d  n e v e r  b e  c o n s i d e r e d .  
T h e  a t t a c k  o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  i s  t h e n  e x a c t l y  a s  d e s c r i b e d  i n  
A l g o r i t h m  8 . 6 ,  r e p l a c i n g  t h e  f u n c t i o n  N e x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  ( f ,  Z A )  f r o m  A l -
g o r i t h m  8 . 3  w i t h  N e x t C o l l f i g u r a t i o n S t e p p e d ( A ,  ( f ,  Z A )  f r o m  A l g o r i t h m  8 . 7 .  
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W o r k  F a c t o r  A n a l y s i s  
I n  p r e v i o u s  a t t a c k s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  f o r  e a c h  i t e r a t i o n  h a s  b e e n  
e s t i m a t e d  u s i n g  s i m p l e  c o u n t i n g  a r g u m e n t s .  H o w e v e r ,  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t s  
p r o d u c e d  b y  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  a r e  n o  
l o n g e r  i n d e p e n d e n t  a n d  m u s t  t h e r e f o r e  b e  m o d e l l e d  u s i n g  a  s t o c h a s t i c  p r o -
c e s s .  S i n c e  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  f o r  a  g i v e n  i t e r a t i o n  a l w a y s  d i f f e r s  r a n d o m l y  
b y  o n e  e l e m e n t  f r o m  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t  o f  p r e v i o u s  i t e r a t i o n ,  t h e  p r o c e s s  
w i l l  b e  a  h o m o g e n o u s  M  a r k o v  c h a i n .  
T h e  s t a t e s  o f  t h i s  M a r k o v  p r o c e s s  a r e  d e f i n e d  f o r  e a c h  i t e r a t i o n  b y  t h e  
i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  t h e  e r r o r  v e c t o r  e .  F o r  a n  i t e r a t i o n  o f  S t e r n ' s  e n u -
m e r a t i o n  m e t h o d  t o  s u c c e s s f u l l y  e n u m e r a t e  t h e  e r r o r  v e c t o r ,  i t  m u s t  h a v e  a n  
i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  e x a c t l y  2 p .  H o w e v e r ,  n o t  a l l  c o n f i g u r a t i o n s  w h e r e  t h e  
e r r o r  v e c t o r  h a s  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  2 p  w i l l  b e  s u c c e s s f u l .  H e n c e ,  t h e  s t a t e  
r e p r e s e n t i n g  a n  e r r o r  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  2 p  i s  s p l i t  i n t o  t w o  s t a t e s  ( 2 p ) s  
a n d  ( 2 p ) F ,  d e n o t i n g  s u c c e s s  a n d  f a i l u r e  s t a t e s  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  s t a t e  s p a c e  o f  t h e  M a r k o v  p r o c e s s  i s  t h e r e f o r e  
E  =  { 1 ,  . . .  ,  2 p  - l }  U  { ( 2 p ) s ,  ( 2 p ) F }  u  { 2 p  +  1 ,  . . .  ,  t }  
w i t h  s u c c e s s  s p a c e  S  =  { ( 2 p ) s }  a n d  f a i l u r e  s p a c e  F  =  { 1 ,  . . .  ,  ( 2 p ) F ,  . . .  ,  t } .  
T h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  o f  a  h o m o g e n o u s  M a r k o v  c h a i n  { X i } , E N  i s  g i v e n  b y  
P  =  ( P r [ X i = u I X
i
-
1  
= V J ) u , v E £ '  B y  s i m p l e  c o u n t i n g  a r g u m e n t s ,  t h e  n o n - z e r o  
e n t r i e s  o f  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  c a n  b e  s h o w n  t o  b e  g i v e n  b y  
P u , u  
k - u  n - k - ( t - u )  u  t - u  
: =  - - x  + - x - -
k  n - k  k  n - k  
P u , u - l  
. _  : :  x  _ n _ - _ k _ - " " : ( , ; - t  _ - _ u - , - )  
. - k  n  - k  
k - u  t - u  
: = - - x - -
k  n - k  
P u , u + l  
w h e r e  ( 2 p ) s  a n d  ( 2 P ) F  h a v e  b o t h  t e m p o r a r i l y  b e e n  c o n s i d e r e d  t o  h a v e  v a l u e  
u  =  2 p .  T o  a c c o u n t  f o r  t h e  s p l i t  i n  t h e  2 p  s t a t e ,  m u l t i p l i c a t i v e  f a c t o r s  a r e  
a p p l i e d :  
P
u
, ( 2 p ) S  : =  P
u
. ( 2 p ) s  x  ( 3  
P
U
, ( 2 P ) F  : =  P
u
, ( 2 p ) F  x  ( 1  - ( 3 )  
f o r  a l l  u  E  E .  
w h e r e  / J  i s  t h e  f r a c t i o n  o f  w e i g h t  2 p  s t a t e s  w h i c h  s u c c e s s f u l l y  y i e l d  t h e  e r r o r  
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v e c t o r :  
( 3  =  c o n f i g u r a t i o n s  i n  ( 2 p )  s  
c o n f i g u r a t i o n s  i n  ( 2 p ) s  o r  ( 2 P ) F  
(
k / 2 ) 2 ( n - k - l )  
_  p  t - 2 p  
~ ( ; p )  (;'-2~) .  
F i n a l l y ,  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  w i l l  t e r m i n a t e  w h e n  t h e  
s u c c e s s  s t a t e  i s  r e a c h e d ,  t h e  s t a t e  ( 2 p ) s  i s  m a d e  p e r s i s t e n t  
P ( 2 p ) s , u  : =  0  f o r  a l l  U  E  F ,  
P ( 2 p ) s , ( 2 p ) s  : =  1 .  
T o  m o d e l  t h i s  M a r k o v  c h a i n  t h e  f i n a l  c o m p o n e n t  r e q u i r e d  i s  t h e  i n i t i a l  
p r o b a b i l i t y  v e c t o r ,  d e r i v e d  u s i n g  c o u n t i n g  a r g u m e n t s  t o  b e  
7 r o ( U )  : =  (~)(~~D 
G )  
w i t h  s i m i l a r  a d j u s t m e n t s  f o r  t h e  s p l i t  2 p  s t a t e :  
7 r o ( ( 2 p ) s )  : =  7 r o ( ( 2 p ) s )  x  ( 3 ,  7 r O ( ( 2 p ) F )  : =  7 r O ( ( 2 p ) F )  x  ( 1  - ( 3 ) .  
T h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  t h i s  c h a i n  t o  r e a c h  a  p e r -
s i s t e n t  s t a t e  c a n  b e  c a l c u l a t e d  u s i n g  a b s o r b i n g  c h a i n  t h e o r y  [ 8 7 ] .  L e t  Q  b e  
t h e  p r o b a b i l i t y  t r a n s i t i o n  m a t r i x  r e s t r i c t e d  t o  t h e  n o n - p e r s i s t e n t  s t a t e s  
Q  =  ( P u , v ) u , v E F ,  
t h e n  t h e  f u n d a m e n t a l  m a t r i x  i s  d e f i n e d  a s  
0 0  
R  : =  L  Q~ =  ( I  - Q ) - I .  
m = O  
T h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  p e r f o r m e d  b e f o r e  a  s u c c e s s f u l  s t a t e  i s  
r e a c h e d  i s  g i v e n  b y  
l E [ N e a n . e a u , ]  =  L  7 r o ( u )  L  R u , v '  
( 8 . 5 )  
u E F  v E F  
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I t  i s  o f t e n  a l s o  o f  i n t e r e s t  t o  k n o w  w h a t  p e r c e n t a g e  o f  c o m p u t a t i o n s  w i l l  
t e r m i n a t e  a f t e r  s o m e  g i v e n  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .  T h i s  c a n  b e  a c h i e v e d  b y  
r a i s i n g  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  t o  t h e  a p p r o p r i a t e  p o w e r .  T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  
t h e  a l g o r i t h m  w i l l  s u c c e e d  a f t e r  N  i t e r a t i o n s  i s  g i v e n  b y  
P r [ X
N  
E  S ]  =  L  1 r o ( U ) ( p N ) n , ( 2 P ) S  
n E E  
8 . 5  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o  s y s t e m  u s i n g  a n  I n ,  k ,  2 t  +  1 ]  c o d e  o v e r ] F .  u s i n g  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  
a t t a c k  i s  
W  C a n t e a u t (  n ,  k ,  t ;  p ,  I )  =  
k  +  1  ( k / 2 )  
N C a n t e a n t ( - 2 - ( n - k )  + 4 1  p  
( k / 2 )  
2  
+  2 p ( n  - k  - 1 ) - i T - +  K(pe~2) +  2
1
) ) ,  
w h e r e  N  C a n t r o n t  i s  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  g i v e n  i n  ( 8 . 5 ) .  
P r o o f .  T h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  a l g o r i t h m  o f  S t e r n .  F o r  t h e  
l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e ,  a r o u n d  k / 2  v e c t o r  a d d i t i o n s  o f  l e n g t h  n  - k  v e c t o r s  a r e  
r e q u i r e d ,  w i t h  a  w o r k  f a c t o r  o f  ~(n - k ) .  T h e r e  i s  a l s o  t h e  w o r k  r e q u i r e d  i n  
m a i n t a i n i n g  t h e  v e c t o r  z ,  w h i c h  h a s  a  5 0 %  c h a n c e  o f  r e q u i r i n g  a  s i n g l e  v e c t o r  
a d d i t i o n  i n  e a c h  i t e r a t i o n ,  w i t h  a n  a v e r a g e  w o r k  o f  ( n  - k ) / 2 .  T h e  t o t a l  w o r k  
r e q u i r e d  f o r  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  t h e r e f o r e  
k + 1  
! ' v I s ' e p  =  - 2 - ( n  - k ) ,  
a n d  t h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a l g o r i t h m  i s  
W C a n t e a u t  =  N C a n t e a u t ( M S t e p  +  E S t e r n ) .  
o  
C l e a r l y  N e a n ' e a u '  w i l l  b e  g r e a t e r  t h a n  N S ' e m  s i n c e  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t s  
a r e  n o  l o n g e r  i n d e p e n d e n t .  H o w e v e r ,  t h e  w o r k  p e r f o r m e d  a t  e a c h  i t e r a t i o n  i s  
l e s s ,  w h i c h  c a n  r e s u l t  i n  a  r e d u c e d  o v e r a l l  w o r k  f a c t o r .  
T h e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a t t a c k  a r e  i d e n t i c a l  
t o  t h o s e  d e s c r i b e d  i n  S t e r n ' s  a t t a c k ,  s i n c e  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  h a s  n o t  
c h a n g e d .  
1 8 5  
8 . 2 . 6  U s i n g  t h e  P a r i t y  C h e c k  M a t r i x  
A n  a l t e r n a t i v e  w a y  o f  d e s c r i b i n g  a n y  o f  t h e  d e c o d i n g  a t t a c k s  w h i c h  h a v e  b e e n  
p r e s e n t e d  i s  b a s e d  o n  t h e  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x .  I f  a  l e n g t h  n  c o d e  i s  g e n e r a t e d  
b y  
G  =  ( h I A )  
t h e n  a  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x  f o r  t h e  c o d e  i s  g i v e n  b y  
H  =  ( A T l l
n
_
k
) .  
H e n c e ,  a n y  o f  t h e  a l g o r i t h m s  d e s c r i b e d  a b o v e  c a n  b e  t r i v i a l l y  d e s c r i b e d  u s i n g  
t h e  c o l u m n s  o f  t h e  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x  i n s t e a d  o f  t h e  r o w s  o f  t h e  g e n e r a t o r  
m a t r i x .  S i n c e  t h e  e n u m e r a t i o n  i s  o n l y  p e r f o r m e d  o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s ,  
t h e  w o r k  f a c t o r  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  o f  a n y  o f  t h e  d e c o d i n g  a t t a c k s  i s  
i d e n t i c a l  u s i n g  e i t h e r  t h e  g e n e r a t o r  o r  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x .  
H o w e v e r ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  w o r k  o f  p e r f o r m i n g  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a -
t i o n  s t e p  o n  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x  a n d  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x  d i f f e r  i f  t h e  r a t e  
o f  t h e  c o d e  i s  n o t  e x a c t l y  o n e  h a l f .  F o r  c o d e s  w i t h  r a t e  g r e a t e r  t h a n  o n e  h a l f ,  
i t  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t o  u s e  t h e  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x ,  w h i l e  f o r  c o d e s  w i t h  r a t e  
l e s s  t h a n  o n e  h a l f  i t  i s  m o r e  e f f i c i e n t  t o  u s e  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  
W h e n  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e d u r e  i s  u s e d ,  t h e r e  i s  n o  d i s t i n c t i o n  
b e t w e e n  u s i n g  t h e  g e n e r a t o r  o r  p a r i t y  c h e c k  m a t r i c e s .  H e n c e ,  f o r  t h e  a t t a c k  
o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  i t  m a k e s  n o  d i f f e r e n c e  w h i c h  r e p r e s e n t a t i o n  i s  u s e d .  
8 . 2 . 7  O t h e r  P r o p o s e d  A t t a c k s  
T h e r e  h a v e  b e e n  s e v e r a l  o t h e r  p r o p o s e d  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s -
t e r n  w h i c h  c l a i m  t o  h a v e  s u p e r i o r  p e r f o r m a n c e  t o  t h o s e  d e s c r i b e d  i n  t h e  
p r o c e e d i n g  s e c t i o n s .  T h e s e  a t t a c k s  h a v e  n o t  h a d  t h e i r  p e r f o r m a n c e  v e r i f i e d  
c o m p u t a t i o n a l l y  a n d  t h e r e  i s  a  l a r g e  a m o u n t  o f  d o u b t  a b o u t  t h e i r  v a l i d i t y .  
T h e  A t t a c k  o f  K o r z h i k  a n d  T u r k i n  
T h e  m o s t  f a m o u s  o f  t h e s e  c l a i m e d  a t t a c k s  w a s  m a d e  b y  K o r z h i k  a n d  T u r k i n  
a t  E U R O C R Y P T ' 9 1 ,  a n n o u n c i n g  a  p o l y n o m i a l  t i m e  a t t a c k  o n  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m  [ 9 2 ] [ 9 3 J .  T h e i r  a l g o r i t h m  u s e s  t h e  i d e a  o f  e m b e d d i n g  b i n a r y  
v e c t o r s  i n t o  j R ( n ) .  T h e  d e c o d i n g  p r o b l e m  i s  t h e n  t r a n s l a t e d  i n t o  f i n d i n g  e x -
t r e m a  i n  j R ( n )  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  d e r i v e d  f r o m  t h e  c o d e .  A n  i t e r a t i v e  
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p r o c e d u r e  i s  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  d e s i r e d  e x t r e m a ,  w i t h  t h e  e n t i r e  a l g o r i t h m  
p r o p o s e d  t o  h a v e  a  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  O ( n
3
) .  
T h i s  a n n o u n c e m e n t  p r e s e n t e d  a  d e v a s t a t i n g  t h r e a t  t o  t h e  s e c u r i t y  o f  t h e  
M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  a n d  h a s  b e e n  t h e  c a u s e  o f  m u c h  c o n f u s i o n  i n  t h e  
c r y p t o g r a p h i c  c o m m u n i t y .  H o w e v e r ,  t h e i r  a l g o r i t h m  w a s  n e v e r  p u b l i s h e d  i n  
f u l l  a n d  i n  t h e  s u b s e q u e n t  d e c a d e  t h e r e  h a s  b e e n  l i t t l e  f u r t h e r  n e w s  o n  i t s  
s t a t u s .  I n  K o r z h i k  a n d  T u r k i n ' s  p r e s e n t a t i o n  t h e  o n l y  e x a m p l e  p r e s e n t e d  
w a s  b a s e d  o n  a  t r i v i a l l y - s i z e d  c o d e  ( o f  l e n g t h  6 3 ) .  S u b s e q u e n t  a t t e m p t s  t o  
i m p l e m e n t  a n d  t e s t  t h e i r  a l g o r i t h m  h a v e  f a i l e d  [ 1 1 ] ,  s i n c e  t h e  m a n u s c r i p t  
t h a t  e x i s t s  [ 9 1 ]  i s  f u l l  o f  e r r o r s .  
U n l e s s  a  c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  a n d  s u p p o r t i n g  c o m p u t a t i o n a l  r e s u l t s  a r e  
p u b l i s h e d ,  t h e  a t t a c k  p r o p o s e d  b y  K o r z h i k  a n d  T u r k i n  c a n n o t  b e  c o n s i d e r e d  
a  v a l i d  t h r e a t  t o  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  C o n s i d e r i n g  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  
t h a t  h a s  p a s s e d  s i n c e  i t s  f i r s t  a n n o u n c e m e n t ,  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  t h i s  o c c u r r i n g  
i s  s l i m .  
T h e  A t t a c k  o f  A l  J a b r i  
I n  2 0 0 1  A l  J a b r i  p r o p o s e d  a  g e n e r a l i z e d  t h r e s h o l d  d e c o d i n g  a l g o r i t h m  w h i c h  
c l a i m e d  f a r  s u p e r i o r  p e r f o r m a n c e  t h a n  e x i s t i n g  d e c o d i n g  a t t a c k s  [ 2 ]  [ 1 ] .  I t  u s e s  
a  s t a t i s t i c a l  a p p r o a c h ,  a n a l y z i n g  t h e  f r e q u e n c i e s  o f  s u p p o r t  p o s i t i o n s  w h e n  
t h e  r e c e i v e d  v e c t o r  i s  a d d e d  w i t h  a  p r e d e t e r m i n e d  c o l l e c t i o n  o f  c o d e w o r d s .  
A l  J  a b r i  e s t i m a t e s  t h a t  t h i s  a l g o r i t h m  c a n  b r e a k  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s -
t e r n  b a s e d  o n  a  [ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 ]  c o d e  i n  a r o u n d  2 1  d a y s  o n  a  7 0 0  M H z  P e n t i u m  
I I  p r o c e s s o r .
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H o w e v e r ,  t h i s  c o m p u t a t i o n  i s  n o t  a t t e m p t e d  a n d  ( a s  w i t h  t h e  
p u b l i c a t i o n  o f  K o r z h i k  a n d  T u r k i n )  o n l y  c o m p u t a t i o n s  w i t h  t o y  e x a m p l e s  a r e  
r e p o r t e d .  T h e  l a r g e s t  c o d e  o n  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  i s  t e s t e d  i s  o f  l e n g t h  3 2  
a n d  i n  n o n e  o f  t h e  r e p o r t e d  e x p e r i m e n t s  d o e s  i t  c o r r e c t  m o r e  t h a n  t w o  e r r o r s .  
A  m a j o r  w e a k n e s s  i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  a t t a c k  i s  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
t h e  e x i s t e n c e  o f  a  l a r g e  s e t  o f  e i t h e r  v e r y  l o w  o r  v e r y  h i g h  w e i g h t  c o d e w o r d s .  
T h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  r e q u i r e d  t o  f i n d  t h i s  s e t  i s  n o t  c o n s i d e r e d  a n d  t h e  
s e t  i s  t r e a t e d  a s  a n  i n p u t  t o  t h e  a l g o r i t h m .  
C o l l e c t i n g  s e t s  o f  c o d e w o r d s  o f  e i t h e r  h i g h  o r  l o w  w e i g h t  i s  a  n o n - t r i v i a l  
e x e r c i s e ,  a c h i e v e d  u s i n g  a  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  ( o r  a  v a r i -
3  A l  J a b r i  a c t u a l l y  s t a t e s  " l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  M c E l i e c c  s y s t e m  w i t h  i t s  o r i g i n a l  p a r a m -
e t e r s  ( 1 0 2 4 , 5 1 2 , 5 1 ) "  w h i c h  i s  c l e a r l y  a  m i s p r i n t .  I t  h a s  b e e n  a s s u m e d  h e r e  t h a t  h e  m e a n s  
a  G o p p a  c o d e  w i t h  t  =  5 1 ,  t h o u g h  i t  i s  a l s o  p o s s i b l e  h e  i s  r e f e r r i n g  t o  t h e  [ 1 0 2 4 , 5 2 4 , 1 0 1 ]  
c o d e  o r i g i n a l l y  p r o p o s e d  b y  M c E l i c c c .  
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a n t  f o r  h i g h  w e i g h t  w o r d s ) .  F o r  t h e  c a s e  o f  t h e  [ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 ]  c o d e  A l  J a b r i  
e s t i m a t e s  t h a t  t h e  r e q u i r e d  s i z e  o f  t h i s  s e t  i s  a r o u n d  2
3 8
•  H o w e v e r ,  a c q u i r i n g  
t h i s  s e t  i s  a l m o s t  c e r t a i n l y  g o i n g  t o  b e  f a r  m o r e  c o m p u t a t i o n a l i y  i n t e n s i v e  
t h a n  s i m p l y  u s i n g  t h e  u n d e r l y i n g  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  
a s  a  d e c o d i n g  a t t a c k .  T h e  d i f f i c u l t y  i n  c o m p u t i n g  t h e s e  s e t s  i s  p r o b a b l y  t h e  
r e a s o n  f o r  t h e  l i m i t e d  s i z e  o f  t h e  c o d e s  i n  t h e  p u b l i s h e d  e x a m p l e s .  
\ V h e t h e r  o r  n o t  A l  J a b r i ' s  a l g o r i t h m  w o u l d  b e  e f f e c t i v e  a t  c o r r e c t i n g  l a r g e r  
n u m b e r s  o f  e r r o r s  i s  u n c l e a r  d u e  t o  l a c k  o f  e x p e r i m e n t a t i o n .  H o w e v e r ,  d u e  
t o  i t s  r e l i a n c e  o n  t h e  e x i s t e n c e  o f  l a r g e  s e t s  o f  p r e c o m p u t e d  c o d e w o r d s ,  i t  i s  
a l m o s t  c e r t a i n l y  n o t  a  r e a l i s t i c  t h r e a t  t o  t h e  s e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m .  
8 . 3  C o m p a r i s o n  o f  E x i s t i n g  A t t a c k s  
T h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i l l  n o w  b e  c o m p a r e d .  T h e  o p t i m a l  i n p u t  p a r a m e t e r s  a n d  w o r k  
f a c t o r s  o f  e a c h  a l g o r i t h m  a l o n g  w i t h  a n y  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  a r e  l i s t e d  i n  
T a b l e  8 . 2 ,  f o r  G o p p a  c o d e s  w i t h  r a t e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  o n e  h a l f .  
A  s i m i l a r  i n v e s t i g a t i o n  h a s  b e e n  p r e v i o u s l y  u n d e r t a k e n  b y  C h a b a u d  [ 3 5 ] ,  
c o m i n g  b e f o r e  t h e  p u b l i c a t i o n  o f  t h e  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  a t t a c k .  A  f u r -
t h e r  r e v i e w  w a s  a l s o  m a d e  b y  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  [ 3 2 ]  w h i c h  p r o d u c e d  
s i m i l a r  r e s u l t s  t o  C h a b a u d .  
O n e  m a j o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  h e r e  a n d  t h o s e  p u b -
l i s h e d  b y  C h a b a u d  i s  t h e  p r e d i c t e d  p e r f o r m a n c e  o f  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  f o r  
l o n g e r  c o d e s .  C h a b a u d ' s  r e s u l t s  l i s t e d  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  o f  S t e r n ' s  a l g o -
r i t h m  o n  a  l e n g t h  1 0 2 4  c o d e  a s  u s i n g  p  =  2 ,  w h e n  s u p e r i o r  p e r f o r m a n c e  i s  
c l e a r l y  a v a i l a b l e  u s i n g  p  =  3  ( e v e n  u s i n g  h i s  o w n  f o r m u l a ) .  H e n c e ,  C h a b a u d ' s  
p r o p o s e d  r u n t i m e  f o r  a n  a t t a c k  o n  a  l e n g t h  1 0 2 4  c o d e  i s  a r o u n d  4  t i m e s  l a r g e r  
t h a n  t h e  b e s t  v a l u e .  
C a n t e a u t  h a s  s u g g e s t e d  t h a t  l a r g e r  v a l u e s  o f  p  w e r e  n o t  c o n s i d e r e d  d u e  
t o  c o n c e r n s  a b o u t  m e m o r y  [ 3 1 ] ,  t h o u g h  m e m o r y  w a s  n o t  d i s c u s s e d  i n  t h e  
p u b l i c a t i o n .  A s  c a n  b e  s e e n  i n  T a b l e  8 . 2 ,  t h e  m e m o r y  r e q u i r e d  t o  u s e  p  =  3  
w i t h  c o d e s  o f  t h i s  l e n g t h  i s  i n d e e d  n o n - t r i v i a l .  A l t h o u g h  i t  i s  w i t h i n  w h a t  
c a n  b e  a c h i e v e d  w i t h  c u r r e n t  t e c h n o l o g y ,  t h e  s a m e  c o u l d  p r o b a b l y  n o t  h a v e  
b e e n  s a i d  a t  t h e  t i m e  o f  C h a b a u d ' s  p u b l i c a t i o n .  
S t e r n ' s  a l g o r i t h m  w a s  a l s o  a w a r d e d  a  s l i g h t  a d v a n t a g e  i n  C h a b a u d ' s  a n a l -
y s i s ,  s i n c e  i t  w a s  d e s c r i b e d  u s i n g  t h e  p a r i t y  c h e c k  m a t r i x ,  w h i l e  L e o n ' s  a l -
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T a b l e  8 . 2 :  O p t i m a l  W o r k  F a c t o r s  f o r  A t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  C r y p t o s y s t e m  
u s i n g  G o p p a  c o d e s  o f  r a t e  a r o u n d  ~ 
M c E l i c c c  
L e e  a n d  
L e a n  S t C T I l  
C a n t c a u t  a n d  
B r i c k c l l  C h a b a u d  
p = 2  
p = 2  p = l  
[ 1 2 8 , 6 5 , 1 9 ]  
p = 2  1  =  9  1  =  6  
I W  =  2 7 . 7 1  
1 = 3  
t = 9  
I W  =  2 2 . 7 9  I W  =  2 3 . 4 0  I W  =  2 0 . 9 3  
I W  =  2 2 . 6 1  
( 6  k b )  ( 3 3 6  b )  
p = 3  
p = 2  
p = 1  
[ 2 5 6 , 1 2 8 , 3 3 ]  
I W  =  3 7 . 7 3  
p = 2  
1 = 7  
1  =  1 2  1 = 7  
t  =  1 6  
I W  =  3 1 . 3 1  l W  =  3 0 . 1 1  
l W  =  2 8 . 0 9  
I W  =  3 0 . 7 9  
( 2 3  k b )  
( 5 1 2  b )  
p = 3  
p = 3  p = 1  
[ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 ]  
I W  =  5 3 . 8 5  
p = 2  
1  =  8  
1 = 2 1  1 = 9  
t  =  2 8  
I W  =  4 5 . 7 8  
l W  =  4 2 . 7 9  l W  =  4 1 . 0 5  
l W  =  4 4 . 6 8  
( 5 . 5  M b )  ( 1  k b )  
p = 3  
p = 3  p = 2  
[ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 ]  
I W  =  8 0 . 2 0  
p = 2  
1  =  9  
1 = 2 4  1  =  1 8  
t  =  5 1  
l W  =  7 0 . 5 2  
I W  =  6 8 . 7 7  
l W  =  6 4 . 6 4  I W  =  6 3 . 8 7  
( 4 2 . 6  M b )  ( 3 8 6  k b )  
p = 3  
p = 3  
p = 2  
[ 2 0 4 8 , 1 0 2 5 , 1 8 7 ]  p = 2  1  =  2 8  
1  =  2 0  
I W  =  1 2 6 . 3 0  
1 = 8  
t  =  9 3  
I W  =  1 1 4 . 9 3  I W  =  1 0 6 . 0 7  
l W  =  1 0 6 . 0 3  
I W  =  1 1 2 . 4 8  
( 3 3 9  M b )  ( 1 . 5  M b )  
p = 3  
p = 3  
p = 3  
[ 4 0 9 6 , 2 0 5 6 , 3 4 1 ]  p = 2  1  =  3 1  
1  =  3 2  
I W  =  2 0 9 . 2 9  
1 = 1 1  
t  =  1 7 0  
I W  =  1 9 6 . 1 9  
I W  =  1 8 4 . 4 1  l W  =  1 8 4 . 7 0  
I W  =  1 9 3 . 0 1  
( 2 . 7  G b )  
( 2 . 7  G b )  
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g o r i t h m  w a s  d e s c r i b e d  u s i n g  t h e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  T h i s  m a d e  a  d i f f e r e n c e  
s i n c e  t h e  e x a m p l e  c o d e  h a d  r a t e  g r e a t e r  t h a n  o n e  h a l f ,  t h o u g h  i t  w a s  n o t  
s i g u i f i c a n t  e n o u g h  t o  a f f e c t  t h e  r a n k i n g s  o f  t h e  a l g o r i t h m s  p e r f o r m a n c e .  
W h i l e  t h e  a t t a c k  o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  i s  c l e a r l y  t h e  b e s t  a t t a c k  f o r  
c o d e s  o f  l e n g t h s  u p  t o  a r o u n d  2 0 0 0 ,  f o r  l a r g e r  l e n g t h s  t h e  o r i g i n a l  a l g o r i t h m  
o f  S t e r n  h a s  t h e  b e s t  p r e d i c t e d  w o r k  f a c t o r .  T h i s  t r e n d  h a s  n o t  b e e n  o b s e r v e d  
i n  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d  a n a l y s e s  a s  c o m p a r i s o n s  h a v e  b e e n  l i m i t e d  t o  s h o r t e r  
b l o c k  l e n g t h s .  
T h e  r e a s o n s  b e h i n d  t h i s  t r e n d  a r e  t h e  c h a n g i n g  r a t i o  b e t w e e n  t h e  w o r k  
i n v o l v e d  i n  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  a n d  e n u m e r a t i o n  s t a g e s  o f  e a c h  i t e r a t i o n .  C a n -
t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a l g o r i t h m  r e d u c e s  t h e  w o r k  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  
a t  t h e  e x p e n s e  o f  r e q u i r i n g  m o r e  t o t a l  i t e r a t i o n s  o f  t h e  a l g o r i t h m .  T h i s  t r a d e  
o f f  w o r k s  w e l l  f o r  s m a l l e r  v a l u e s  o f  p ,  w h e r e  t h e  c o s t  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  
i s  d w a r f e d  b y  t h e  w o r k  i n v o l v e d  i n  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n .  
H o w e v e r ,  f o r  c o d e s  w h e r e  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  p  i s  l a r g e r  t h a n  2 ,  t h e  w o r k  
p e r f o r m e d  i n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  b e c o m e s  m o r e  d o m i n a n t .  T h e  s a v i n g s  
d u e  t o  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  a r e  t h e n  i n s u f f i c i e n t  t o  w a r r a n t  t h e  
T a b l e  8 . 3 :  T h e  p e r c e n t a g e  o f  w o r k  p e r f o r m e d  b y  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  i n  
S t e r n ' s  a l g o r i t h m ,  a n d  t h e  e x t r a  i t e r a t i o n s  r e q u i r e d  i f  i t  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  
s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s .  
P  
M F u I l / ( M
F u I l  
+  E
S t e m
)  
N  C a n t e a u t  /  N  S t e r n  
[ 2 5 6 ,  1 2 8 ,  3 3 J  
1  
8 0 . 3 %  
7 0 5 . 1 %  
2  7 2 . 3 %  9 0 5 . 2 %  
[ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 J  
1  
8 0 . 4 %  
6 9 3 . 1 %  
2  
7 5 . 6 %  
2 2 3 . 2 %  
3  7 . 0 %  1 7 0 . 9 %  
[ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 J  
2  
7 7 . 7 %  
2 0 9 . 6 %  
3  5 . 0 %  
1 4 0 . 6 %  
[ 2 0 4 8 , 1 0 2 5 , 1 8 7 J  
2  8 6 . 6 %  
1 8 3 . 1 %  
3  4 . 0 %  
1 2 9 . 6 %  
[ 4 0 9 6 , 2 0 5 6 , 3 4 1 J  2  8 7 . 7 %  
1 9 1 . 7 %  
3  2 . 8 %  
1 3 6 . 3 %  
1 9 0  
e x t r a  i t e r a t i o n s  t h a t  h a v e  t o  b e  p e r f o r m e d .  
T h e  r a t i o  o f  w o r k  p e r f o r m e d  i n  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  s h o w n  i n  T a -
b l e  8 . 3 ,  a l o n g  w i t h  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  i f  t h e  
s t e p p e d  p r o c e s s  i s  u s e d .  U s i n g  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  r e d u c e s  
t h e  w o r k  o f  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  b y  a  s c a l a r  f a c t o r  o f  a r o u n d  k ,  w h i c h  i s  
e s s e n t i a l l y  r e d u c i n g  i t  t o  n o t h i n g .  
F o r  t h e  [ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 1  c o d e  w i t h  p  =  2  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o -
c e s s  r e d u c e s  t h e  w o r k  o f  e a c h  i t e r a t i o n  b y  t h r e e  q u a r t e r s ,  e a s i l y  j u s t i f y i n g  
p e r f o r m i n g  t w i c e  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .  H o w e v e r ,  u s i n g  s t e p p e d  l i n e a r  
a l g e b r a  w h e n  p  =  3  c l e a r l y  m a k e s  n o  s e n s e ,  s i n c e  t h e  r e d u c t i o n  i n  w o r k  a t  
e a c h  i t e r a t i o n  w o u l d  o n l y  b e  a r o u n d  5 % .  F o r  v a l u e s  o f  p  l a r g e r  t h a n  2  t h e  
s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  b e c o m e s  a  l i a b i l i t y .  
8 . 4  N e w  G e n e r a l i z a t i o n s  o f  E x i s t i n g  A t t a c k s  
I n  o r d e r  t o  e x p l o r e  t h e  l i m i t i n g  c a p a b i l i t y  o f  t h e s e  d e c o d i n g  a t t a c k s ,  s e v e r a l  
n a t u r a l  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  e x i s t i n g  a t t a c k s  a r e  n o w  i n v e s t i g a t e d .  I m p r o v e -
m e n t s  a r e  m a d e  t o  t h e  b e s t  k n o w n  w o r k  f a c t o r s ,  a s  w e l l  a s  r e d u c t i o n s  i n  t h e  
m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  o f  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  ( w i t h o u t  t o o  g r e a t  a n  i n c r e a s e  
i n  w o r k  f a c t o r ) .  T h e  i m p r o v e m e n t s  t h a t  c a n  b e  m a d e  t o  t h e  w o r k  f a c t o r s  a r e  
i n c r e m e n t a l ,  a n d  n o t  e v e r y  g e n e r a l i z a t i o n  y i e l d s  i m p r o v e m e n t .  
8 . 4 . 1  M u l t i p l e  S t e p p i n g  
T h e  i m p r o v e m e n t  m a d e  b y  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  t o  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  
w a s  t o  r e p l a c e  t h e  c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  w i t h  a  
s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s .  I n s t e a d  o f  t a k i n g  a  c o m p l e t e l y  r a n d o m  i n f o r -
m a t i o n  s e t  i n  e a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  a l t e r  
o n l y  o n e  c o l u m n  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t ,  u s i n g  o n l y  a  s m a l l  f r a c t i o n  o f  t h e  
r o w  o p e r a t i o n s  o f  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n .  
T h e  m o t i v a t i o n  f o r  t h i s  w a s  t h e  i m b a l a n c e  t h a t  e x i s t e d  b e t w e e n  t h e  w o r k  
p e r f o r m e d  i n  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  a n d  e n u m e r a t i o n  s t a g e s  o f  e a c h  i t e r a t i o n .  A s  
w a s  s h o w n  i n  T a b l e  8 . 3  a  f u l l  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  c o n s u m e s  7 0  - 9 0 %  o f  t h e  
w o r k  f a c t o r  o f  m a n y  a t t a c k s .  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a d a p t i o n  s a c r i f i c e s  
t h e  l i k e l i h o o d  o f  s u c c e s s  a t  e a c h  i t e r a t i o n  t o  d r a m a t i c a l l y  r e d u c e  t h e  w o r k  
e a c h  i t e r a t i o n  p e r f o r m s .  
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A l g o r i t h m  8 . 8 :  M u l t i p l e S t e p p i n g ( A ,  ( J ,  Z A ,  m )  
/ *  F o r  G  =  ( h  I  A ) ,  w h e r e  G u -
l  
i s  t h e  p u b l i c  k e y .  * /  
/ *  U p d a t e  A  t o  r e p r e s e n t  a  n e w  i n f o r m a t i o n  s e t .  * /  
/ *  Z A  i s  t h e  c h e c k  p o s i t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  f r o m  t h e  e r r o r  c o s e t  w i t h  
z e r o  i n f o r m a t i o n  w e i g h t .  *  /  
/ *  U p d a t e  A  a n d  ( J  t o  g i v e  a  n e w  c o n j i g u m t i o n  * /  
I n p u t :  A ,  ( J ,  Z A ,  m  
O u t p u t :  A ,  ( J ,  Z A  
1  f o r  i  f r o m  1  t o  m  d o  
2  L  J \ " e x t C o n f i g u r a t i o n S t c p p c d ( A ,  ( J ,  Z A )  
H o w e v e r ,  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  a n d  
f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  c a n  b e  s e e n  a s  e x t r e m e  c a s e s  o f  a  s p e c t r u m  o f  
p o s s i b i l i t i e s .  T h e r e  i s  n o  r e a s o n  t o  l i m i t  t h e  s e q u e n c e  o f  i n f o r m a t i o n  s e t s  t o  
b e  e i t h e r  e n t i r e l y  i n d e p e n d e n t  o r  d i f f e r i n g  o n l y  b y  o n e  v a l u e .  F o r  a n y  m  i n  
t h e  r a n g e  1  : : ;  m  : : ;  k ,  a  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  p e r f o r m i n g  m  " s t e p s "  c a n  b e  
u s e d  w h i c h  a l t e r s  m  v a l u e s  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s e t .  T h e  e x t r a  w o r k  r e q u i r e d  
b y  a  m u l t i p l y  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  i s  r e w a r d e d  b y  a n  i n c r e a s e  i n  
t h e  i n d e p e n d e n c e  b e t w e e n  s u b s e q u e n t  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  r e d u c i n g  t h e  t o t a l  
n u m b e r  o f  r e q u i r e d  i t e r a t i o n s .  
W h i l e  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a l g o r i t h m  c o r r e s p o n d s  t o  m  =  1  a n d  f u l l  
G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  m  =  k ,  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  m  g e n e r a l l y  
l i e s  s o m e w h e r e  i n  b e t w e e n .  T h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  m  v a r i e s  w i t h  t h e  s i z e  o f  
t h e  c o d e ,  b e i n g ,  i n  g e n e r a l ,  s m a l l  r e l a t i v e  t o  k ,  b u t  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  o n e .  
T h i s  g e n e r a l i z a t i o n  i s  s h o w n  i n  A l g o r i t h m  S . S .  I t  c a n  b e  u s e d  w i t h  a n y  o f  
t h e  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  e n u m e r a t i o n  s t a g e s ,  t h o u g h  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  
c o m e  w i t h  u s i n g  S t e r n ' s  m e t h o d .  
W o r k  F a c t o r  A n a l y s i s  
T h e  w o r k f a c t o r  o f  a  m u l t i p l y  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  j u s t  t h e  w o r k  o f  
m  s t e p p e d  p r o c e s s e s .  
k + 1  
A - f
M u l t  
=  m -
2
- ( n  - k ) .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a n  e x p e c t e d  v a l u e  f o r  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  t h a t  
u s i n g  m u l t i p l e  s t e p p i n g  w i l l  p e r f o r m ,  a n a l y s i s  f o l l o w s  s i m i l a r l y  t o  t h a t  i n  
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T a b l e  8 . 4 :  A v e r a g e  W o r k  F a c t o r s  f o r  M u l t i p l e  S t e p p i n g  
C a n t e a u t  a n d  
M u l t i p l e  
S t e r n  
C h a b a u d  
S t e p p i n g  
p  
1  
p = 2  
P  
1  
1 = 6  
[ 1 2 8 , 6 5 ,  1 9 J  
1 = 9  
1 = 6  
m = 3  
t = 9  
l W  =  2 3 . 4 0  l W  =  2 0 . 9 3  
l W  =  2 0 . 4 9  
p  1  
p = 2  
p - l  
1 = 7  
[ 2 5 6 ,  1 2 8 ,  3 3 J  
1 = 1 2  1 = 7  
m = 2  
t  =  1 6  
l W  =  3 0 . 1 1  l W  =  2 8 . 0 9  
l W  =  2 7 . 7 5  
P  
2  
p = 3  
p - l  
1 = 1 5  
[ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 J  
1 = 2 1  1 = 9  
m = 1 1  
t  =  2 8  
l W  =  4 2 . 7 9  
l W  =  4 1 . 0 5  
l W  =  4 0 . 5 3  
P  
2  
p = 3  
p - 2  
1 = 1 8  
[ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 J  
1 = 2 4  1 = 1 8  
m = 1 1  
t  =  5 1  
l W  =  6 4 . 6 4  l W  =  6 3 . 8 7  
l W  =  6 3 . 1 0  
P  
2  
p = 3  
p - 2  
1 = 2 0  
[ 2 0 4 8 ,  1 0 2 5 ,  1 8 7 J  
1 = 2 8  1 = 2 0  
m =  1 2  
t  =  9 3  
l W  =  1 0 6 . 0 7  
l W  =  1 0 6 . 0 3  
l W  =  1 0 5 . 2 9  
P  
3  
p = 3  
p - 3  
1 = 3 1  
[ 4 0 9 6 , 2 0 5 6 , 3 4 1 J  
1 = 3 1  
1 = 3 2  
m = 7 5  
t  =  1 7 0  
l W  =  1 8 4 . 4 1  
l W  =  1 8 4 . 7 0  
l W  =  1 8 4 . 1 9  
_ .  
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s e c t i o n  8 . 2 . 5 .  T h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  n e c e s s a r y  t o  m o d e l  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  
p r o c e s s  i s  o b t a i n e d  b y  r a i s i n g  t h e  m a t r i x  P  c o n s t r u c t e d  i n  s e c t i o n  8 . 2 . 5  t o  
t h e  m - t h  p o w e r .  
P e r f o r m a n c e  o f  M u l t i p l e  S t e p p i n g  
U s i n g  m u l t i p l e  s t e p p i n g ,  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  c a n  b e  i m p r o v e d  f o r  e v e r y  k e y  s i z e .  T h e  d e g r e e  o f  i m p r o v e m e n t  
v a r i e s  a n d  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  m  i n c r e a s e s  a s  c o d e s  g e t  l a r g e r .  T h i s  i s  n o t  
v e r y  s u r p r i s i n g  s i n c e  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a l g o r i t h m  u s i n g  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i -
n a t i o n  s t e p  a c t u a l l y  h a s  s u p e r i o r  p e r f o r m a n c e  t o  t h e  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  
p r o c e s s  f o r  l a r g e  c o d e s .  
A  s u m m a r y  o f  t h e  o p t i m a l  v a l u e s  o f  m  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 . 4 ,  a l o n g  w i t h  
t h e  i m p r o v e d  w o r k  e s t i m a t e s .  A l s o  s h o w n  a r e  t h e  w o r k  e s t i m a t e s  o f  t h e  t w o  
p r e - e x i s t i n g  a l g o r i t h m s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  m  =  k  a n d  m  =  1 .  F o r  t h e  g i v e n  
e x a m p l e s  t h e  b e s t  i m p r o v e m e n t  o c c u r s  f o r  t h e  l e n g t h s  1 0 2 4  a n d  2 0 4 8  c o d e s .  
F o r  t h e  l e n g t h  1 0 2 4  c o d e  t h e r e  i s  a  4 0 %  r e d u c t i o n  i n  t h e  w o r k f a c t o r ,  w h i c h  
i s  s i m i l a r  t o  t h e  i m p r o v e m e n t  t h a t  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a t t a c k  a c h i e v e d  
o v e r  S t e r n ' s  a t t a c k .  
8 . 4 . 2  A  G e n e r a l i z a t i o n  t o  R e d u c e  M e m o r y  
W i l e  S t e m ' s  e n u m e r a t i o n  m e t h o d  i s  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  m e t h o d  f o r  d e c o d i n g  
a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m ,  i t  h a s  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  w h i c h  
n e e d  t o  b e  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .  T h e  m e m o r y  r e q u i r e d  i s  h i g h l y  d e p e n -
d e n t  o n  t h e  b o t h  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o d e  a n d  t h e  i n p u t  p a r a m e t e r s  o f  t h e  
a l g o r i t h m .  A n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  r e q u i r e d  m e m o r y  i s  g i v e n  ( i n  b i t s )  b y  
K ( p  +  1)e~2) 
w h e r e  K  i s  t h e  s i z e  a  c o m p u t e r  w o r d  ( K  =  3 2  o f  6 4 ) .  
T h e  t i m e  c o s t  o f  m e m o r y  a c c e s s  i s  d i f f i c u l t  t o  q u a n t i f y  a s  i t  d e p e n d s  h e a v -
i l y  o n  t h e  a r c h i t e c t u r e  o f  t h e  m a c h i n e .  H o w e v e r ,  a l l  m e m o r y  m a n a g e m e n t  
s c h e m e s  u s e  c a c h i n g  h i e r a r c h i e s ,  w h i c h  b e c o m e  m u c h  l e s s  e f f i c i e n t  a s  t h e  
a m o u n t  o f  m e m o r y  b e i n g  a c c e s s e d  g r o w s  b e y o n d  w h a t  t h e  c a c h e  c a n  h a n d l e .  
I n  t h e s e  s i t u a t i o n ,  t h e  c o s t  o f  c o n t i n u a l l y  r e l o a d i n g  m e m o r y  i n t o  t h e  c a c h e  
b e c o m e s  a  c o m p u t a t i o n a l  b o t t l e n e c k .  
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T h e  m e m o r y  a c c e s s  c o s t s  o f  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  m a y  s e r i o u s l y  i m p a c t  
i t s  r u n t i m e  f o r  l a r g e  k e y - s i z e s '  E s t i m a t e s  o f  r u n t i m e s  f o r  l a r g e  c a l c u l a t i o n s  
b a s e d  o n  s m a l l e r  c a l c u l a t i o n s  w o u l d  t h e n  b e  i n v a l i d .  T h e  o v e r a l l  i m p a c t  
i s  t h a t  i n p u t  p a r a m e t e r s  f o r  c a l c u l a t i o n s  o n  l a r g e r  c o d e s  m a y  n e e d  t o  b e  
a d j u s t e d  t o  r e d u c e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s ,  i n c r e a s i n g  t h e  w o r k  f a c t o r  p r e d i c -
t i o n s .  
A  g e n e r a l i z e d  v e r s i o n  o f  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  i s  n o w  d e s c r i b e d  w h i c h  n o t  
o n l y  i m p r o v e s  w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e s  i n  s o m e  c a s e s ,  b u t  a l s o  h e l p s  t o  g r e a t l y  
r e d u c e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  i n  o t h e r s .  E v e n  i n  c a s e s  w h e r e  t h e  w o r k  f a c -
t o r  e s t i m a t e s  a r e  o n l y  n e a r  t h e  b e s t  k n o w n  v a l u e ,  l o w e r e d  m e m o r y  a c c e s s  
o v e r h e a d s  m a y  s t i l l  m e a n  t h e  n e w  a t t a c k  a s  f a s t e r  i n  p r a c t i c e .  
T h e  k e y  i d e a  b e h i n d  S t e r n ' s  a t t a c k  i s  t h e  d i v i s i o n  o f  t h e  r o w s  o f  t h e  
g e n e r a t o r  m a t r i x  i n t o  t w o  s u b s e t s ,  e v e n l y  d i s t r i b u t i n g  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  
b e t w e e n  t h e m .  T h i s  d i v i s i o n  r e d u c e s  t h e  n u m b e r  o f  v e c t o r s  b e i n g  e n u m e r a t e d  
a t  e a c h  i t e r a t i o n  f r o m  ( 2 k )  t o  2  ( k ; 2 ) ,  m i s s i n g  a n y  v e c t o r s  w h o s e  i n f o r m a t i o n  
w e i g h t  i s  n o t  d i s t r i b u t e d  e q u a l l y  o n  e a c h  s u b s e t .  T h e  m e m o r y  c o s t  o f  t h e  
a l g o r i t h m  i s  t h e  o v e r h e a d  p l u s  t h e  s t o r a g e  o f  ( k / 2 )  c o o r d i n a t e  v e c t o r s .  
H o w e v e r ,  r a t h e r  t h a n  l i m i t i n g  t h e  d i v i s i o n  o r  t h e  g e n e r a t o r s  i n t o  j u s t  t w o  
s u b s e t s ,  t h e  g e n e r a t o r  s e t  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  a n  a r b i t r a r y  n u m b e r  o f  s u b s e t s .  
A  g e n e r a l i z e d  s c h e m e  i s  t o  d i v i d e  t h e  g e n e r a t o r s  i n t o  s  s u b s e t s  o f  s i z e ' "  k /  s ,  
e n u m e r a t e  e a c h  s u b s e t  w i t h  w e i g h t  p  a n d  t a k e  c o m b i n a t i o n s  s u c h  t h a t  t h e  
c h e c k  c o l u m n s  a d d  t o  z e r o .  T h e  r e s u l t i n g  e n u m e r a t i o n  i s  s h o w n  i n  A l g o r i t h m  
8 . 9 .  
T h e  v e c t o r s  b e i n g  e x a m i n e d  h a v e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  o f  s p ,  y e t  o n l y  S ( k ; ' )  
v e c t o r s  n e e d  t o  b e  e n u m e r a t e d .  T h i s  i s  a  s m a l l  f r a c t i o n  o f  t h e  (,~) v e c t o r s  
w i t h  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  e q u a l  t o  s p ,  t h o u g h  t h i s  s a v i n g  i n  e n u m e r a t i o n  w o r k  
c o m e s  w i t h  a  r e d u c t i o n  i n  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  g i v e n  i t e r a t i o n  b e i n g  s u c c e s s f u l .  
I m p o r t a n t l y ,  s i n c e  t h e  i n f o r m a t i o n  w e i g h t  b e i n g  e x a m i n e d  i s  n o w  s p ,  h i g h e r  
v a l u e s  o f  s  m a y  f a c i l i t a t e  l o w e r  v a l u e s  o f  p .  
N o t e  t h a t  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  t h e  l o o k  u p  t a b l e s  d e s c r i b e d  o n  l i n e  1 6  
o f  A l g o r i t h m  8 . 9  c a n  b e  d o n e  e f f i c i e n t l y .  T h e r e  a r c  s  - 1  s e p a r a t e  t a b l e s ,  
w i t h  t h e  i - t h  t a b l e ' s  2 1  e n t r i e s  i n d e x e d  b y  q x ,  E  IF~L). O b t a i n i n g  t h e  t u p l e s  
( q x "  q x "  . . .  ,  q x ,  . 1 )  s u c h  t h a t  L : : , : ; t  q x ,  =  q y  r e q u i r e s  o n l y  t o  t a k e  a l l  
c o m b i n a t i o n s  o f  q x ,  f o r  1  : : ;  i  : : ;  s  - 2  w h e r e  f o r  e a c h  c o m b i n a t i o n  o n e  t a k e s  
4 T h e  c o m p u t a t i o n s  w h e r e  t h i s  w o u l d  b e c o m e  a  s e r i o u s  i s s u e  a r e  b e y o n d  t h e  s i z e s  u s e d  
i n  t h e  e x a m p l e s  i n  t h i s  t h e s i s ,  s o  n o  d a t a  i s  a v a i l a b l e  o n  t h e  e x a c t  i m p a c t  o f  i n c r e a s e d  
m e m o r y  a c c e s s  c o s t s .  
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A l g o r i t h m  8 . 9 :  M e m o r y  R e d u c t i o n  V a r i a t i o n  o f  S t e r n ' s  A t t a c k  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  * /  
I n p u t :  G , w , t , p , l , s  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t  : : ;  t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  0 - a n d  Z A  *  /  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - - - >  G  : =  ( h I A )  
2  0 - : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  w + w [ G  
4  A l l o c a t e  s  t a b l e s ,  e a c h  i n d e x e d  b y  v e c t o r s  i n  IF~l). 
/ *  M a i n  L o o p  
5  l o o p  
6  !  N e x t C o n f i g u r a t i o n S t e p p e d ( A ,  0 - ,  Z A )  
7  
8  
9  
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
1 5  
1 6  
1 7  
1 8  
1 9  
2 0  
2 1  
D e n o t e  A  =  ( P  I  E )  w h e r e  P  =  
X l  
X
s
-
1  
Y  
a n d  e a c h  X i  a n d  Y  a r e  I  x  k  /  s  m a t r i c e s .  
C l e a r  a l l  l o o k - u p  t a b l e s  
f o r  i  f r o m  1  t o  s  - 1  d o  
l  
f o r e a c h  m x ;  E  IF~k/') o f  w e i g h t  p  d o  
q x ,  : =  Z p  +  m x ; X
i  
l  S t o r e  m x ;  i n  T a b l e  i  i n d e x e d  b y  q x ;  
f o r e a c h  m y  E  IF~k/') o f  w e i g h t  p  d o  
q y  : = m y Y  
f o r e a c h  ( m x "  m x "  . . .  ,  m X . _ l )  i n d e x e d  b y  
( q X l '  Q X 2 ' · · · '  q x s - J  
s u c h  t h a t  E : , ; ; ;  q x ;  =  q y  d o  
m  : =  ( m X l  I  . . .  I  m x .  1  I  m y )  
A S S E R T (  m P  =  0 )  
q B  : =  z B + m E  
i f  W ( q B )  : S  t  - 2 p  t h e n  
L r e t u r n  ( m I O · · · O ! q B ) U -
1  
2 2  e n d  l o o p  
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* /  
t h e  a p p r o p r i a t e  v a l u e  o f  q X . - l '  
8 . 6  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  r n ,  k ,  2 t  +  1 ]  b i n a r y  c o d e  u s i n g  A l g o r i t h m  8 . 9  i s  
(
n k 2  k  ( k / S )  
W M e m ( n , k , t ; p , l , s ) =  T + 2 ( n - k ) + 2 s 1  p  +  
s p ( n  - k  -l)e~sr / 2 1  +  K ( s  - 1)(pe~s) +  2 1 ) )  
/ (  e~sr ( n  t - _ k s ;  l)/(~)) 
P r o o f  T h e  r e s u l t  i s  d e r i v e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  i n  
P r o p o s i t i o n  8 . 4 .  T h e  e r r o r  v e c t o r  e  m u s t  h a v e  w e i g h t  p  o n  e a c h  o f  t h e  s  
s e p a r a t e  s i z e  k /  s  i n f o r m a t i o n  s u b s e t s  a n d  z e r o  w e i g h t  o n  t h e  I  c h e c k  c o l u m n s  
o f  t h e  p u n c t u r e d  c o d e ,  w h e r e  t h e  p r o b a b i l i t y  i s  g i v e n  b y  
1  
(
k / s ) S ( n - k - l )  
p  t - s p  
N
M e m  
G )  
I n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  t h e r e  a r e  n o w  s  m a t r i c e s  t o  e n u m e r a t e ,  b u t  e a c h  
o f  t h e m  o n l y  h a s  k /  s  r o w s .  T h e  w o r k  f a c t o r  i n  e n u m e r a t i n g  t h e  p u n c t u r e d  
c o d e  i s  t h e n  
2Sle~s). 
E a c h  l - t u p l e  w i l l  b e  h i t  a p p r o x i m a t e l y  (k~S) / 2
1  
t i m e s  b y  e a c h  s u b - m a t r i x ,  
h e n c e  t h e r e  w i l l  b e  a r o u n d  (k~Sr / 2
s 1  
c o l l i s i o n s  f o r  e a c h  p o s s i b l e  t u p l e  o f  
e n t r i e s .  S i n c e  t h e r e  a r e  2 ( 8 - 1 ) 1  t u p l e s  t o  c o n s i d e r ,  t h e n  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  
c o l l i s i o n s  i s  a r o u n d  (k~'r / 2 1 .  E a c h  c o l l i s i o n  i m p l i e s  t h a t  s p  r o w s  o f  B  m u s t  
b e  a d d e d ,  g i v i n g  t h e  t o t a l  w o r k  a s s o c i a t e d  w i t h  c o l l i s i o n s  o n  e a c h  i t e r a t i o n  
a s  
(
k /  ) '  
s p ( n - k - l )  p S  / 2 1 .  
T h e r e  a r e  n o w  s  - 1  l o o k - u p  t a b l e s ,  e a c h  o f  s i z e  (k~S). H e n c e ,  t h e  w o r k  
f a c t o r  a s s o c i a t e d  w i t h  m a n a g i n g  t h e s e  t a b l e s  i s  g i v e n  b y  
K ( s  - 1)(pe~s) +  2 1 )  
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I  
w h e r e  K  i s  t h e  s i z e  o f  a  c o m p u t e r  w o r d  ( K  =  3 2  o r  6 4 ) .  
T h e  t o t a l  w o r k  a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  t h e n  
E
M e m  
=  2Sle~s) +  s p ( n  - k  - I )  e~sr/21 +  K ( s  - 1)(pe~s) +  2
1
) .  
T h e  f i n a l  r e s u l t  i s  g i v e n  b y  
W
M e m  
=  N M e m ( M F u l l  +  E M e m ) .  
o  
I f  t h i s  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  u s e d  w i t h  a  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s ,  
t h e n  t h e  a n a l y s i s  f o l l o w s  s i m i l a r l y  t o  t h a t  o f  s e c t i o n  8 . 2 . 5 .  T h e  d i f f e r e n c e s  
a r e  t h a t  i t  i s  n o w  t h e  w e i g h t  s p  s t a t e  w h i c h  i s  s p l i t  i n t o  s u c c e s s f u l  a n d  u n -
s u c c e s s f u l  s t a t e s ,  ( s p ) s  a n d  ( S P ) F  r e s p e c t i v e l y ,  u s i n g  a  v a l u e  f 3  g i v e n  b y  
(
k j , ) ,  ( n - k - l )  
, a  =  p  t - s p  
C~) (:-,~) 
M e m o r y  R e q u i r e m e n t s  
T h e r e  a r e  n o w  s  - 1  l o o k - u p  t a b l e s  t h a t  n e e d  t o  b e  a l l o c a t e d ,  e a c h  o f  w h i c h  
w i l l  c o n t a i n  (k~') e n t r i e s .  T h e  t o t a l  m e m o r y  r e q u i r e d  i s  h e n c e  
K ( s  - 1 ) ( p +  1)e~s) 
w h e r e  K  i s  t h e  n u m b e r  o f  b i t s  i n  a  c o m p u t e r  i n t e g e r  ( 3 2  o r  6 4 ) .  T h e  k e y  
p o i n t  t o  n o t e  i s  t h a t  s i n c e  i n c r e a s i n g  s  g r e a t l y  d e c r e a s e s  t h e  b i n o m i a l  t e r m ,  
t h e  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  o f  t h e  a l g o r i t h m  c a n  b e  g r e a t l y  r e d u c e d .  
P e r f o r m a n c e  o f  t h e  M e m o r y  R e d u c t i o n  V a r i a t i o n  
A l t h o u g h  t h e  m a i n  b e n e f i t  o f  t h e  n e w  g e n e r a l i z a t i o n  o v e r  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  
i s  a  r e d u c t i o n  i n  m e m o r y ,  i t  a l s o  g i v e s  i m p r o v e d  w o r k  f a c t o r  p r e d i c t i o n s  i n  
s o m e  c a s e s .  I f  m e m o r y  c o n s i d e r a t i o n s  f o r c e  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  t o  u s e  l o w e r  
i n p u t  v a l u e s  o f  p  t h a n  a r e  o p t i m a l ,  t h e n  t h e  n e w  g e n e r a l i z a t i o n  i s  f a s t e r  i n  
m o r e  s i t u a t i o n s .  
T h e  i m p r o v e m e n t  c a n  b e  u s e d  e f f e c t i v e l y  w i t . h  e i t h e r  S t e r n s  o r i g i n a l  a t t a c k  
( w i t h  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  s t e p ) ,  o r  u s i n g  a  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  
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T a b l e  8 . 5 :  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  M e m o r y  R e d u c t i o n  V a r i a t i o n  
8 = 2  8 = 3  
( C a n t e a u t  a n d  ( M e m o r y  R e d u c t i o n  
M e m o r y  
R a t i o  
C h a b a u d )  V a r i a t i o n )  
p = l  p = l  
[ 5 1 2 ,  2 6 0 , 5 7 J  1 = 9  1 = 1 1  
4  
t  =  2 8  
I W  =  4 1 . 0 5  I W  =  4 0 . 8 3  
3  
( 1 . 0  =  k b )  
( 1 . 3  =  k b )  
p = 2  p = l  
[ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 J  1 = 1 8  1 = 1 3  
1  
t  =  5 1  I W  =  6 3 . 8 7  I W  =  6 3 . 7 5  
1 4 4  
( 3 8 5  =  k b )  
( 2 . 7  =  k b )  
p = 2  
p = l  
[ 2 0 4 8 ,  1 0 2 5 ,  1 8 7 J  
1 = 2 0  1 = 1 5  
_ 1  
t  =  9 3  
I W  =  1 0 6 . 0 3  I W  =  1 0 6 . 3 5  
2 8 8  
( 1 . 5  =  M b )  ( 5 . 3  =  k b )  
p = 3  
p = 2  
[ 4 0 9 6 , 2 0 5 6 , 3 4 1  J  
1 = 3 2  1 = 3 0  
_ 1  
t  =  1 7 0  
I W  =  1 8 4 . 7 0  I W  =  1 8 5 . 1 1  
5 1 5  
( 2 . 7  =  G b )  
( 5 . 4  =  M b )  
p r o c e s s .  T o  i l l u s t r a t e  t h e  i m p a c t  o f  t h i s  n e w  g e n e r a l i z a t i o n  t h e  s t e p p e d  
l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  i s  u s e d ,  s i n c e  i t  i s  t h e  b e s t  k n o w n  a t t a c k  i n  m o s t  c a s e s .  
R e s u l t s  o n  r a t e  ~ G o p p a  c o d e s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 . 5  a n d  c o m p a r e d  t o  
C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a t t a c k .  T h e  o n l y  r u n t i m e  i m p r o v e d  b y  t h e  n e w  
i m p r o v e m e n t  o n  t h e  g i v e n  e x a m p l e s  i s  f o r  t h e  l e n g t h  5 1 2  c o d e ,  f o r  w h i c h  
t h e  m e m o r y  u s a g e  i s  a c t u a l l y  h i g h e r .  F o r  t h i s  c o d e  t h e  n e w  i m p r o v e m e n t  
a c t u a l l y  u s e s  m o r e  m e m o r y  t h a t  w i t h  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a l g o r i t h m ,  s i n c e  S t e r n ' s  
e n u m e r a t i o n  u s e s  p  =  1  w h i c h  o b v i o u s l y  c a n n o t  b e  r e d u c e d .  
H o w e v e r ,  i t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  u s i n g  t h e  m u l t i p l e  s t e p p i n g  d e s c r i b e d  
i n  s e c t i o n  8 . 4 . 1  t h e  w o r k  f a c t o r  f o r  t h e  l e n g t h  5 1 2  c o d e  c a n  b e  e v e n  f u r t h e r  
r e d u c e d  w i t h o u t  u s i n g  t h i s  v a r i a t i o n .  T h i s  m e t h o d  i s  n o t  u s e d  t o  r e d u c e  t h e  
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b e s t  k n o w n  w o r k  f a c t o r ,  i t  i s  s p e c i f i c a l l y  f o r  r e d u c i n g  t h e  m e m o r y  r e q u i r e d  
t o  p e r f o r m  t h e  c a l c u l a t i o n .  
F o r  t h e  r e m a i n i n g  e x a m p l e s  t h e  w o r k  e s t i m a t e s  a r e  o n l y  c l o s e  t o  t h e  b e s t  
k n o w n  v a l u e ,  t h o u g h  t h e r e  i s  a  s u b s t a n t i a l  r e d u c t i o n  i n  m e m o r y .  T h e  n e w  
v a r i a t i o n  a l l o w s  r e d u c t i o n  i n  m e m o r y  w i t h o u t  a  s e v e r e  r e d u c t i o n  i n  w o r k  
f a c t o r  e s t i m a t e s .  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  c a l c u l a t i o n  w i t h  t h e  [ 2 0 4 8 , 1 0 2 5 , 1 8 7 ]  
c o d e  i s  r e s t r i c t e d  t o  p  =  1  w i t h o u t  u s i n g  t h e  n e w  v a r i a t i o n ,  t h e  b e s t  w o r k  
e s t i m a t e  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d  i s  m o r e  t h a n  t w i c e  a s  l a r g e  a s  i t  i s  w i t h  t h e  
v a r i a t i o n .  
8 . 4 . 3  A n o t h e r  G e n e r a l i z a t i o n  o f  S t e r n ' s  E n u m e r a t i o n  
S t e r n ' s  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  i s  f a s t e s t  f o r  c o d e s  w i t h  n o n - t r i v i a l  c a r d i n a l -
i t y .  A  n a t u r a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h i s  m e t h o d  i s  n o w  g i v e n  w h i c h  r e s u l t s  i n  
m o r e  f l e x i b i l i t y  a n d  f a s t e r  r u n t i m e s  t h a n  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a l g o r i t h m .  H o w e v e r ,  
t h i s  e x t r a  d e g r e e  o f  f r e e d o m  i s  a c t u a l l y  n o  l o n g e r  u s e f u l  o n c e  t h e  s t e p p e d  l i n -
e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  i s  i n t r o d u c e d ,  s o  i t  i s  a l r e a d y  e s s e n t i a l l y  r e d u n d a n t .  I t  i s  
p r e s e n t e d  h e r e  f o r  t h e  s a k e  o f  c o m p l e t e n e s s .  
O p t i m i z i n g  a n y  o f  t h e  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  m e a n s  t r y i n g  
t o  m i n i m i z e  b o t h  t h e  w o r k  a t  e a c h  i t e r a t i o n  a n d  t h e  n u m b e r  o f  r e q u i r e d  i t e r -
a t i o n s .  T h e s e  a r e  c o m p e t i n g  i n t e r e s t s  a n d  t h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  i s  o b t a i n e d  
b y  f i n d i n g  t h e  r i g h t  b a l a n c e .  T h e  p a r a m e t e r s  p  a n d  I  i n  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  
c o n t r o l  t h i s  b a l a n c e ,  b u t  a  f u r t h e r  d e g r e e  o f  f r e e d o m  c a n  b e  i n t r o d u c e d  w h i c h  
a l l o w s  m o r e  e m p h a s i s  o n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e .  
T h e  e x a m i n a t i o n  o f  a  f u l l  l e n g t h  v e c t o r  i n  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  o c c u r s  
w h e n  i t  h a s  w e i g h t  p  o n  e a c h  o f  t h e  s i z e  k / 2  i n f o r m a t i o n  s u b s e t s  a n d  z e r o  
o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s  o f  t h e  p u n c t u r e d  c o d e .  T h e  r e s t r i c t i o n  t o  b e i n g  z e r o  
o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s  i s  u n n e c e s s a r i l y  r i g i d .  A  m o r e  g e n e r a l i z e d  r e s t r i c t i o n  
i s  t o  c h o o s e  s o m e  b o u n d  h  a n d  a l l o w  p u n c t u r e d  v e c t o r s  t o  h a v e  a n y  w e i g h t  
l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  h  o n  t h e  n o n - i n f o r m a t i o n  c o l u m n s .  
A s  h  i n c r e a s e s  t h i s  g e n e r a l i z a t i o n  w i l l  r e s u l t  i n  m o r e  e n u m e r a t i o n  a t  e a c h  
i t e r a t i o n ,  b u t  a  h i g h e r  p r o b a b i l i t y  o f  e a c h  i t e r a t i o n  s u c c e s s f u l l y  y i e l d i n g  t h e  
e r r o r  v e c t o r .  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a t t a c k  ( g i v e n  i n  A l g o r i t h m  8 . 6 )  i s  g e n e r a l i z e d  
a c c o r d i n g l y  i n  A l g o r i t h m  8 . 1 0 .  
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A l g o r i t h m  8 . 1 0 :  A l t e r n a t i v e  G e n e r a l i z a t i o n  
/ *  W h e r e  w  =  v  +  e  f o r  s o m e  c o d e w o r d  v  i n  t h e  r o w  s p a n  o f  G  a n d  
a  w e i g h t  t  e r r o r  v e c t o r  e ,  r e t u r n  e .  *  /  
I n p u t :  G , w , t , p , l , h  
O u t p u t :  e  o f  w e i g h t  ~ t  
/ *  I n i t i a l i z a t i o n  o f  A ,  ( j  a n d  Z A  * /  
1  G a u s s i a n  E l i m i n a t i o n  - >  G  : =  ( h I A )  
2  ( j  : =  I d ( S y m ( n ) )  
3  Z A  : =  W  + w / G  
4  A l l o c a t e  a  t a b l e  i n d e x e d  b y  v e c t o r s  i n  IF~I). 
/ *  M a i n  L o o p  * /  
5  l o o p  
6  N c x t C o n f i g u r a t i o n ( A ,  ( T ,  Z A )  
7  D e n o t e  A  =  (~ I  B )  w h e r e  X ,  Y  a r e  I  x  k / 2  m a t r i c e s  
8  C l e a r  t h e  l o o k - u p  t a b l e  
9  f o r e a c h  m x  E  IF~k/2) o f  w e i g h t  p  d o  
1 0  l  q x  : =  Z p  +  m x X  
1 1  S t o r e  m x  i n d e x e d  b y  q x  
1 2  f o r e a c h  m y  E  IF~k/2) o f  w e i g h t  p  d o  
1 3  q y  : =  m y Y  
1 4  f o r  j  f r o m  0  t o  h  d o  
1 5  f o r e a c h  h  E  IF~k/2) o f  w e i g h t  j  d o  
1 6  f o r e a c h  m x  i n  t h e  l o o k - u p  t a b l e  i n d e x e d  b y  q y  +  h  d o  
1 7  l m : = ( m X 1 m y )  
1 8  q B  : =  Z B  +  m B  
1 9  ifw(qB)~t-2p-jthen 
2 0  L  r e t u r n  ( m  I  h  I  q B ) U  '  
2 1  e n d  l o o p  
2 0 1  
8 . 7  P r o p o s i t i o n .  T h e  a v e r a g e  w o r k  f a c t o r  f o r  b r e a k i n g  t h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  a n  [ n ,  k ,  2 t  +  1  J  b i n a r y  c o d e  u s i n g  A l g o r i t h m  S . l O  i s  
(
n k 2  k  ( k / 2 )  
W A l t ( n , k , t ; p , l , h )  =  " " 2  +  2 ( n  - k )  + 4 1  p  +  
2 p  t  G )  ( n  - k  - I )  e~2) 2  / 2 1  +  K(pe~2) +  2 1 ) )  
/ (  e~2) 2 t  G )  Cn_-2~ =  ~)/(:)) 
P r o o f .  F o l l o w s  t h e  a r g u m e n t s  g i v e n  i n  P r o p o s i t i o n  8 . 4 .  T h e  e r r o r  v e c t o r  e  
m u s t  h a v e  w e i g h t  p  o n  e a c h  o f  t h e  s i z e  k / 2  s u b s e t s  a n d  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  
e q u a l  t o  h  o n  t h e  c h e c k  c o l u m n s ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  w h i c h  i s  g i v e n  b y  
(
k / 2 )  2  " h  ( I )  ( n - k - I )  
1  p  w j = o  j  t - 2 p - j  
N
A I
,  ( 7 )  
T h e  w o r k  o f  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  i s  i d e n t i c a l  t o  S t e r n ' s  a t t a c k  e x c e p t  
f o r  e n u m e r a t i n g  c o l l i s i o n s .  W h i l e  t h e r e  a r e  s t i l l  a r o u n d  (k~2) / 2 1  v a l u e s  s t o r e d  
i n  e a c h  e n t r y  i n  t h e  l o o k - u p  t a b l e ,  n o w  e a c h  v a l u e  e n u m e r a t e d  f r o m  Y  i s  
m a t c h e d  w i t h  L:~=o G )  o t h e r  e n t r i e s ,  i n s t e a d  o f  j u s t  o n e .  T h e  t o t a l  w o r k  
e n u m e r a t i n g  c o l l i s i o n s  i s  t h e n  
2 p  t  ( I ) ( n  - k  _ 1 ) ( k / 2 ) 2 / 2 1  
) = 0  J  P  
a n d  t h e  t o t a l  w o r k  i n v o l v e d  i n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t e p  i s  
E
A I
,  =  4 1  e~2) +  2 p  t  G )  ( n  - k  - I )  e~2) 2 / 2 1  +  K ( p  e~2) +  i ) .  
T h e  f i n a l  r e s u l t  i s  g i v e n  b y  
W
A I
,  =  N A I , ( M
F u l l  
+  E A I ' ) '  
o  
2 0 2  
T a b l e  8 . 6 :  P e r f o r m a n c e  o f  A l g o r i t h m  8 . 1 0  r e s t r i c t e d  t o  p  : : ;  2  
[ 1 2 8 , 6 5 ,  1 9 ]  
t = 9  
[ 2 5 6 ,  1 2 8 , 3 3 ]  
t  =  1 6  
[ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 ]  
t  =  2 8  
[ 1 0 2 4 , 5 1 4 , 1 0 3 ]  
t  =  5 1  
[ 2 0 4 8 ,  1 0 2 5 ,  1 8 7 ]  
t  =  9 3  
[ 4 0 9 6 , 2 0 5 6 , 3 4 1 ]  
t  =  1 7 0  
,  
h = O  
( S t e r n )  
p = 2  
1 = 9  
I W  =  2 2 . 7 7  
p = 2  
1  =  1 2  
I W  =  2 9 . 4 4  
p = 2  
1  =  1 4  
I W  =  4 2 . 1 2  
p = 2  
1  =  1 6  
I W  =  6 5 . 1 8  
p = 2  
1  =  1 9  
I W  =  1 0 7 . 8 9  
p = 2  
1  =  2 1  
I W  =  1 8 7 . 4 2  
h = 1  
p = 2  
1  =  1 2  
I W  =  2 2 . 4 7  
p = 2  
1  =  1 4  
I W  =  2 9 . 0 1  
p = 2  
1  =  1 7  
I W  =  4 1 . 5 0  
p = 2  
1  =  2 0  
I W  =  6 4 . 4 3  
p = 2  
1  =  2 2  
I W  =  1 0 7 . 0 1  
p = 2  
1  =  2 5  
I W  =  1 8 6 . 4 4  
P e r f o r m a n c e  o f  t h e  G e n e r a l i z e d  E n u m e r a t i o n  
T h i s  g e n e r a l i z a t i o n  o f  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  i n c r e a s e s  t h e  w o r k  p e r f o r m e d  i n  t h e  
e n u m e r a t i o n  s t a g e  o f  e a c h  i t e r a t i o n ,  w h i l e  d e c r e a s i n g  t h e  r e q u i r e d  n u m b e r  o f  
i t e r a t i o n s .  T h e  e x t r a  f r e e d o m  i s  u s e f u l  w h e n  a  s i g n i f i c a n t  p r o p o r t i o n  o f  t h e  
w o r k  i s  d o n e  i n  t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e ,  b u t  n o t  w h e n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  
a l r e a d y  a c c o u n t s  f o r  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  w o r k .  H e n c e ,  i t  w i l l  g i v e  i m p r o v e d  
w o r k  f a c t o r  e s t i m a t e s  w h e n  a  f u l l  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e  i s  u s e d  a n d  t h e  v a l u e  
o f  p  i n  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t w o .  
A s  w a s  s h o w n  i n  s e c t i o n  8 . 3  t h e s e  c o n d i t i o n s  d o  n o t  y i e l d  b e s t  k n o w n  
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a t t a c k  a l g o r i t h m s .  W h i l e  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a t t a c k  c a n  b e  i m p r o v e d ,  t h e  s a m e  
i s  n o t  t r u e  f o r  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  a t t a c k ,  o r  f o r  l a r g e  c o d e s  w h e r e  t h e  
b e s t  p e r f o r m a n c e  i s  o b t a i n e d  w i t h  S t e r n ' s  a l g o r i t h m  u s i n g  p  =  3 .  I n  t h e s e  
c a s e s  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  a l r e a d y  o c c u p i e s  a l m o s t  t h e  e n t i r e  r u n t i m e  a n d  
t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  h  w i l l  b e  0  ( w h i c h  i s  S t e r n ' s  o r i g i n a l  a l g o r i t h m ) .  
S o  t h i s  g e n e r a l i z a t i o n  o n l y  o f f e r s  a n  i m p r o v e m e n t  t o  a n  o u t d a t e d  a t t a c k ,  
a n d  i t s  i m p r o v e m e n t s  d o  n o t  c o n t r i b u t e  t o  a n y  a n a l y s i s  o f  t h e  s e c u r i t y  o f  
t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  T h e  i m p r o v e m e n t s  t h a t  c a n  b e  m a d e  t o  S t e r n ' s  
a l g o r i t h m  u s i n g  p  : S  2  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  8 . 6 .  
8 . 5  R e v i e w  o f  S t a t i s t i c a l  A n a l y s i s  
B e f o r e  f u r t h e r  a n a l y s i s  i s  m a d e  o f  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m ,  i t  
w i l l  b e  p r u d e n t  t o  f i r s t  r e v i e w  t h e  m e t h o d s  w h i c h  a r e  u s e d  t o  a n a l y z e  t h e s e  
a t t a c k s .  I n  f a c t  t h e  s t a t i s t i c a l  m e a s u r e s  u s e d  i n  a l l  p r e v i o u s  a n a l y s e s  h a v e  
b e e n  i n a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  d a t a  b e i n g  c o n s i d e r e d .  A l l  w o r k  t o  d a t e  o n  t h e s e  
a l g o r i t h m s  h a v e  c i t e d  a v e r a g e  r u n  t i m e s  o f  a t t a c k s ,  a s  w e l l  a s  r e f e r r i n g  t o  
l a r g e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  i n v o l v e d .  
H o w e v e r ,  a  c o l l e c t i o n  o f  r u n t i m e s  f r o m  a n y  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  g i v e s  a  
d a t a s e t  t h a t  i s  v e r y  h e a v i l y  p o s i t i v e l y  s k e w e d .  A v e r a g e  a n d  s t a n d a r d  d e -
v i a t i o n  a r e  n o t  t h e  b e s t  d e s c r i p t i v e  s t a t i s t i c s  t o  a p p l y  t o  d a t a s e t s  o f  t h i s  
t y p e ,  s i n c e  a  s m a l l  n u m b e r  o f  l a r g e  o u t l i e r s  c a n  ( a n d  d o  i n  t h i s  c a s e )  h a v e  a  
l a r g e  i m p a c t  o n  t h e i r  v a l u e s .  M o r e  a p p r o p r i a t e  s t a t i s t i c s  f o r  h i g h l y  s k e w e d  
d a t a s e t s  a r e  t h e  t h e  m e d i a n  a l o n g  w i t h  t h e  l o w e r  a n d  u p p e r  q u a r t i l e s .  T h e  
m e d i a n  i s  v a l u e  o f  t h e  m i d d l e  d a t a p o i n t  i f  t h e  d a t a s e t  i s  l i s t e d  i n  a s c e n d i n g  
o r d e r .  S i m i l a r l y ,  t h e  l o w e r  a n d  u p p e r  q u a r t i l e s  a r e  t h e  m e d i a n s  o f  t h e  l o w e r  
a n d  u p p e r  h a l v e s  o f  t h e  o r d e r e d  d a t a s e t .  
F o r  e x a m p l e  a  c o l l e c t i o n  o f  1 0 0 0  c o m p u t a t i o n s  o f  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d ' s  
a l g o r i t h m  o n  a  r a n d o m  [ 2 5 6 ,  1 2 8 ,  3 3 ]  c o d e  y i e l d s  a  m e d i a n  r u n t i m e  o f  0 . 0 9  
s e c o n d s ,  b u t  a n  a v e r a g e  r u n t i m e  o f  0 . 1 5  s e c o n d s .  T h e  a v e r a g e  r u n t i m e  a s s o -
c i a t e d  w i t h  t h i s  k e y  s i z e  i s  m O r e  t h a n  1 5 0 %  l o n g e r  t h a n  h a l f  o f  a n y  a c t u a l  
a t t e m p t e d  a t t a c k s .  M o r e  a l a r m i n g l y ,  w h i l e  t h e  l o w e r  a n d  u p p e r  q u a r t i l e s  o f  
t h i s  d a t a s e t  a r e  0 . 0 4  a n d  0 . 1 9  s e c o n d s  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  
i s  a n  e n o r m o u s  8  s e c o n d s .  C l e a r l y  t h e  a v e r a g e  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  h a v e  
b e e n  h e a v i l y  d i s t o r t e d  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  a  s m a l l  n u m b e r  o f  l a r g e  o u t l y i n g  
r u n  t i m e s  a n d  a r e  n o t  a c c u r a t e l y  c o n v e y i n g  t h e  d e s i r e d  i n f o r m a t i o n .  
F r o m  a  c r y p t o g r a p h i c  p e r s p e c t i v e ,  t h e  p u r p o s e  o f  d e s c r i p t i v e  s t a t i s t i c s  i s  
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t o  t r y  a n d  q u a n t i f y  t h e  s e c u r i t y  o f  a  c r y p t o s y s t e m .  T h e  p r e v i o u s  e x a m p l e  
s h o w s  t h a t  t h e  a v e r a g e  r u n t i m e  o f  a  p r o p o s e d  a t t a c k  u n d e r s t a t e s  i t s  e f f e c -
t i v e n e s s ,  i m p l y i n g  a n  i n f l a t e d  a m o u n t  o f  r e q u i r e d  c o m p u t a t i o n  a n d  h e n c e  a n  
i n f l a t e d  l e v e l  o f  s e c u r i t y  f o r  t h e  c r y p t o s y s t e m .  T h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  c o n -
v e y s  n o  i n f o r m a t i o n  w h a t s o e v e r  a b o u t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a n  a t t a c k e r  b r e a k i n g  
t h e  c r y p t o s y s t e m  i n  a  s h o r t  p e r i o d  o f  t i m e .  
C l e a r l y  t h e  m e d i a n  a n d  q u a r t i l e s  o f f e r  a  c l e a r e r  p i c t u r e  o f  t h e  e f f e c t i v e -
n e s s  o f  a  p r o b a b i l i s t i c  a t t a c k  o n  a  c r y p t o s y s t e m .  T h o u g h  a n  i m p r o v e m e n t ,  
t h e s e  s t a t i s t i c s  s t i l l  d o  n o t  c o m p l e t e l y  a d d r e s s  t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  a n  a t t a c k  
i m p l i e s  f o r  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  T h e  c r u c i a l  q u e s t i o n  t h a t  n e e d s  t o  
b e  a n s w e r e d  i s :  
G i v e n  t h a t  a n  a m o u n t  W  m " ,  o f  c o m p u t a t i o n a l  w o r k  i s  f e a s i b l e  b y  
a n  a t t a c k e r ,  w h a t  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  c r y p t o s y s t e m  c a n  b e  
b r o k e n  u s i n g  w o r k  W m " ' ?  
T h e  v a l u e  o f  W  m " ,  w i l l  d e p e n d  o n  b o t h  t h e  c o m p u t a t i o n a l  r e s o u r c e s  o f  
a  p r o p o s e d  a t t a c k e r  a n d  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  t h a t  t h e  s e c u r i t y  o f  a n  e n c o d e d  
m e s s a g e  r e m a i n s  i m p o r t a n t .  A s  p u b l i c  k e y  c r y p t o g r a p h y  i s  u s e d  i n  a r e a s  a s  
d i v e r s e  a s  p e r s o n a l  c o m m u n i c a t i o n s ,  f i n a n c i a l  t r a n s a c t i o n s  a n d  m a t t e r s  o f  
n a t i o n a l  s e c u r i t y ,  t h e n  t h e  a p p r o p r i a t e  v a l u e  o f  W
m a x  
w i l l  v a r y  d e p e n d i n g  o n  
t h e  c o n t e x t .  
I n  t h i s  t h e s i s ,  t h e  v a l u e  W
m a x  
=  2
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w i l l  b e  u s e d  a s  a  b e n c h m a r k  f o r  d e -
t e r m i n i n g  t h e  s e c u r i t y  o f  M c E l i e c e ' s  c r y p t o s y s t e m .  T h i s  i s  w i d e l y  a c c e p t e d  
f i g u r e  f o r  a  c r y p t o s y s t e m  t o  b e  s e c u r e  f o r  m o s t  a p p l i c a t i o n s ,  a n d  i s  a  s u f -
f i c i e n t  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n a l  w o r k  t o  a v o i d  a l l  b u t  t h e  m o s t  r e s o u r c e f u l  
a n d  d e t e r m i n e d  a t t a c k e r s .  H o w e v e r ,  t h i s  f i g u r e  i s  c o n s t a n t l y  b e i n g  r e v i s e d  
u p w a r d s ,  a n d  e v e n  n o w  w o u l d  p r o b a b l y  n o t  b e  c o n s i d e r e d  s u f f i c i e n t  a g a i n s t  
t h e  c o m p u t a t i o n a l  r e s o u r c e s  o f  a  m a j o r  g o v e r n m e n t .  
T o  a n s w e r  t h e  p r e v i o u s l y  p o s e d  q u e s t i o n ,  a  s t a t i s t i c  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  
c a l l e d  t h e  c u t o f f  p r o b a b i l i t y  P c u t o f f ,  w h i c h  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a n  a t t a c k  s u c -
c e e d i n g  a f t e r  w o r k  ~Vmax' F o r  a  c r y p t o s y s t e m  t o  b e  c o n s i d e r e d  p r a c t i c a l  f o r  
u s e  i n  t h e  r e a l  w o r l d ,  t h e  v a l u e  o f  P c u t o f f  n e e d s  t o  b e  v e r y  l o w .  E x a c t l y  h o w  
l o w  P c u t o f f  n e e d s  t o  b e  i s  y e t  a g a i n  c o n t e x t  d e p e n d e n t ,  a n d  i s  s u b j e c t i v e  e v e n  
i n  a  g i v e n  c o n t e x t .  
T h e  m e d i a n ,  q u a r t i l e s  a n d  c u t o f f  p r o b a b i l i t y  f o r m  a  s e t  o f  f o u r  s t a t i s t i c s  
t h a t  w i l l  b e  u s e d  t o  c h a r a c t e r i z e  a n y  p r o b a b i l i s t i c  a t t a c k  o n  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m .  T h e s e  s t a t i s t i c s  a l s o  h a v e  a  p r a c t i c a l  a d v a n t a g e  o v e r  t h e  t r a -
d i t i o n a l  a v e r a g e  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  m e a s u r e s ,  a n  a d v a n t a g e  w h i c h  b e -
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c o m e s  v e r y  i m p o r t a n t  a s  c o m p u t a t i o n s  a r e  d o n e  u s i n g  l a r g e r  c o d e s .  T h e  
c o m p u t a t i o n a l  c o s t  o f  t h e  s m a l l  n u m b e r  o f  l a r g e  o u t l y i n g  r u n t i m e s  i s  v e r y  
s i g n i f i c a n t ,  b u t  c a n  b e  a v o i d e d  b y  u s i n g  t h e s e  s t a t i s t i c a l  m e a s u r e s .  
A  c e i l i n g  t i m e  T c e i l  c a n  b e  c h o s e n ,  a f t e r  w h i c h  a n y  c o m p u t a t i o n  w i l l  b e  
a b o r t e d .  A s  l o n g  a s  a t  l e a s t  h a l f  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  f i n i s h  b e f o r e  r e a c h i n g  
t h i s  c e i l i n g  t i m e ,  t h e n  t h e  m e d i a n  r u n t i m e  c a n  s t i l l  b e  d e t e r m i n e d .  I d e a l l y  
m o r e  t h a n  t h r e e  q u a r t e r s  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  w i l l  f i n i s h  b e l o w  t h e  c e i l i n g  
t i m e ,  f u r t h e r  a l l o w i n g  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  u p p e r  q u a r t i l e .  
D e t e r m i n i n g  W o r k  E s t i m a t e s  o f  t h e  N e w  S t a t i s t i c s  
F o r  a t t a c k s  w h o s e  i n f o r m a t i o n  s e t s  a r e  i n d e p e n d e n t  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  d e -
t e r m i n i n g  e s t i m a t e s  f o r  t h e  m e d i a n  a n d  q u a r t i l e s  i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e .  T h i s  
i n c l u d e s  a l l  a t t a c k s  w h i c h  h a v e  a  f u l l  G a u s s i a n  e l i m i n a t i o n  s t e p .  
E a c h  i t e r a t i o n  o f  t h e s e  a t t a c k s  h a s  a  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  g i v e n  b y  p  =  p ,  
w h e r e  N  i s  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  t h e  a t t a c k  w i l l  r e q u i r e .  T h e  
p r o b a b i l i t y  o f  a  c o m p u t a t i o n  t e r m i n a t i n g  i n  a t  l e a s t  D  i t e r a t i o n s  i s  t h e  c o m -
p l e m e n t  o f  i t  c o n t i n u i n g  f o r  m o r e  t h a n  D  i t e r a t i o n s .  T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  
f i r s t  D  i t e r a t i o n s  f a i l  i s  g i v e n  b y  ( 1  - P l
D
.  T h e  m e d i a n  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  
D  i s  t h e  n u m b e r  s u c h  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t e r m i n a t i o n  i s  o n e  h a l f .  
( 1 - P l D  " "  1 / 2  
D  " "  l o g ( l _ p ) ( 1 / 2 ) .  
T h e  l o w e r  a n d  u p p e r  q u a r t i l e s  Q I  a n d  Q 2  a r e  d e f i n e d  s i m i l a r l y  a s  
Q I  " "  l o g ( l _ p )  ( 3 / 4 )  
Q 3  " "  l o g ( I _ l ' )  ( 1 / 4 )  
T h e  c u t o f f  p r o b a b i l i t y  P c u t o f f  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  w o r k  W  m a x  y i e l d s  a  
s u c c e s s f u l  i t e r a t i o n ,  w h i c h  i s  t h e  c o m p l e m e n t  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  w o r k  W
m a x  
f a i l i n g  t o  y i e l d  a  s u c c e s s f u l  r e s u l t ,  
P c u t o f f  =  1  - ( 1  - p ) W m o x l l : -
w h e r e  ~ i s  t h e  w o r k  p e r f o r m e d  a t  a  s i n g l e  i t e r a t i o n .  
W h e n  u s i n g  a  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s ,  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e s e  
v a l u e s  i s  n o t  a s  s i m p l e  a n d  m u s t  c o m e  f r o m  t h e  p r o b a b i l i t y  t r a n s i t i o n  m a t r i x  
2 0 6  
P .  T h e  e x p r e s s i o n  
P r [ X d  E  S J  =  L  7 r o ( u )  ( p d ) u . ( 2 p ) s  
( 8 . 6 )  
u E £  
g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  a f t e r  d  r o u n d s ,  b u t  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  i n v e r t  
t h i s  t o  i n p u t  a  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  a n d  r e t u r n  t h e  n u m b e r  o f  r o u n d s .  D e -
t e r m i n i n g  t h e  m e d i a n  a n d  q u a r t i l e s  h e n c e  r e q u i r e s  a  s e a r c h ,  i n v o l v i n g  m a n y  
t r i a l  c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  f o r m  o f  ( 8 . 6 ) .  F o r  l a r g e  c o d e s  t h e  d i m e n s i o n  o f  P  
i s  l a r g e ,  a n d  r a i s i n g  a  l a r g e  r e a l - v a l u e d  m a t r i x  t o  l a r g e  p o w e r s  i s  e x t r e m e l y  
c o m p u t a t i o n a l l y  i n t e n s i v e .  I n  o r d e r  t o  u s e  t h e s e  s t a t i s t i c s ,  a n  e f f i c i e n t  w a y  
t o  c o m p u t e  t h e s e  p o w e r s  i s  r e q u i r e d .  
A l t h o u g h  C a n t e a u t  a n d  C h a b a u d  d o n ' t  c a l c u l a t e  a n y  s t a t i s t i c s  u s i n g  
t h e s e  i d e a s ,  t h e y  d o  s u g g e s t  a  m e t h o d  f o r  d e t e r m i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  
f o r m  ( 8 . 6 )  [ 3 3 J .  D i a g o n a l i z i n g  P  u s i n g  e i g e n s p a c e s  P  =  L  - I  D L  ,  t h e n  
p
d  
=  L - 1 D d L  
A l g o r i t h m  8 . 1 1 :  R e f i n e d  S e a r c h  A l g o r i t h m  
1 *  R e t u r n  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  N p  r e q u i r e d  f o r  t h e  a t t a c k  
d e s c r i b e d  b y  t h e  t r a n s i t i o n  m a t r i x  P  t o  a c h i e v e  s u c c e s s  w i t h  
p r o b a b i l i t y  p  * 1  
I n p u t :  P , p  
O u t p u t :  N p  
1  P r e - c o m p u t e  p 2 ,  p 4 ,  p S ,  . . .  ,  p 2 "  
2  w h e r e  s  i s  t h e  m i n i m u m  v a l u e  s u c h  t h a t  ~uEl' 7ro(U)P~:(2p)s >  p  
3  L  : =  p 2 · · -
1  
4  I  : =  2 , - 1  
5  U  : =  2
s  
6  w h i l e  I  #  u  d o  
7  m : =  ( u  - 1 ) / 2 ·  1 *  m  e q u a l s  2 h  f o r  s o m e  h  <  s  
8  M : =  L p m  1 *  p m  i s  p r e - c a l c u l a t e d  
9  i f  ~uE£ 7 r o (  u  ) M
u
. ( 2 p ) s  : s :  p  t h e n  
1 0  I I  : =  1  +  m  
1 1  L  : =  N I  
1 2  e l s e  
1 3  L  u  : =  u - m  
1 4  r e t u r n  I  
2 0 7  
* 1  
* 1  
a n d  s i n c e  D  i s  d i a g o n a l  t h e n  r a i s i n g  D  t o  a  l a r g e  p o w e r  i s  e a s i l y  c o m p u t e d .  
H o w e v e r ,  p e r f o r m i n g  t h e  d i a g o n a l i z a t i o n  o f  P  p r o v e d  t o  b e  e x t r e m e l y  u n s t a -
b l e  a n d  u n u s a b l e ,  s i n c e  i t  i s  o v e r  a n  i n e x a c t  r e a l - v a l u e d  f i e l d .  W h e t h e r  o r  
n o t  t h i s  i s  i n t r i n s i c a l l y  t r u e  o r  d u e  t o  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e  a v a i l a b l e  i m p l e -
m e n t a t i o n  i s  n o t  c l e a r .  
W i t h o u t  d i a g o n a l i z a t i o n ,  d e t e r m i n i n g  t h e  d e s i r e d  s t a t i s t i c s  i n v o l v e s  m a n y  
m u l t i p l i c a t i o n s  o f  l a r g e  r e a l - v a l u e d  m a t r i c e s .  I n  o r d e r  t o  m a k e  t h e  c o m p u -
t a t i o n  o f  t h e s e  s t a t i s t i c s  f e a s i b l e ,  a  r e f i n e d  s e a r c h  a l g o r i t h m  i s  u s e d  w h i c h  
a t t e m p t s  t o  m i n i m i z e  t h e  n u m b e r  o f  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n s  t h a t  t a k e  p l a c e .  
R e p e a t e d  s q u a r i n g  o f  P  f o r m s  a  p r e c o m p u t a t i o n  s t e p .  T h e n  b y  a l w a y s  
s e a r c h i n g  o v e r  a  r a n g e  w h i c h  i s  a  p o w e r  o f  t w o ,  e a c h  d i v i s i o n  o f  t h e  s e a r c h  
r a n g e  c a n  b e  a c h i e v e d  w i t h  a  s i n g l e  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n .  A l g o r i t h m  8 . 1 1  
c a n  c a l c u l a t e  t h e  r e q u i r e d  s t a t i s t i c s  f o r  t h e  c o d e s  d i s c u s s e d  i n  t h i s  t h e s i s  o n  
a  s t a n d a r d  d e s k t o p  c o m p u t e r  w i t h o u t  t o o  m u c h  d i f f i c u l t y .  
8 . 6  C o m p u t a t i o n a l  R e s u l t s  
E x t e n s i v e  c o m p u t a t i o n s  h a v e  b e e n  m a d e  a n a l y z i n g  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m  b a s e d  o n  a  [ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 ]  b i n a r y  c o d e .  T h e  m e d i a n  a n d  q u a r t i l e  
r u n t i m e s  u s i n g  v a r i o u s  i n p u t  p a r a m e t e r s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 . 7 ,  a l o n g  w i t h  
t h e  p r e d i c t e d  w o r k  f a c t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  p a r a m e t e r  s e t .  S i m i l a r l y ,  
t h e  m e d i a n  a n d  q u a r t i l e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  t h a t  w e r e  p e r f o r m e d  f o r  e a c h  
p a r a m e t e r  s e t  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 . 8 ,  a l o n g  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l l y  p r e d i c t e d  
v a l u e s .  
F o r  e a c h  s e t  o f  p a r a m e t e r s  5 0 0  c o m p u t a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  2 . 4  G H z  
O p t e r o n  1 5 0  p r o c e s s o r s ,  u s i n g  a  c e i l i n g  t i m e  o f  a r o u n d  1 2 0 0  s e c o n d s  t o  a v o i d  
t h e  s m a l l  n u m b e r  o f  v e r y  l o n g  r u n t i m e s .  T h e  d a t a  c a n  b e  s e e n  t o  f o l l o w  t h e  
p r e d i c t e d  t r e n d s  f a i r l y  c l o s e l y ,  t h o u g h  t h e r e  i s  s o m e  v a r i a t i o n .  C l e a r l y  m o r e  
c o m p u t a t i o n s  w o u l d  b e  n e e d e d  t o  b e  c o n f i d e n t l y  d e t e r m i n e  t h e  s t a t i s t i c s  
e x p e r i m e n t a l l y ,  t h o u g h  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  i s  a l r e a d y  s u b s t a n t i a l .  
T h e  c o m p u t a t i o n s  u s i n g  p  =  1  s h o w  t h e  v a r i a t i o n  i n  p e r f o r m a n c e  w i t h  
t h e  n e w l y  i n t r o d u c e d  p a r a m e t e r  m ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m u l t i p l y  s t e p p e d  
l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s .  A s  m  i n c r e a s e s  s o  t o o  d o e s  t h e  d e g r e e  o f  i n d e p e n d e n c e  
b e t w e e n  s u b s e q u e n t  i n f o r m a t i o n  s e t s ,  r e d u c i n g  t h e  n u m b e r  o f  r e q u i r e d  i t e r -
a t i o n s .  H o w e v e r ,  t h i s  a l s o  i n c r e a s e s  t h e  c o m p u t a t i o n a l  w o r k  i n  p e r f o r m i n g  
t h e  l i n e a r  a l g e b r a  s t a g e .  S o  w h i l e  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  d e c r e a s e s  w i t h  m ,  
t h e  r u n t i m e  i s  n o t .  T h e  b e s t  p e r f o r m a n c e  i s  a c h i e v e d  f o r  m  e q u a l  t o  2  o r  3 ,  
2 0 8  
T a b l e  8 . 7 :  C o m p u t a t i o n a l  r u n t i m e s  a n d  p r e d i c t e d  w o r k  f a c t o r s  f o r  a t t a c k s  
o n  a  [ 5 1 2 , 2 6 0 , 5 7 ]  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  
1  m  p  I  1 1  M e d - s e c  ( I W )  1  Q , - s e c  ( I W )  [  Q 3 - s e c  ( I W )  1  
1  1  
9  
5 2 5  (  4 0 . 4 3 )  
2 1 5  ( 3 9 . 1 6 )  1 0 3 1  ( 4 1 . 4 3 )  
2  1  
9  4 4 0  
( 4 0 . 3 5 )  1 6 4  ( 3 9 . 0 9 )  8 7 4  ( 4 1 . 3 6 )  
3  
1  
9  4 3 6  
( 4 0 . 4  7 )  1 8 1  ( 3 9 . 2 0 )  8 5 4  ( 4 1 . 4 7 )  
4  1  
9  
4 4 9  ( 4 0 . 6 2 )  
1 8 0  ( 3 9 . 3 5 )  8 4 0  ( 4 1 . 6 2 )  
1 1  2  1 3  
4 6 2  ( 4 0 . 8 5 )  
1 9 0  ( 3 9 . 5 8 )  9 2 7  ( 4 1 . 8 5 )  
1 1  2  1 4  
4 7 4  ( 4 0 . 2 8 )  2 1 6  
( 3 9 . 0 1 )  9 2 8  ( 4 1 . 2 8 )  
1 1  2  1 5  
4 3 0  (  4 0 . 0 1 )  2 0 3  
( 3 8 . 7 4 )  9 5 0  ( 4 1 . 0 1 )  
T a b l e  8 . 8 :  N u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  ( a n d  p r e d i c i t e d  v a l u e s )  f o r  a t t a c k s  o n  a  
[ 5 1 2 ,  2 6 0 ,  5 7 ]  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  
1  m  p  I  1 1  M e d i a n  Q ,  Q 3  
- - - - - - - - - - -
1  1  9  1 8 8 1 2 8 5 2  ( 1 9 9 1 1 3 8 9 )  7 8 2 8 8 0 3  ( 8 2 6 3 9 6 7 )  
3 7 4 5 2 7 5 9  
( 3 9 8 2 2 7 8 8 )  
2  1  9  
1 3 9 6 2 9 3 8  
( 1 3 1 4 2 2 6 8 )  5 2 7 8 6 6 3  
( 5 4 5 4 5 3 1 )  2 7 5 2 8 9 7 5  ( 2 6 2 8 4 5 4 0 )  
3  1  9  
1 2 1 8 5 8 8 0  
( 1 0 8 9 4 2 1 9 )  
5 0 8 9 1 9 1  ( 4 5 2 1 5 0 7 )  2 4 0 9 6 8 8 4  ( 2 1 7 8 8 4 4 1 )  
4  1  9  1 1 2 5 2 2 7 7  ( 9 7 7 6 3 7 5 )  4 5 2 3 2 4 7  
( 4 0 5 7 5 6 1 )  2 1 4 9 3 2 1 2  ( 1 9 5 5 2 7 5 3 )  
1 1  
2  1 3  2 2 3 2 7 4  ( 2 0 1 9 6 9 )  9 1 7 9 6  
( 8 3 8 2 4 )  
4 5 5 9 1 7  
(  4 0 3 9 3 9 )  
1 1  2  1 4  
2 4 0 2 7 5  
( 2 2 2 8 8 4 )  
1 0 9 9 4 4  ( 9 2 5 0 4 )  4 7 0 4 5 2  (  4 4 5 7 6 9 )  
1 1  2  
1 5  2 0 3 6 1 3  ( 2 4 6 2 4 2 )  9 5 2 0 3  ( 1 0 2 1 9 9 )  4 4 9 6 7 0  (  4 9 2 4 8 6 )  
. -
2 0 9  
w i t h  h i g h e r  v a l u e s  r e d u c i n g  t h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  a t t a c k .  
M o r e  e f f i c i e n t  a t t a c k s  a r e  p o s s i b l e  u s i n g  p  =  2 ,  w h e r e  t h e  r e l a t i v e l y  l a r g e r  
p r o p o r t i o n  o f  w o r k  i n  t h e  e n u m e r a t i o n  s t a g e  m e a n s  t h a t  a  h i g h e r  v a l u e  o f  
m  i s  o p t i m a l .  T h e s e  c o m p u t a t i o n s  s h o w  t h e  v a r i a t i o n  i n  p e r f o r m a n c e  w i t h  
t h e  p a r a m e t e r  / ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s i z e  o f  t h e  p u n c t u r e d  c o d e  b e i n g  e x -
a m i n e d  i n  S t e r n ' s  e n u m e r a t i o n  t e c h n i q u e .  T h e  n u m b e r  o f  v e c t o r s  w h i c h  a r e  
c o m p l e t e l y  e x a m i n e d  o n  e a c h  i t e r a t i o n  d e c r e a s e s  w i t h  / ,  s o  a s  /  i n c r e a s e s  s o  
t o o  d o e s  t h e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s  w h i c h  n e e d  t o  b e  p e r f o r m e d .  H o w e v e r ,  t h i s  
a l s o  r e d u c e s  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  r e q u i r e d  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  a n d  t h e  b e s t  
p e r f o r m a n c e  i s  a c h i e v e d  u s i n g  /  =  1 5 .  
8 . 7  E v a l u a t i n g  t h e  S e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  
C r y p t o s y s t e m  
I n  o r d e r  t o  j u d g e  t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  o f f e r e d  b y  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m ,  
t h e  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  8 . 5  i s  n o w  a p p l i e d  t o  t h e  b e s t  
k n o w n  a t t a c k s .  F o r  e a c h  k e y - s i z e ,  t h e  b e s t  a t t a c k  i s  a c h i e v e d  u s i n g  S t e r n ' s  
m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  8 . 2 . 4 ,  a l o n g  w i t h  t h e  n e w  m u l t i -
p l y  s t e p p e d  l i n e a r  a l g e b r a  p r o c e s s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  8 . 4 . 1 .  T h e  r e s u l t s  f o r  
G o p p a  c o d e s  w i t h  r a t e s  o f  a r o u n d  o n e  h a l f  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 . 9 ,  l i s t i n g  t h e  
i n p u t  p a r a m e t e r s  f o r  o p t i m a l  p e r f o r m a n c e ,  m i n i m u m  m e m o r y  r e q u i r e m e n t s  
a n d  t h e  p e r f o r m a n c e  s t a t i s t i c s .  
A s  h a s  b e e n  d i s c u s s e d ,  t h e  p r a c t i c a l  p e r f o r m a n c e  o f  t h e s e  a t t a c k s  m a y  
n o t  b e  q u i t e  a s  g o o d  a s  i s  p r e d i c t e d  b y  t h e  g i v e n  w o r k  f a c t o r s ,  d u e  t o  t h e  u s e  
o f  l a r g e  a m o u n t s  o f  m e m o r y .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  d i f f e r e n t  i n p u t  p a r a m e t e r s  
w o u l d  n e e d  t o  b e  u s e d ,  o r  p e r h a p s  t h e  n e w  m e t h o d  o f  e n u m e r a t i o n  d e s c r i b e d  
i n  s e c t i o n  8 . 4 . 2 ,  w h i c h  w o u l d  i n c r e a s e  t h e  v a l u e  o f  t h e  w o r k  f a c t o r .  T h e  
w o r k  f a c t o r s  i n  T a b l e  8 . 9  a r e  a t  t h e  v e r y  l e a s t  a  g o o d  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  
p e r f o r m a n c e  t h a t  t h e s e  d e c o d i n g  a t t a c k s  c a n  a c h i e v e ,  h e n c e  y i e l d i n g  a  l o w e r  
b o u n d  o n  t h e  s e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  
T h e  c r u c i a l  p a r a m e t e r  t o  n o t e  i s  t h e  c u t o f f  p r o b a b i l i t y  P c u t o f f ,  w h i c h  i s  
t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  h y p o t h e t i c a l  a t t a c k e r  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  8 . 5  c a n  
s u c c e s s f u l l y  d e c r y p t  a n  e n c o d e d  m e s s a g e .  C l e a r l y  t h e  G o p p a  c o d e s  o f  l e n g t h s  
u p  t o  2 0 5 6  a r e  c o m p l e t e l y  i n s e c u r e ,  w i t h  t h e  a t t a c k e r  h a v i n g  a  1 0 0 %  c h a n c e  
o f  r e a d i n g  t h e  m e s s a g e  w i t h i n  w o r k  W
m a x
.  T h i s  i s  u n s u r p r i s i n g  s i n c e  t h e  
m e d i a n  w o r k  f a c t o r s  r e q u i r e d  a r e  l e s s  t h a n  W  m a x .  
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T a b l e  8 . 9 :  T h e  P e r f o r m a n c e  o f  O p t i m a l  D e c o d i n g  A t t a c k s  o n  G o p p a  c o d e s  
o f  r a t e  a r o u n d  ~ 
L o g  W o r k  F a c t o r s  
i n p u t  
m e d i a n  
l o w e r  u p p e r  
P c u t o f f  
p a r a m s  
q u a r t i l e  q u a r t i l e  
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H o w e v e r ,  m e s s a g e s  e n c o d e d  u s i n g  t h e  t h e  l e n g t h  4 0 9 6  G o p p a  c o d e  h a v e  
o n l y  a  v a n i s h i n g  c h a n c e  o f  b e i n g  s u c c e s s f u l l y  d e c r y p t e d .  T h e  M c E l i e c e  c r y p -
t o s y s t e m  w i t h  t h i s  k e y - s i z e  i s  f e a s i b l e  t o  u s e  i n  p r a c t i c e  f r o m  a  s e c u r i t y  p o i n t  
o f  v i e w .  A  c r y p t o s y s t e m  d e f i n e d  b y  a  h y p o t h e t i c a l  [ 3 0 7 2 , 1 5 3 6 , 2 6 0 1  c o d e  i s  
f o u n d  t o  h a v e  a r o u n d  a  o n e  i n  t e n  t h o u s a n d  c h a n c e  o f  b e i n g  b r o k e n  a f t e r  
w o r k  W
m a x
.  T h i s  a r o u n d  t h e  m i n i m a l  a c c e p t a b l e  l e v e l  o f  s e c u r i t y ,  a n d  s o  a n y  
c o d e s  s m a l l e r  t h a n  t h i s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  i n s e c u r e .  
I t  n e e d s  t o  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e s e  a t t a c k  a l g o r i t h m s  a r e  e a s i l y  
p e r f o r m e d  i n  p a r a l l e l .  H e n c e ,  t h e  i m p r o v e m e n t  p o s s i b l e  b y  a  r e s o u r c e f u l  
a t t a c k e r  i s  n o t  b o u n d e d  b y  a n y  t e c h n o l o g i c a l  l i m i t s ,  b u t  o n l y  b y  t h e  a t t a c k e r s  
p u r c h a s i n g  p o w e r .  E v e n  s o ,  t h e  l e n g t h  4 0 9 6  G o p p a  c o d e  s e e m s  s e c u r e ,  a n d  
i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  a n y  a t t a c k e r  w o u l d  h a v e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  r e s o u r c e s  t o  
m o u n t  a n  a t t a c k  w i t h  a n y  s i g n i f i c a n t  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s .  
8 . 8  S u m m a r y  
T h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  i s  o n e  o f  t h e  f e w  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m s  k n o w n  
w h o s e  s e c u r i t y  d o e s  n o t  r e l y  o n  n u m b e r  t h e o r y .  I t s  s e c u r i t y  c u r r e n t l y  d e p e n d s  
o n  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  a  c l a s s  o f  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  i n  c o d i n g  
t h e o r y  k n o w n  a s  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m s .  A l t h o u g h  t h e r e  
i s  a  s u b s t a n t i a l  b o d y  o f  w o r k  o n  t h e s e  a l g o r i t h m s ,  n o  i n  d e p t h  a t t e m p t  s e e m s  
t o  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  m a d e  t o  q u a n t i f y  t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  t h e y  i m p l y  f o r  
d i f f e r e n t  k e y - s i z e s .  
H a v i n g  r e v i e w e d  t h e  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s ,  w o r k  f a c t o r  a n a l y s i s  w a s  u s e d  
t o  g i v e  a  u n i f o r m  t r e a t m e n t  o f  t h e i r  e f f e c t i v e n e s s  i n  a t t a c k i n g  t h e  M c E l i c c e  
c r y p t o s y s t e m .  T h e s e  a t t a c k s  w e r e  t h e n  g e n e r a l i z e d  a n d  e x t e n d e d  t o  a c h i e v e  
i m p r o v e m e n t s  t o  b o t h  r u n t i m e  a n d  m e m o r y  u s a g e .  
A  l a r g e  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n s  w e r e  t h e n  p e r f o r m e d  t o  t e s t  t h e  b e s t  
p e r f o r m i n g  o f  t h e s e  a t t a c k s  o n  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  d e f i n e d  b y  l e n g t h  
5 1 2  G o p p a  c o d e s  o f  r a t e  ~, a  l a r g e r  k e y  s i z e  t h a n  h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  i n -
v e s t i g a t e d .  T h e  r e s u l t s  w e r e  f o u n d  t o  c o r r e s p o n d  q u i t e  w e l l  t o  t h e o r e t i c a l  
p r e d i c t i o n s .  
T h e s e  t h e o r e t i c a l  a n d  c o m p u t a t i o n a l  r e s u l t s  w e r e  t h e n  u s e d  t o  q u a n t i f y  
t h e  l e v e l  o f  s e c u r i t y  o f f e r e d  b y  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m  f o r  v a r i o u s  k e y  
s i z e s .  A  s e t  o f  s t a t i s t i c s  w a s  i n t r o d u c e d  w h i c h  a r e  a p p r o p r i a t e  t o  d e t e r m i n -
i n g  t h e  c r y p t o s y s t e m s  l e v e l  o f  s e c u r i t y .  U s i n g  t h e s e  s t a t i s t i c s  t h e  M c E l i e c e  
c r y p t o s y s t e m  b a s e d  o n  r a t e  ~ G o p p a  c o d e s  w a s  f o u n d  t o  b e  i n s e c u r e  f o r  k e y  
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s i z e s  o f  l e n g t h  2 0 4 8 ,  r e a s o n a b l y  s e c u r e  f o r  l e n g t h  3 0 7 2 ,  a n d  v e r y  s e c u r e  f o r  
l e n g t h  4 0 9 6  o r  h i g h e r .  
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C h a p t e r  9  
B e s t  K n o w n  L i n e a r  C o d e s  
D a t a b a s e  
S u m m a r y :  T h i s  c h a p t e r  d e s c r i b e s  a  c o n s t r u c t e d  d a t a b a s e  w h i c h  
c o n t a i n s  a  c o d e  o f  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  f o r  e a c h  
l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n ,  s o m e t h i n g  w h i c h  h a s  n o t  p r e v i o u s l y  b e e n  
a c h i e v e d .  T h e  d a t a b a s e  i s  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e  f o r  b i n a r y  c o d e s  u p  
t o  l e n g t h  2 5 6  a n d  f o r  c o d e s  o v e r  I F  4  u p  t o  l e n g t h  1 0 0 .  O b t a i n i n g  
t h e  n e c e s s a r y  c o d e s  i n v o l v e d  e x t e n s i v e  c o m p u t a t i o n s  u s i n g  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  
c h a p t e r  7 .  
I n  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s t r u c t i n g  c o d e s  f o r  t h e  d a t a b a s e ,  m a n y  c o d e s  
w e r e  d i s c o v e r e d  w h i c h  i m p r o v e d  o n  p r e v i o u s  b e s t  k n o w n  b o u n d s .  
S o m e  o f  t h e  t e c h n i q u e s  w h i c h  y i e l d e d  m a n y  o f  t h e s e  n e w  c o d e s  
a r e  d e s c r i b e d .  
A  s t a n d a r d  p r o b l e m  i n  c o d i n g  t h e o r y  i s  t o  f i n d ,  f o r  e a c h  l e n g t h  n ,  d i -
m e n s i o n  k ,  a n d  f i e l d  I F
q
,  t h e  l a r g e s t  m i n i m u m  w e i g h t  d  s u c h  t h a t  a n  i n ,  k ,  d j  
c o d e  o v e r  I F  q  c o d e  e x i s t s .  T h e  m e t h o d s  u s e d  t o  f i n d  b o u n d s  o n  o p t i m a l  m i n -
i m u m  w e i g h t s  a r e  e x t r e m e l y  d i v e r s e  a n d  a n y  c o m p r e h e n s i v e  d e s c r i p t i o n  o f  
b e s t  k n o w n  b o u n d s  m u s t  u s e  a  w i d e  v a r i e t y  o f  t e c h n i q u e s .  
T h i s  c h a p t e r  d e s c r i b e s  a  d a t a b a s e  o f  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  a r e  
t h e  h i g h e s t  w h i c h  a r e  c u r r e n t l y  k n o w n  t o  e x i s t ,  c o n t a i n i n g  b i n a r y  c o d e s  o f  
l e n g t h  u p  t o  2 5 6  a n d  c o d e s  o v e r  I F  4  o f  l e n g t h  u p  t o  1 0 0 .  C o n s t r u c t i o n  o f  
t h e  d a t a b a s e  i n v o l v e d  b o t h  a l g e b r a i c  c o n s t r u c t i o n s  a n d  r a n d o m  s e a r c h e s ,  
r e s u l t i n g  i n  t h e  d i s c o v e r y  o f  m a n y  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t  i m p r o v e s  o n  
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p r e v i o u s l y  k n o w n  b o u n d s .  M a n y  c o m p u t a t i o n a l  s e a r c h e s  w e r e  p e r f o r m e d  o n  
t h e  m a c h i n e s  a t  I A K S ,  U n i v e r s i t i i t  K a r l s r u h e  b y  M a r k u s  G r a s s l ,  u s i n g  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s .  T h e  d a t a b a s e  i s  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e  
i n  t h e  M A G M A  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  s y s t e m .  
F i r s t ,  t h e  h i s t o r y  o f  t a b u l a t i n g  b o u n d s  o n  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  
w i l l  b e  r e v i e w e d ,  f o l l o w e d  b y  a  r e v i e w  o f  o t h e r  d a t a b a s e s  w h i c h  c u r r e n t l y  
e x i s t .  T h e  d a t a b a s e  h a s  a  r e c u r s i v e  s t r u c t u r e  w h i c h  r e d u c e s  t h e  t a s k  t o  c o n -
s t r u c t i n g  a  s m a l l e r  s e t  o f  s e e d  c o d e s .  A  c o m p r e h e n s i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
m e t h o d s  b y  w h i c h  t h e s e  s e e d  c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d  i s  g i v e n ,  w i t h  e x a m p l e s  
o f  h o w  t h e s e  c o n s t r u c t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  i n  M A G M A .  S u p p l e m e n t i n g  t h e s e  
d e s c r i p t i o n s  a r e  t a b l e s  i n  A p p e n d i c e s  A  a n d  B  l i s t i n g  t h e  s e e d  c o d e s  f o u n d  
u s i n g  e a c h  m e t h o d ,  a l o n g  w i t h  e x t r a  i n f o r m a t i o n  s p e c i f y i n g  h o w  e a c h  i n d i -
v i d u a l  s e e d  c o d e  i s  c o n s t r u c t e d .  
F o l l o w i n g  t h e  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d a t a b a s e  a n d  t h e  c o d e s  i t  c o n -
t a i n s ,  s o m e  n e w  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i n g  c o d e s  a r e  d e s c r i b e d .  T h e s e  c o n -
s t r u c t i o n s  h a v e  y i e l d e d  m a n y  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  i m p r o v e  b e s t  
k n o w n  b o u n d s .  D e t a i l s  o f  t h e s e  n e w  c o d e s  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i c e s  C  a n d  D .  
F i n a l l y ,  s o m e  l o w  l e v e l  d e t a i l s  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  a r e  d i s c u s s e d  a n d  t h e  
u s e r  i n t e r f a c e  t o  t h e  d a t a b a s e  i n  M A G M A  i s  d e s c r i b e d .  
9 . 1  H i s t o r y  o f  t h e  T a b u l a t i o n  o f  B e s t  K n o w n  
B o u n d s  
B i n a r y  C o d e s  
T h e  f i r s t  t a b u l a t i o n  o f  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t s  w a s  p u b l i s h e d  i n  H a m -
m i n g ' s  1 9 5 0  p a p e r  [ 7 4 ] ,  w h i c h  i s  o n e  o f  t h e  f o u n d i n g  p a p e r s  o f  c o d i n g  t h e o r y .  
B a s e d  o n l y  o n  t h e  s i n g l e  e r r o r - c o r r e c t i n g  H a m m i n g  c o d e s ,  i t  l i s t e d  t h e  s m a l l -
e s t  c a r d i n a l i t y  o n e - e r r o r  c o r r e c t i n g  c o d e  f o r  e a c h  l e n g t h .  I n  t h e s e  e a r l y  s t a g e s ,  
t a b l e s  w e r e  r e s t r i c t e d  t o  t a b u l a t i n g  t h e  c o d e s  g i v e n  b y  a  s i n g l e  c o n s t r u c t i o n .  
A n o t h e r  s m a l l  s c a l e  t a b u l a t i o n  w a s  p u b l i s h e d  i n  1 9 6 0  b y  P l o t k i n  [ 1 1 5 ] '  w h e r e  
t h e  b e s t  k n o w n  c o d e  p a r a m e t e r s  w e r e  g i v e n  f o r  d  : s :  8  a n d  n  : s :  1 6 .  
T h e  f i r s t  r e a l  a t t e m p t  t o  b r i n g  t o g e t h e r  a  d i v e r s e  r a n g e  o f  r e s u l t s  w a s  
u n d e r t a k e n  i n  1 9 6 4  b y  C a l a b i  a n d  M y r v a a g n e s  [ 2 7 1 .  T h e y  c o m b i n e d  a l l  k n o w n  
r e s u l t s ,  g i v i n g  a  t a b l e  o f  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  o n  b i n a r y  
c o d e s  f o r  n  : s :  2 5 .  
O v e r  t h e  n e x t  d e c a d e ,  f u r t h e r  t a b u l a t i o n s  w e r e  r e s t r i c t e d  t o  s p e c i f i c  f a l I l -
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i l i e s  o f  c o d e s .  T h e s e  i n c l u d e d  q u a s i - p e r f e c t  c o d e s  [ 1 4 0 ] '  B C H  c o d e s  [ 6 2 ] ,  
a n d  s e l f - d u a l  c o d e s  ( 1 1 3 ] '  w i t h  t h e  m o s t  p r o d u c t i v e  b e i n g  t h e  t a b u l a t i o n s  o f  
m i n i m u m  w e i g h t s  o f  c y c l i c  c o d e s  ( 3 6 ]  \ 3 7 ] .  U s i n g  t h e  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  
i n  s e c t i o n  2 . 5 ,  C h e n  w a s  a b l e  t o  c o m p u t e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a l l  c y c l i c  
c o d e s  o f  l e n g t h  u p  t o  6 5 ,  f i n d i n g  m a n y  c o d e s  w h i c h  i m p r o v e d  o n  b e s t  k n o w n  
m i n i m u m  w e i g h t s .  
A  b r o a d  s u r v e y  o f  c o d i n g  t h e o r y  b y  S l o a n e  [ 1 2 9 ]  i n  1 9 7 2  i n c l u d e d  t h e  
m o s t  e x t e n s i v e  t a b l e s  o f  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  u p  t o  t h a t  p o i n t ,  p r o v i d i n g  
b o u n d s  o n  n  f o r  g i v e n  k  a n d  d .  S l o a n e ' s  t a b l e s  c o v e r e d  a l l  p a r a m e t e r s  w i t h  
d  : : ;  2 9 ,  i n c l u d i n g  b o u n d s  f o r  c o d e s  o f  v e r y  l a r g e  d i m e n s i o n s  a n d  l e n g t h s .  
H o w e v e r ,  a n o t h e r  l a r g e  s c a l e  t a b u l a t i o n  p u b l i s h e d  i n  1 9 7 3  b y  H e l g e r t  a n d  
S t i n a f f  [ 7 9 ]  w o u l d  c o m e  t o  s e r v e  a s  t h e  m a j o r  r e f e r e n c e  f o r  g o o d  c o d e s .  E x -
p a n d i n g  o n  t h e  r e s u l t s  o f  C a l a b i  a n d  M y r v a a g n e s ,  t h e  n e w  t a b l e s  g a v e  b e s t  
k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  f o r  n  : : ;  1 2 7 .  
M a n y  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e s e  t a b l e s  f o l l o w e d ,  m o s t  n o t a b l y  f r o m  t h e  c o m -
p u t a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  a l l  c y c l i c  c o d e s  u p  t o  l e n g t h  9 9  b y  P r o m -
h o u s e  a n d  T a v a r e s  [ 1 1 7 ] .  A n  u p d a t e d  v e r s i o n  o f  H e l g e r t  a n d  S t i n a f f ' s  t a b l e s  
w a s  p u b l i s h e d  i n  1 9 8 7  b y  V e r h o e f f  [ 1 3 8 ] ,  t h o u g h  s t i l l  r e s t r i c t e d  t o  n  : : ;  1 2 7 .  
V e r h o e f f  m a d e  t h e  m a n a g c m c n t  o f  t h e s e  t a b l e s  m u c h  s i m p l e r  b y  i m p l e m e n t i n g  
a n  a u t o m a t e d  u p d a t i n g  s y s t e m .  U s i n g  s t a n d a r d  c o n s t r u c t i o n s  ( s u c h  a s  p u n c -
t u r i n g  a n d  s h o r t e n i n g ) ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  a  c o l l e c t i o n  o f  g o o d  " s e e d  c o d e s "  
w e r e  u s e d  t o  a u t o m a t i c a l l y  d e r i v e  b o u n d s  f o r  m a n y  l e n g t h s  a n d  d i m e n s i o n s .  
F o l l o w i n g  t h e  s u c c e s s f u l  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a l l  c y c l i c  
c o d e s  o f  l e n g t h  u p  t o  1 2 7  b y  S c h o m a k e r  a n d  W i r t z  [ 1 2 1 ] ,  a  f u r t h e r  u p d a t e  
t o  V e r h o e f f ' s  t a b l e s  w e r e  p u b l i s h e d  i n  1 9 9 3  b y  B r o u w e r  a n d  V e r h o e f f  [ 2 5 ] .  A  
m o r e  e x t e n s i v e  s e t  o f  t a b l e s  w a s  a l s o  m a d e  a v a i l a b l e  o n l i n e  b y  B r o u w e r  [ 2 3 ] .  
H i s  w e b s i t e  n o t  o n l y  i n c l u d e s  b o u n d s  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  b i n a r y  
c o d e s  f o r  n : : ;  2 5 6 ,  b u t  a l s o  t a b l e s  f o r  c o d e s  o v e r  I F
3
, I F
4
,  I F
5
,  I F
7
,  I F s ,  a n d  I F g .  
B r o u w e r ' s  o n l i n e  t a b l e s  a r e  u p d a t e d  r e g u l a r l y  w i t h  n e w  r e s u l t s  a n d  h a v e  
b e c o m e  t h e  s t a n d a r d  r e f e r e n c e  f o r  a l l  w o r k  c o n c e r n i n g  l i n e a r  c o d e s  o f  b e s t  
k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t .  T h e  m o s t  r e c e n t  p u b l i s h e d  v e r s i o n  o f  t h e s e  t a b l e s  
a p p e a r e d  i n  t h e  " H a n d b o o k  o f  C o d i n g  T h e o r y "  i n  1 9 9 8  [ 2 4 ] .  
A n o t h e r  t a b u l a t i o n  o f  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  a p p e a r e d  i n  
2 0 0 0 ,  w h c n  J a f f c  [ 8 4 ]  p u b l i s h e d  a  l i s t  o f  s h o r t  o p t i m a l  b i n a r y  c o d e s
l  
J a f f c ' s  
t a b l e s  a r e  a l s o  a v a i l a b l e  o n l i n e  [ 8 3 ] ,  t h o u g h  t h e s e  a r e  n o t  u p d a t e d .  
1  O p t i m a l  b o u n d s  a r c  t h o s e  f o r  w h i c h  t h e  l o w e r  a n d  u p p e r  b o u n d s  c o i n c i d e ,  m e a n i n g  
t h a t  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  c a n n o t  b e  i m p r o v e d  u p o n .  
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C o d e s  o v e r  I F ,  
A l t h o u g h  e a r l y  r e s e a r c h  i n t o  g o o d  c o d e s  f o c u s e d  h e a v i l y  o n  b i n a r y  c o d e s ,  b y  
t h e  1 9 8 0 ' s  c o d e s  o v e r  o t h e r  s m a l l  f i e l d s  w e r e  b e i n g  c o n s i d e r e d .  T h i s  t h e s i s  i s  
m a i n l y  c o n c e r n e d  w i t h  b i n a r y  c o d e s  a n d  c o d e s  o v e r  I F "  a l t h o u g h  s o m e  w o r k  
h a s  b e e n  d o n e  o v e r  o t h e r  f i n i t e  f i e l d s ?  
T h e  f i r s t  t a b u l a t i o n  o f  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  o n  c o d e s  o v e r  
I F ,  w a s  p u b l i s h e d  i n  1 9 8 6  b y  T o l h u i z e n  [ 1 3 3 ] ,  g i v i n g  b o u n d s  f o r  a l l  n  : s :  2 2 .  
A  l a r g e r  t a b l e  w a s  p u b l i s h e d  i n  1 9 9 5  b y  L i z a k  [ 1 0 2 ] ,  w h i c h  c l a s s i f i e d  b o u n d s  
f o r  c o d e s  o v e r  I F ,  f o r  n  : s :  5 0  a n d  k  : s :  1 5 .  T h e r e  h a s  a l s o  b e e n  e x t e n s i v e  w o r k  
i n  c l a s s i f y i n g  t h e  o p t i m a l  l e n g t h s  o f  c o d e s  o v e r  I F ,  w i t h  s m a l l  k  a n d  a r b i t r a r y  
d  ( s e e  f o r  e x a m p l e  [ 1 4 J  [ 6 8 J  [ 2 2 ] ) .  
H o w e v e r ,  t h e  m a j o r  r e f e r e n c e  f o r  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s  o n  
c o d e s  o v e r  I F  4  i s  B r o u w e r ' s  o n l i n e  t a b l e s  [ 2 3 J .  A  s n a p s h o t  o f  t h e s e  t a b l e s  w a s  
p u b l i s h e d  i n  1 9 9 8  i n  t h e  " H a n d b o o k  o f  C o d i n g  T h e o r y "  i n  1 9 9 8  [ 2 4 ] ,  t h o u g h  
t h e  o n l i n e  t a b l e s  h a v e  b e e n  c o n t i n u a l l y  u p d a t e d  s i n c e  t h e n .  R e s u l t s  o n  g o o d  
c o d e s  o v e r  I F ,  a l m o s t  a l w a y s  u s e  B r o u w e r ' s  o n l i n e  t a b l e s  a s  a  r e f e r e n c e .  
9 . 2  E x i s t i n g  D a t a b a s e s  o f  C o d e s  
C o n s t r u c t i n g  a  d a t a b a s e  o f  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  m e e t  b e s t  k n o w n  
b o u n d s  i s  a  n o n - t r i v i a l  t a s k ,  d u e  t o  t h e  d i v e r s e  m e t h o d s  b y  w h i c h  t h e  b o u n d s  
a r e  d e s c r i b e d .  T h e  f i r s t  m a j o r  a t t e m p t  a t  c o n s t r u c t i n g  a  b e s t  k n o w n  l i n e a r  
c o d e s  d a t a b a s e  ( h e r e a f t e r  r e f e r r e d  t o  a s  a  B K L C  d a t a b a s e )  w a s  i n  G U A V A  
[ 4 3 ] ,  a  p a c k a g e  f o r  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e s  f o r m i n g  p a r t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
a l g e b r a  s y s t e m  G A P  [ 7 1 J .  
T h e  G U A V A  d a t a b a s e  u s e d  t h e  o n l i n e  t a b l e s  o f  B r o u w e r  a s  a  b a s i s  f o r  
c o n s t r u c t i n g  t h e  b e s t  k n o w n  c o d e  f o r  e a c h  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n .  T h e  a r c h i -
t e c t u r e  o f  B r o u w e r ' s  t a b l e s  i s  s u c h  t h a t  a  s e t  o f  s t a n d a r d  c o n s t r u c t i o n s  a r e  
u s e d  t o  f i n d  b o u n d s  f o r  a l l  v a l u e s  o f  n a n d  k  f r o m  a  c o l l e c t i o n  o f  " s e e d  c o d e s "  .  
T h e  w o r k  r e q u i r e d  t o  c o n v e r t  t h e s e  t a b l e s  i n t o  a  c o n s t r u c t i v e  d a t a b a s e  i s  
c o n s i d e r a b l e ,  s i n c e  B r o u w e r ' s  t a b l e s  f o r  b i n a r y  c o d e s  a l o n e  c o n t a i n  o v e r  2 0 0 0  
s e e d  c o d e s ,  f o u n d  u s i n g  o v e r  8 0  d i f f e r e n t  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i o n .  A l s o ,  i n  
m a n y  c a s e s  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  i s  o b t a i n e d  b y  n o n - c o n s t r u c t i v e  
m e a n s ,  f o r  e x a m p l e  u s i n g  t h e  G i l b e r t - V a r s h a m o v  b o u n d  [ 1 3 7 J .  
2 C o d e s  o v e r  I F  4  a r c  s o m e t i m e s  r e f e r r e d  t o  a s  q u a t e r n a r y  c o d e s ,  t h o u g h  t h i s  t e r m  i s  n o t  
u s e d  h e r e  a s  i t  i s  a l s o  r e f e r s  t o  c o d e s  o v e r  Z 4  ( i n  c h a p t e r  5 ) .  
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A s  s u c h ,  t h e  G U A V A  d a t a b a s e  w a s  n e v e r  c o m p l e t e d ,  a l t h o u g h  i n c o m p l e t e  
v e r s i o n s  c a n  b e  f o u n d  i n  c u r r e n t  v e r s i o n s  o f  G U A V A .  I t  c u r r e n t l y  c o n t a i n s  
o n l y  a r o u n d  2 5 %  o f  b i n a r y  c o d e s  u p  t o  l e n g t h  2 5 6 ,  a n d  o n l y  1 1 %  o f  c o d e s  
o v e r  F .  u p  t o  l e n g t h  1 0 0 ,  c o m p r i s i n g  m o s t l y  o f  t h e  e a s i l y  c o n s t r u c t e d  c o d e s  
o f  s m a l l  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n .  
O t h e r  d a t a b a s e s  o f  c o d e s  h a v e  b e e n  c o n s t r u c t e d  f o r  s p e c i f i c  f a m i l i e s  o f  
c o d e s .  T h e r e  e x i s t  d a t a b a s e s  f o r  s e l f - d u a l  c o d e s  [ 5 3 ] ,  s p a r s e  g r a p h  c o d e s  
[ 1 0 4 ] ,  a n d  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  [ 3 9 J .  H o w e v e r ,  n o  d a t a b a s e  h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  
c o n s t r u c t e d  c o m b i n i n g  t h e  w i d e  r a n g e  o f  c o n s t r u c t i o n s  n e c e s s a r y  t o  b u i l d  
b e s t  k n o w n  c o d e s  o v e r  m a n y  l e n g t h s  a n d  d i m e n s i o n s .  
9 . 3  A  B e s t  K n o w n  L i n e a r  C o d e s  D a t a b a s e  
T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  B K L C  d a t a b a s e  w i l l  n o w  b e  d e s c r i b e d ,  c o n t a i n i n g  a l l  
b e s t  k n o w n  b i n a r y  c o d e s  f o r  n  : : : ;  2 5 6  ( 3 2 , 8 9 6  c o d e s )  a n d  o v e r  9 9 %  o f  a l l  b e s t  
k n o w n  c o d e s  o v e r  F .  f o r  n  : : : ;  1 0 0  ( 5 , 0 5 0  c o d e s ,  1 4  m i s s i n g ) .  I t  i s  i n c l u d e d  
i n  t h e  M A G M A  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  s y s t e m  [ 2 1 ] ,  w h i c h  w i l l  a l s o  i n c l u d e  
d a t a b a s e s  o v e r  o t h e r  s m a l l  f i n i t e  f i e l d s  i n  t h e  n e a r  f u t u r e .  
T h i s  d a t a b a s e  w a s  d e v e l o p e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  v e r s i o n  i n  G U A V A ,  
a l t h o u g h  b o t h  u s e  B r o u w e r ' s  o n l i n e  t a b l e s  a s  t h e  i n i t i a l  o u t l i n e  f o r  c o n s t r u c t -
i n g  e a c h  c o d e .  M a n y  c o d e s  w e r e  d i s c o v e r e d  b y  m e a n s  o f  l o n g  c o m p u t a t i o n a l  
s e a r c h e s ,  m a k i n g  h e a v y  u s e  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  7 .  I n  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s t r u c t i n g  c o d e s  f o r  
t h e  d a t a b a s e ,  m a n y  c o d e s  w e r e  a l s o  f o u n d  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t  s u r p a s s e d  
t h e  p r e v i o u s l y  b e s t  k n o w n  b o u n d .  
A n  o v e r v i e w  w i l l  f i r s t  b e  g i v e n  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n s  w h i c h  y i e l d  m a n y  
c o d e s  w i t h i n  t h e  d a t a b a s e .  F o l l o w i n g  t h i s ,  s o m e  t e c h n i q u e s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  
w h i c h  l e a d  t o  m a n y  e x a m p l e s  o f  n e w  c o d e s  t h a t  i m p r o v e d  u p o n  b e s t  k n o w n  
m i n i m u m  w e i g h t s .  
9 _ 3 . 1  T h e  S t r u c t u r e  o f  t h e  D a t a b a s e  
M a n u a l l y  s p e c i f y i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  e v e r y  c o d e  i n  t h e  d a t a b a s e  w o u l d  
b e  a  d a u n t i n g  t a s k .  T h e  s t r a t e g y  e m p l o y e d  t o  r e d u c e  t h i s  t a s k  f o l l o w s  t h e  
a u t o m a t i c  u p d a t i n g  m e t h o d  i n t r o d u c e d  b y  V e r h o e f I  [ 1 3 8 J .  O n l y  a  s m a l l  p o r -
t i o n  o f  t h e  c o d e s  i n  t h e  d a t a b a s e  a r e  m a n u a l l y  s p e c i f i e d ,  w h i l e  t h e  r e s t  a r e  
a u t o m a t i c a l l y  d e r i v e d  f r o m  t h e s e .  
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T h o s e  c o d e s  w h i c h  h a v e  t h e i r  c o n s t r u c t i o n  e x p l i c i t l y  s p e c i f i e d  a r e  r e f e r r e d  
t o  a s  s e e d  c o d e s .  U s i n g  e a c h  s e e d  c o d e ,  a  s e t  o f  b a s i c  r e c u r s i v e  c o n s t r u c t i o n s  
a r e  u s e d  t o  c o m p u t e  m a n y  o t h e r  d e s c e n d a n t  c o d e s .  A l l  o f  t h e s e  " b a s i c "  
c o n s t r u c t i o n s  a r e  d e p e n d e n t  o n l y  o n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n p u t  c o d e s  ( i . e .  
t h e  v a l u e s  o f  n ,  k  a n d  d ) .  H e n c e ,  t h e  s e e d  c o d e s  d o  n o t  n e e d  t o  b e  a c t u a l l y  
c o n s t r u c t e d  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  d e s c e n d a n t  c o d e s ,  
a n d  t h e  d e s c e n d a n t  c o d e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  a t  c o m p i l e - t i m e  r a t h e r  t h a n  a t  
r u n - t i m e .  
9 . 3 . 2  B a s i c  R e c u r s i v e  C o n s t r u c t i o n s  
D e s c e n d a n t  c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d  f r o m  s e e d  c o d e s  u s i n g  b a s i c  r e c u r s i v e  c o n -
s t r u c t i o n s .  F o r  a  c o n s t r u c t i o n  t o  q u a l i f y  a s  a  b a s i c  r e c u r s i v e  c o n s t r u c t i o n  i t  
m u s t  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  c r i t e r i a :  
•  I t s  i n p u t  m u s t  i n c l u d e  o n e  o r  m o r e  l i n e a r  c o d e s .  
•  G i v e n  i n p u t s  w i t h  h i g h  m i n i m u m  w e i g h t ,  t h e  o u t p u t  m u s t  a l s o  h a v e  
h i g h  m i n i m u m  w e i g h t .  
•  T h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  o u t p u t  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  s o l e l y  b y  t h e  
l e n g t h ,  d i m e n s i o n  a n d  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  i n p u t ( s ) .  
T h e  c o n s t r u c t i o n s  w h i c h  a r e  u s e d  a s  t h e  b a s i c  r e c u r s i v e  c o n s t r u c t i o n s  o n  s e e d  
c o d e s  a r e  a s  f o l l o w s :  
9 . 1  L e m m a  ( P u n c t u r i n g ) .  G i v e n  a n  [ n ,  k ,  d ]  c o d e ,  a n  [ n  - 1 ,  k ,  d  - 1 ]  c o d e  
c a n  b e  c o n s t r u c t e d .  
P r o o f  I f  G  i s  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  f o r  a n  [ n ,  k ,  d J  c o d e ,  t h e n  t h e  
r e s u l t  i s  g e n e r a t e d  b y  d e l e t i n g  a n y  n o n - i n f o r m a t i o n  c o l u m n  o f  G .  0  
9 . 2  L e m m a  ( S h o r t e n i n g ) .  G i v e n  a n  [ n ,  k ,  d J  c o d e ,  a n  [ n  - 1 ,  k  - 1 ,  d J  c o d e  
c a n  b e  c o n s t r u c t e d .  
P r o o f .  I f  G  i s  a  s y s t e m a t i c  g e n e r a t o r  m a t r i x  f o r  a n  [ n ,  k ,  d J  c o d e ,  t h e n  t h e  
r e s u l t  i s  g e n e r a t e d  b y  d e l e t i n g  t h e  r o w  a n d  c o l u m n  c o r r e s p o n d i n g  t o  a n y  
i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n  o f  G .  0  
9 . 3  L e m m a  ( E x t e n d i n g ) .  G i v e n  a  [ n ,  k ,  d J  c o d e ,  a n  [ n  +  1 ,  k ,  d J  c o d e  c a n  b e  
c o n s t r u c t e d ,  w h e r e  d  =  2  r  d / 2 1  f o r  a  b i n a r y  c o d e  a n d  d  =  d  f o r  a  n o n - b i n a r y  
c o d e .  
2 1 9  
P r o o f  T h i s  i s  a c h i e v e d  b y  a p p e n d i n g  a  p a r i t y  c h e c k  b i t  t o  e a c h  v e c t o r ,  o r  
a d d i n g  z e r o  c o l u m n s  t o  t h e  e n d .  0  
9 . 4  L e m m a  ( S u b c o d e ) .  G i v e n  a n  I n ,  k ,  d ]  c o d e ,  a n  I n ,  k l '  d ]  c o d e  c a n  b e  
c o n s t r u c t e d  f o r  a n y  k l  <  k .  
P r o o f .  A n y  d i m e n s i o n  k l  s u b c o d e  w i l l  s u f f i c e .  0  
9 . 5  L e m m a  ( P l o t k i n  S u m ) .  G i v e n  C l  =  1 n l ,  k l '  d J ]  a n d  C
2  
=  I n 2 '  k 2 '  d
2
]  
w h e r e  n l  2 :  n 2 ,  a n  1 n l  +  n 2 ,  k l  +  k 2 '  m i n ( 2 d
l
,  d
2
) ]  c o d e  c a n  b e  c o n s t r u c t e d .  
P r o o f  T h e  r e q u i r e d  c o d e  i s  c o m p r i s e d  o f  t h e  v e c t o r s  ( u  I  u + v )  f o r  a l l  u  E  C l  
a n d v E C
2
.  0  
U s i n g  t h e s e  b a s i c  r e c u r s i v e  c o n s t r u c t i o n s ,  a n y  s i n g l e  c o d e  w i t h  h i g h  m i n i -
m u m  w e i g h t  g i v e s  r i s e  t o  a  l a r g e  c o l l e c t i o n  o f  d e s c e n d a n t  c o d e s  w i t h  " n e a r b y "  
p a r a m e t e r s .  
9 . 4  C o n s t r u c t i n g  S e e d  C o d e s  
A l t h o u g h  t h e r e  a r e  o v e r  o n e  h u n d r e d  d i s t i n c t  m e t h o d s  u s e d  t o  c o n s t r u c t  
s e e d  c o d e s  w i t h i n  t h e  d a t a b a s e ,  t h e s e  c a n  b e  g r o u p e d  i n t o  f a m i l i e s  o f  s i m i l a r  
c o n s t r u c t i o n s ,  a l o n g  w i t h  s p o r a d i c  c o d e s .  T h e  m a i n  f a m i l i e s  o f  s e e d  c o d e  
c o n s t r u c t i o n s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e s  9 . 1  a n d  9 . 2  f o r  t h e  d a t a b a s e s  o v e r  1 F 2  a n d  1 F 4  
r e s p e c t i v e l y .  L i s t e d  i s  t h e  n u m b e r  o f  s e e d  c o d e s  t h a t  e a c h  t y p e  o f  c o n s t r u c t i o n  
c o n t r i b u t e s ,  t h e  n u m b e r  o f  t h e s e  s e e d  c o d e s  w h i c h  a r e  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  
b o u n d s  i n  B r o u w e r ' s  t a b l e s ,  a n d  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s  i n  
t h e  d a t a b a s e  w h i c h  a r e  d e s c e n d a n t s  o f  t h e s e  s e e d s .  C o m p l e t e  l i s t i n g s  o f  
s e e d  c o d e s ,  a l o n g  w i t h  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  c o n c e r n i n g  h o w  e a c h  c o d e  i s  
c o n s t r u c t e d ,  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i c e s  A  a n d  B .  
N o t e  t h a t  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o d e s  w h i c h  d e s c e n d  f r o m  a  g i v e n  s e e d  c o d e  
i s  s u b j e c t i v e ,  s i n c e  m a n y  c o d e s  i n  t h e  d a t a b a s e  c o u l d  d e s c e n d  f r o m  s e v e r a l  
d i f f e r e n t  s e e d s ,  a n d  t h e  o n e  t h a t  i s  c h o s e n  i s  e s s e n t i a l l y  a r b i t r a r y .  I n  t h i s  
i m p l e m e n t a t i o n  t h e  t a l l y  c o u n t s  a r e  c h r o n o l o g i c a l l y  b i a s e d ,  s o  d e s c e n d a n t s  
o f  a  n e w l y  i n t r o d u c e d  s e e d  c o d e  a r e  o n l y  u s e d  w h e r e  i m p r o v e m e n t s  r e s u l t .  
B e c a u s e  o f  t h i s  t h e  s i m p l e r  c o n s t r u c t i o n s  w h i c h  w e r e  i m p l e m e n t e d  f i r s t  t e n d  
t o  h a v e  m o r e  d e s c e n d a n t  c o d e s .  
T h e  m a j o r  f a m i l i e s  o f  c o d e  c o n s t r u c t i o n s  w i l l  n o w  b e  r e v i e w e d .  T h e  t a -
b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s  c o n t a i n  s p e c i f i c  i n f o r m a t i o n  f o r  c o n s t r u c t i n g  e a c h  s e e d  
2 2 0  
T a b l e  9 . 1 :  S e e d  C o d e  S u m m a r y  f o r  1 F 2  
C o n s t r u c t i o n s  
I  S e e d  C o d e s  
T o t a l  C o d e s  
T r i v i a l  C o n s t r u c t i o n s  
1 0 1 8  
4 9 1 4  
S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  
2 8 9  
(  1 2 2  n e w )  3 9 6 5  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  Y I  
4 1  
( 1  n e w )  
3 3 4  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  B 2  
1 3 5  
( 8 2  n e w )  
2 9 7 4  
U s i n g  a  G r i e s m e r  S t e p  
1 1 3  
( 3 9  n e w )  6 5 7  
C o n s t r u c t i o n  X  
2 6 6  
(  6 2  n e w )  2 6 6 6  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
5 2  
( 1 1  n e w )  
5 5 7  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
4 7  
( 4 3  n e w )  
1 9 1  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n  
1 0 7  
( 2  n e w )  
1 0 1 8  
Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
2 1 1  (  7 1  n e w )  
9 5 6  
S p o r a d i c  C o d e s  
1 8 9  
(  1 1  n e w )  
2 5 2 9  
C o n c a t e n a t i o n  
1 8 4  
(  9  n e w )  
2 4 4 6  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
9 5  
1 5 0 7  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
5 6  
( 7  n e w )  
4 7 6  
C o n s t r u c t i o n  X X  
6 7  
(  2 4  n e w )  
5 5 5  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
5 7  
( 2 1  n e w )  
5 2 7  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
3  
( 3  n e w )  8  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n  
7  
2 0  
G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n  
6 0  
(  1  n e w )  
1 2 6 4  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
1 5  
2 9 2  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
2 3  
( 1  n e w )  
2 3 5  
C y c l i c  C o d e s  
5 4  
(  1 0  n e w )  
1 2 8 5  
B C H  C o d e s  
5 1  
8 3 2 1  
R e s i d u e  C o d e s  
1 2  
1 5 4 9  
,  
C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
1 2  
(  1 1  n e w )  
6 1  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
6  
( 5  n e w )  2 9  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
1  
( 1  n e w )  3  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n  
1  
( 1  n e w )  7  
G e n e r a l i z e d  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
1 0  (  9  n e w )  
4 8  
G o p p a  C o d e s  
8  
2 3 3 7  
T o t a l :  
2 4 3 1  
( 3 3 0  n e w )  3 2 8 9 6  
2 2 1  
T a b l e  9 . 2 :  S e e d  C o d e  S u m m a r y  f o r  I F  4  
.  
C o n s t r u c t i o n s  S e e d  C o d e s  I  T o t a l  C o d e s  I  
T r i v i a l  C o n s t r u c t i o n s  
2 9 9  
6 2 1  
C o n s t r u c t i o n  X  
2 4 2  (  8 8  n e w )  
8 2 2  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
2 3 1  ( 8 4  n e w )  
7 8 4  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  5  
( 4  n e w )  
1 0  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n  6  
2 8  
C y c l i c  C o d e s  1 0 8  
(  2 6  n e w )  
1 2 5 0  
Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
8 1  (  3 3  n e w )  
3 2 2  
S p o r a d i c  C o d e s  5 3  
(  1 0  n e w )  
5 9 1  
C o n s t r u c t i o n  X X  
4 4  (  1 8  n e w )  
1 6 8  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  
4 4  
( 1 8  n e w )  
1 6 8  
G e n e r a l i z e d  C o n  c a t e n a t i o n  
3 0  
2 5 8  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  8  
1 4  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  2 0  
2 3 8  
B C H  C o d e s  
2 1  
3 6 6  
S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  1 6  
(  2  n e w )  1 0 8  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  Y I  
2  
4 2  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  B 2  
5  
3 8  
U s i n g  a  G r i e s m e r  S t e p  
9  
( 2  n e w )  
2 8  
C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
1 5  
(  7  n e w )  
4 0  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s  1 5  
( 7  n e w )  
4 0  
R e s i d u e  C o d e s  
1 3  
(  2  n e w )  
4 9 0  
M i s s i n g  S e e d s  
1  
1 4  
T o t a l :  
9 2 3  ( 1 8 6  n e w )  
5 0 5 0  
2 2 2  
c o d e  i n  t h e  d a t a b a s e ,  t h o u g h  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  g i v e  c o m p l e t e  i n f o r m a t i o n  
f o r  e v e r y  s i n g l e  c o n s t r u c t i o n .  W h e r e  t h e  i n f o r m a t i o n  i n  t h e  t a b l e s  i s  i n s u f -
f i c i e n t  t o  c o m p l e t e l y  s p e c i f y  a  s e e d  c o d e ,  t h e  M A G M A  d a t a b a s e  i t s e l f  c a n  b e  
c o n s u l t e d .  T h e  g e n e r a t o r  m a t r i c e s  o f  e v e r y  c o d e  c a n  b e  a c c e s s e d  a n d  m o r e  
c o m p l e t e  d e t a i l s  o f  e a c h  c o n s t r u c t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  v e r b o s e  m o d e  
d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  9 . 7 .  
T h e  d a t a b a s e  e n g i n e  p e r f o r m s  a l l  o f  i t s  c o d e  c o n s t r u c t i o n s  u s i n g  t h e  
M A G M A  l a n g u a g e ,  a n d  e x a m p l e s  o f  M A G M A  c o d e  w i l l  b e  g i v e n  s h o w i n g  h o w  
e a c h  m e t h o d  o f  c o n s t r u c t i o n  i s  p e r f o r m e d .  A  b r i e f  d e s c r i p t i o n  i s  g i v e n  o f  t h e  
M A G M A  l a n g u a g e  i n  A p p e n d i x  E ,  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  t o  u n d e r s t a n d  a l l  o f  t h e  
g i v e n  e x a m p l e s .  
9 . 4 . 1  T r i v i a l  C o n s t r u c t i o n s  
C o d e s  w i t h  p a r a m e t e r s  [ n ,  1 ,  n ]  a n d  [ n ,  n ,  1 ]  o v e r  a n y  f i e l d  c a n  b e  t r i v i a l l y  
c o n s t r u c t e d .  T r i v i a l  c o d e s  a r e  r e s p o n s i b l e  f o r  g e n e r a t i n g  a  l a r g e  n u m b e r  o f  
b e s t  c o d e s ,  a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  T a b l e s  9 . 1  a n d  9 . 2 .  H o w e v e r ,  t h e s e  c o d e s  e i -
t h e r  h a v e  v e r y  h i g h  o r  v e r y  l o w  r a t e  a n d  a r e  o f  l i t t l e  i n t e r e s t .  T h e  p a r a m e t e r s  
o f  t r i v i a l  c o d e s  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s .  
E X A M P L E  9 . 1  ( T R I V I A L  C O D E S )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  t r i v i a l  b i n a r y  c o d e s  o f  l e n g t h  5  a r e  c o n s t r u c t e d .  
>  R e p e t i t i o n C o d e ( G F ( 2 )  , 5 ) ;  
[ 5 ,  1 ,  5 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
G e n e r a t o r  m a t r i x :  
[ 1  1  1  1  1 ]  
>  U n i v e r s e C o d e ( G F ( 2 ) , 5 ) ;  
[ 5 ,  5 ,  1 ]  C y c l i C  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 2  B C H  C o d e s  
B o s e - C h a u d h u r i - H o c q u e n g h e m  ( B C H )  c o d e s  [ 2 0 ] [ 8 0 ]  a r e  a  c l a s s  o f  c y c l i c  
c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  a r e  t h e o r e t i c a l l y  k n o w n  t o  b e  h i g h .  
9 . 6  D e f i n i t i o n  ( B C H  C o d e ) .  L e t " ,  b e  a n  n - t h  r o o t  o f  u n i t y  a n d  g ( x )  b e  t h e  
m i n i m a l  p o l y n o m i a l  s u c h  t h a t  
g ( " , i )  =  g ( a H 1 )  =  . . .  =  g ( a H b - 2 ) ,  
2 2 3  
f o r  s o m e  i  a n d  b  >  O .  T h e n  t h e  c y c l i c  c o d e  o f  l e n g t h  n  g e n e m t e d  b y  g ( x )  z s  
c a l l e d  a  B C H  c o d e  o f  d e s i g n a t e d  d i s t a n c e  b .  
9 . 7  C o r o l l a r y .  A  B C H  c o d e  o f  d e s i g n a t e d  d i s t a n c e  b  h a s  m i n i m u m  w e i g h t  
g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  b .  
P r o o f .  F o l l o w s  f r o m  t h e  B C H  b o u n d  i n  T h e o r e m  1 . 1 0 .  o  
S i n c e  g o o d  t h e o r e t i c a l  l o w e r  b o u n d s  e x i s t  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  
B C H  c o d e s ,  t h e  B C H  c o d e s  w h i c h  g i v e  g o o d  c o d e s  a r e  w e l l  k n o w n .  H e n c e ,  
t h e  B C H  c o d e s  i n  t h e  d a t a b a s e  d o  n o t  c o n t r i b u t e  a n y  i m p r o v e m e n t s  t o  b e s t  
k n o w n  b o u n d s .  
T h e r e  a r e  t w o  m a i n  c l a s s e s  o f  B C H  c o d e s  w h i c h  c o n t r i b u t e  l a r g e  n u m b e r s  
o f  c o d e s  t o  t h e  d a t a b a s e ,  t h o s e  o f  l e n g t h  1 2 7  a n d  t h o s e  o f  l e n g t h  2 5 5 .  F o r  
h i s t o r i c a l  r e a s o n s  i t  i s  t h e  e x t e n d e d  v e r s i o n s  o f  t h e s e  c o d e s  w h i c h  a r e  t a k e n  
a s  s e e d  c o d e s .  
I n  s o m e  c a s e s  t h e  B C H  b o u n d  i s  t i g h t ,  g i v i n g  t h e  t r u e  m i n i m u m  w e i g h t  
o f  t h e  c o d e .  I n  o t h e r  s i t u a t i o n s  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  m a y  a c t u a l l y  b e  h i g h e r ,  
t h o u g h  i f  t h e  c a r d i n a l i t y  o f  a  c o d e  i s  t o o  l a r g e  t h e n  i t  m a y  n o t  b e  f e a s i b l e  t o  
c o m p u t e  t h e  t r u e  m i n i m u m  w e i g h t  a n d  o n l y  t h e  B C H  b o u n d  c a n  b e  u s e d .  
E X A M P L E  9 . 2  ( B C H  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] 1 2 7 , 4 3  s e e d  c o d e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A  i s  e x t e n d e d  v e r s i o n  o f  
t h e  [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ]  B C H  c o d e .  T h e  e x p o n e n t s  l i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  a r e  t h e  i n p u t  
p a r a m e t e r s  r e q u i r e d  t o  c o n s t r u c t  t h e  c o d e  i n  M A G M A .  
I f  a  B C H  c o d e  i s  n o t  t o o  l a r g e  i t s  m i n i m u m  w e i g h t  c a n  b e  d i r e c t l y  c o m -
p u t e d .  I n  t h i s  e x a m p l e  t h e  t r u e  m i n i m u m  w e i g h t  i s  e q u a l  t o  t h e  B C H  b o u n d .  
>  C  : =  B C H C o d e ( G F ( 2 )  , 1 2 7 , 4 3 ) ;  
>  B C H B o u n d ( C ) ;  
4 3  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 2 7 ,  2 9 ,  4 3 ]  " B C H  c o d e  ( d  =  4 3 ,  b  =  1 ) "  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  C l  : =  E x t e n d C o d e ( C ) ;  
>  C l : M i n i m a l ;  
[ 1 2 8 ,  2 9 ,  4 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
2 2 4  
9 . 4 . 3  G o p p a  C o d e s  
G o p p a  c o d e s  ( s e e  s e c t i o n  1 . 5 . 3 )  h a v e  h i g h  m i n i m u m  w e i g h t s ,  a s  w e l l  a s  g o o d  
t h e o r e t i c a l  l o w e r  b o u n d s  o n  t h e i r  m i n i m u m  w e i g h t s .  A l t h o u g h  o n l y  c o n -
t r i b u t i n g  a  s m a l l  n u m b e r  o f  s e e d  c o d e s ,  G o p p a  c o d e s  h a v e  v e r y  g o o d  m i n i -
m u m  w e i g h t s  a n d  h e n c e  p r o d u c e  a  l a r g e  n u m b e r  o f  d e s c e n d a n t  c o d e s .  T h e  
i m p o r t a n t  G o p p a  c o d e s  a r e  t h o s e  o f  l e n g t h s  1 2 8  a n d  2 5 6 .  G o p p a  c o d e s  h a v e  
b e e n  w e l l  s t u d i e d  a n d  d o  n o t  c o n t r i b u t e  a n y  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  k n o w n  
b o u n d s .  
E X A M P L E  9 . 3  ( G O P P A  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
A  G o p p a  c o d e  d e s c r i b e d  b y  a  p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  t  h a s  a  m i n i m u m  w e i g h t  
g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  2 t  +  1 .  S h o w n  h e r e  i s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  
[ 1 2 8 , 7 9 ,  1 5 1  b i n a r y  s e e d  c o d e  f r o m  A p p e n d i x  A .  
>  F < w >  : =  G F ( 1 2 8 ) ;  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( F ) ;  
>  g  : =  x - 7  +  w - 6 8 * x - 6  +  w - 4 5 * x - 5  +  w - 4 3 * x - 4  +  w - 1 2 6 * x - 3  
>  +  w - 8 5 * x - 2  +  w - l 0 9 * x  +  w - 2 6 ;  
>  C  : =  G o p p a C o d e ( [  a  :  a  i n  F ] ,  g ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 2 8 ,  7 9 ]  " G o p p a  c o d e  ( r  =  7 ) "  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  C ' M i n i m u m W e i g h t L o w e r B o u n d ;  
1 5  
9 . 4 . 4  R e s i d u e  C o d e s  
F o r  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  n ,  f i n i t e  f i e l d  I F  a n d  s o m e  p o w e r  t ,  a n y  n o n - z e r o  e l e m e n t  
a  E  I F \  { O }  i s  c a l l e d  a  p - t h  p o w e r  r e s i d u e  m o d  n  i f  
a  =  x
P  
m o d  n  
f o r  s o m e  x  E  I F .  
9 . 8  D e f i n i t i o n  ( R e s i d u e  C o d e ) .  F o r  p o s i t i v e  i n t e g e r s  n a n d  p ,  l e t  I F  b e  a  
f i n i t e  f i e l d  s u c h  t h a t  I I F I  i s  a  p - t h  p o w e r  r e s i d u e  m o d  n .  I f  g ( x )  i s  t h e  m i n i m a l  
p o l y n o m i a l  s u c h  t h a t  
g ( a
i
)  =  0  
f o r  a l l  i  w h i c h  a T · e  p - t h  p o w e r  r e s i d u e s  m o d  n ,  t h e n  t h e  c y c l i c  c o d e  o f  l e n g t h  
n  g e n e r a t e d  b y  g ( x )  i s  t h e  p - t h  p o w e r  r e s i d u e  c o d e .  
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T h e  b e s t  s t u d i e d  e x a m p l e s  o f  r e s i d u e  c o d e s  a r e  t h e  q u a d r a t i c  r e s i d u e  
c o d e s ,  w h i c h  a r e  s e c o n d  p o w e r  r e s i d u e  c o d e s .  W h i l e  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  
r e s i d u e  c o d e s  c a n  n o t  b e  p r e d i c t e d  e x a c t l y ,  t h e r e  d o  e x i s t  g o o d  l o w e r  b o u n d s  
a n d  r e s i d u e  c o d e s  a r e  k n o w n  t o  h a v e  h i g h  m i n i m u m  w e i g h t s .  R e s i d u e  c o d e s  
d o  n o t  c o n t r i b u t e  a n y  i m p r o v e m e n t s  t o  b e s t  k n o w n  b o u n d s  a s  t h e y  h a v e  
a l r e a d y  u n d e r g o n e  e x t e n s i v e  i n v e s t i g a t i o n .  
I n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  p o w e r  o f  a  r e s i d u e  c o d e  i s  g i v e n  w i t h  t h e  s e e d  c o d e  
p a r a m e t e r s .  A  s e e d  c o d e  l i s t e d  a s  I n ,  k ,  d J P  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  a  p - t h  p o w e r  
r e s i d u e  c o d e .  
E X A M P L E  9 . 4  ( R E S I D U E  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 1 5 1 , 1 3 6 , 5 ] ' °  b i n a r y  s e e d  c o d e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A  i s  a  1 0 - t h  p o w e r  
r e s i d u e  c o d e .  
>  C  : =  P o w e r R e s i d u e C o d e ( G F ( 2 )  , 1 5 1 , 1 0 ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 5 1 ,  1 3 6 ,  5 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 5  C y c l i c  a n d  C o n s t a - C y c l i c  C o d e s  
B e s i d e s  B C R  c o d e s  a n d  r e s i d u e  c o d e s ,  f o r  w h i c h  t h e r e  e x i s t  g o o d  t h e o r e t i c a l  
l o w e r  b o u n d s  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t ,  t h e r e  a r e  m a n y  o t h e r  c y c l i c  c o d e s  w i t h  
h i g h  m i n i m u m  w e i g h t .  T h e s e  n e e d  t o  b e  c o m p u t e d  m a n u a l l y ,  a n d  e x t e n s i v e  
w o r k  h a s  b e e n  d o n e  i n  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  c y c l i c  c o d e s  ( s e e  
f o r  e x a m p l e  [ 3 7 ] [ 1 1 7 ] [ 1 2 1 ] ) .  I n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  g e n e r a t i n g  p o l y n o m i a l s  o f  
c y c l i c  a n d  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  a r e  l i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e .  
E X A M P L E  9 . 5  ( C Y C L I C  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  g e n e r a t i n g  p o l y n o m i a l  o f  t h e  [ 4 3 , 1 5 ,  1 3 J 5 7 8  b i n a r y  s e e d  c o d e  i s  c o n -
s t r u c t e d  b y  t a k i n g  t h e  e n t r y  i n  T a b l e  A . 3  i n d e x e d  b y  5 7 8  a n d  e x p r e s s i n g  
i t  b a s e  2 .  F o r  a  f u l l  e x p l a n a t i o n  o f  h o w  t o  o b t a i n  p o l y n o m i a l s  f r o m  i n d i c e s ,  
s e e  t h e  i n t r o d u c t i o n  t o  A p p e n d i x  A .  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 2 ) ) ;  
>  f  : =  x - 2 a  +  x - 2 7  +  x - 2 6  +  x - 2 4  +  x - 2 1  +  x - 2 0  +  x - 1 9  
>  +  x - 1 7  +  x - 1 6  +  x - 1 4  +  x - 1 2  +  x - 1 1  +  x - 9  +  x - a  
>  +  x - 7  +  x - 4  +  x - 2  +  x  +  1 ;  
2 2 6  
>  C  : =  C y c l i c C o d e ( 4 3 ,  f ) ;  
>  t i m e  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 3  
T i m e :  0 . 0 0 0  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 4 3 ,  1 5 ,  1 3 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E X A M P L E  9 . 6  ( C O N S T A - C Y C L I C  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 2 1 , 1 2 , 7 ] 1 5 7  s e e d  c o d e  o v e r  I F .  f r o m  A p p e n d i x  B  i s  c o n s t a - c y c l i c ,  i n -
d i c a t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  i t s  p o l y n o m i a l  i n d e x  h a s  a n  o v e r - l i n e .  U s i n g  t h e  
i n d e x  1 5 7  t h e  g e n e r a t i n g  p o l y n o m i a l  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  T a b l e  B . 3 ,  s e e  t h e  
i n t r o d u c t i o n  t o  A p p e n d i x  B  f o r  f u l l  d e t a i l s  o n  h o w  t h i s  i s  d o n e .  
E v e r y  c o n s t a - c y c l i c  c o d e  u s e s  w ,  t h e  d e s i g n a t e d  p r i m i t i v e  e l e m e n t  o f  I F . ,  
a s  t h e  c o n s t a n t  t o  u s e  i n  t h e  c o n s t a - c y c l i c  s h i f t .  
>  F < w >  : =  G F ( 4 ) ;  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( F ) ;  
>  f  : =  x - g  +  w * x - S  +  x - 7  +  x - 6  +  x - 5  +  x - 2  +  1 ;  
>  C  : =  C o n s t a C y c l i c C o d e ( 2 1 ,  f ,  w ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
7  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 2 1 ,  1 2 ,  7 ]  C o n s t a c y c l i c  C o d e  b y  w  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
9 . 4 . 6  Q u a s i - C y c l i c  a n d  Q u a s i - T w i s t e d  C o d e s  
T h e  s t u d y  o f  q u a s i - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  i s  r e l a t i v e l y  n e w  c o m p a r e d  
t o  c y c l i c  a n d  c o n s t a - c y c l i c  c o d e s .  H e n c e ,  t h e r e  a r e  m a n y  r e c e n t l y  d i s c o v e r e d  
e x a m p l e s  w h i c h  i m p r o v e  t h e  b o u n d s  i n  B r o u w e r ' s  t a b l e s .  G o o d  q u a s i - c y c l i c  
c o d e s  a r e  g e n e r a l l y  f o u n d  v i a  b r u t e  f o r c e  s e a r c h e s ,  m a n y  f o u n d  u s i n g  t h e  n e w  
m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  3 .  
E X A M P L E  9 . 7  ( Q U A S I - C Y C L I C  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  q u a s i - c y c l i c  [ 5 6 , 2 2 ,  1 4 ]  ~~~. b i n a r y  s e e d  c o d e  i n  A p p e n d i x  A  i s  c o n s t r u c t e d  
u s i n g  t h e  g e n e r a t i n g  polynOI~ials i n d e x e d  b y  4 5 2  a n d  5 6 7 ,  w h i c h  c a n  b e  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i x .  
2 2 7  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 2 ) ) ;  
>  f l  : =  x - 1 6  +  x " 1 0  +  1 ;  
>  f 2  : =  x " 2 4  +  x " 2 2  +  x " 1 9  +  x - 1 6  +  x " 1 4  +  x " 1 2  +  x " 9  
>  +  x " S  +  x " 6  +  x " 3  +  x " 2  +  x  +  1 ;  
>  C  : =  Q u a s i C y c l i c C o d e ( 5 6  ,  [ f l , f 2 ] ) ;  
>  t i m e  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 4  
T i m e :  0 . 0 1 0  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 5 6 ,  2 2 ,  1 4 ]  Q u a s i c y c l i c  o f  d e g r e e  2  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E X A M P L E  9 . 8  ( Q U A S I - T w I S T E D  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n  A p p e n d i x  B ,  t h e  [ 4 2 ,  1 5 ,  1 7 ]  ~~~' s e e d  c o d e  o v e r  I F  4  h a s  o y e r - l i n e s  o n  
t h e  p o l y n o m i a l s  i n d i c e s  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  c y c l i c  b l o c k s  h a v e  c o n s t a - c y c l i c  
" t w i s t s " .  T h e  t w i s t i n g  c o n s t a n t  i s  a l w a y s  t h e  d e s i g n a t e d  p r i m i t i v e  e l e m e n t  
o f  I F  4 .  
> F < w >  : =  G F ( 4 ) ;  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( F ) ;  
>  f l  : =  x " 1 7  +  w * x " 1 6  +  x " 1 5  +  x " 1 4  +  x " 1 3  +  w * x " 1 2  
>  +  w " 2 * x " 1 1  +  w " 2 * x " 1 0  +  w "  2 * x " 9  +  x - S  +  w * x " 7  
>  +  w*x~6 +  x - 5  +  x - 3  +  w - 2 * x  +  w ;  
>  f 2  : =  w " 2 * x " 2 0  +  x " l S  +  w " 2 * x " 1 7  +  x - 1 6  +  w - 2 * x " 1 5  +  x " 1 4  
>  +  w " 2 * x " 1 3  +  w " 2 * x " 1 2  +  w * x " l l  +  w " 2 * x " 9  +  w " 2 * x " S  +  w - 2 * x " 7  
>  +  x " 6  +  w * x " 5  +  w * x " 4  +  w " 2 * x " 3  +  w " 2 * x " 2  +  w " 2 * x  +  w - 2 ;  
>  C  : =  Q u a s i T w i s t e d C y c l i c C o d e ( 4 2 ,  [ f 1 , f 2 ] ,  w ) ;  
>  t i m e  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 7  
T i m e :  0 . 0 2 0  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 4 2 ,  1 5 ,  1 7 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 " 2 )  
9 . 4 . 7  S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  
U s i n g  s p e c i f i c  i n f o r m a t i o n  a b o u t  a  c o d e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  s h o r t e n i n g  o r  
p u n c t u r i n g  o p e r a t i o n s  t o  o b t a i n  b e t t e r  r e s u l t s  t h a n  t h o s e  d e s c r i b e d  i n  L e m -
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m a s  9 . 1  a n d  9 . 2 .  T h i s  i n c l u d e s  a  n e w  m e t h o d  o f  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  d e v e l o p e d  
b y  t h e  a u t h o r  ( d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  9 . 5 . 2 ) ,  w h i c h  y i e l d s  m a n y  e x a m p l e s  o f  n e w  
c o d e s . 3  S o m e  o f  t h e  m o r e  s t a n d a r d  t e c h n i q u e s  a r e  g i v e n  h e r e .  
9 . 9  L e m m a  ( C o n s t r u c t i o n  Y 1 ) .  L e t  C  b e  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e ,  a n d  v  E  C L  a  
c o d e w o r d  f r o m  t h e  d u a l  o f  w e i g h t  s .  S h o r t e n i n g  C  a t  t h e  s u p p o r t  o f  v  y i e l d s  
a n  [ n  - s ,  k  - s  +  1 ,  d ]  c o d e .  
P r o o f .  B y  f o r m i n g  a  g e n e r a t o r  m a t r i x  o f  C L  w i t h  v  a s  o n e  o f  t h e  r o w s ,  t h e n  
p u n c t u r i n g  C L  a t  s u p p ( v )  y i e l d s  a  d i m e n s i o n  n  - k  - 1  c o d e .  T h e  d u a l  t h u s  
h a s  d i m e n s i o n  k  - s  +  1 .  0  
F o r  b i n a r y  c o d e s ,  a  c o m b i n a t i o n  o f  s h o r t e n i n g  a n d  p u n c t u r i n g  o n  t h e  
s u p p o r t s  o f  a  c o d e w o r d  o f  t h e  d u a l  c a n  y i e l d  a n  i m p r o v e d  m i n i m u m  w e i g h t .  
9 . 1 0  L e m m a  ( C o n s t r u c t i o n  B 2 ) .  L e t  C  b e  a n  r n ,  k ,  d ]  b i n a r y  c o d e ,  a n d  l e t  
v  E  C L  b e  a  c o d e w o r d  f r o m  t h e  d u a l  o f  w e i g h t  s .  I f 2 j  +  1  <  s  t h e n  p u n c t u r i n g  
C  a t  2 j  +  1  o f  t h e  c o o r d i n a t e  p o s i t i o n s  o f  v  a n d  s h o r t e n i n g  a t  t h e  r ' e m a i n i n g  
s  - 2 j  - 1  p o s i t i o n s  y i e l d s  a n  [ n  - s ,  k  - s  +  2 j  +  1 ,  d  - 2 j ]  c o d e .  
P r o o f .  S i n c e  a n y  u  E  C  s a t i s f i e s  v  .  u  =  0 ,  t h e n  a l l  c o d e w o r d s  h a v e  e v e n  
w e i g h t  o n  t h e  s u p p o r t  p o s i t i o n s  o f  v .  I f  s  - 2 j  - 1  o f  t h e s e  p o s i t i o n s  a r e  z e r o ,  
t h e n  t h e  r e m a i n i n g  2 j  +  1  p o s i t i o n s  c a n n o t  c o n t r i b u t e  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  
~. 0  
A n o t h e r  t y p e  o f  s p e c i f i c  p u n c t u r i n g  i s  d e s c r i b e d  b y  G r i c s m c r  a n d  i s  s o m e -
t i m e s  r e f e r r e d  t o  a s  " t a k i n g  a  r e s i d u e "  .  
9 . 1 1  L e m m a  ( G r i e s m e r  S t e p ) .  G i v e n  a n  r n ,  k ,  d ]  c o d e  o v e r  I F . ,  t h e n  p u n c -
t u r i n g  a t  t h e  s u p p o r t  p o s i t i o n s  o f  a  m i n i m u m  w e i g h t  c o d e w o r d  y i e l d s  a n  
[ n  - d , k - 1 ,  r d / q l ]  c o d e .  
P r o o f .  S e e  [ 7 0 ] .  0  
T h e s e  s p e c i a l  p u n c t u r i n g s  a n d  s h o r t e n i n g s  a r e  r e c u r s i v e ,  b u t  s i n c e  t h e y  
r e l y  o n  s p e c i f i c  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  t h e  i n p u t  c o d e  t h e y  a r e  n o t  c o n s i d e r e d  
b a s i c .  S o  a l t h o u g h  t h e y  g e n e r a l l y  d e s c e n d  f r o m  s o m e  o t h e r  s e e d  c o d e ,  t h e y  
a r e  c o n s i d e r e d  a s  s e e d  c o d e s  t h e m s e l v e s .  C o d e s  c o n s t r u c t e d  i n  t h i s  w a y  m a k e  
u p  a  l a r g e  n u m b e r  o f  s e e d  c o d e s  i n  t h e  d a t a b a s e .  
3 M o s t  o f  t h e  i m p r o v e m e n t s  u s i n g  t h i s  n e w  t e c h n i q u e  a r c  n o t  w i t h i n  t h e  r a n g e  o f  t h e  
c u r r e n t  d a t a b a s e  a n d  a r c  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  D .  
2 2 9  
I n  t h e  t a b l e s  g i v e n  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e s e  s e e d  c o d e s  a r e  s o r t e d  b y  t h e  
m e t h o d  e m p l o y e d ,  a n d  t h e  n u m b e r  o f  p o s i t i o n s  w h i c h  h a v e  b e e n  s h o r t e n e d  
a n d / o r  p u n c t u r e d  i s  l i s t e d .  A n  r n ,  k ,  d ] P , S  s e e d  c o d e  i s  o n e  w h i c h  h a s  b e e n  
o b t a i n e d  b y  p u n c t u r i n g  a t  p  p o s i t i o n s ,  a n d  s h o r t e n i n g  a t  s  p o s i t i o n s .  T h e  
c o n s t r u c t i o n  o f  t h i s  s e e d  c o d e  t h u s  r e l i e s  o n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  [ n + p + s ,  k + s ]  
c o d e  w h i c h  m a t c h e s  t h e  c r i t e r i a  o f  o n e  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n s  o u t l i n e d  a b o v e .  
I n  m o s t  C A s e s  t h i s  p r o v i d e s  s u f f i c i e n t  i n f o r m a t i o n  t o  b e  a b l e  t o  c o n s t r u c t  t h e  
c o d e ,  t h o u g h  t h e  s p e c i f i c  p u n c t u r i n g  a n d  s h o r t e n i n g  p o s i t i o n s  a r e  a v a i l a b l e  
i f  n e c e s s a r y  u s i n g  t h e  M A G M A  v e r b o s e  m o d e  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  9 . 7 .  
E X A M P L E  9 . 9  ( C O N S T R U C T I O N  B 2 )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 6 4 , 3 0 ,  1 4 ] 3 , 4  b i n a r y  s e e d  c o d e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A  i s  l i s t e d  a s  u s i n g  
c o n s t r u c t i o n  B 2 .  T h e  b e s t  k n o w n  [ 7 1 ,  3 4 ]  l i n e a r  c o d e  i s  f i r s t  o b t a i n e d  a n d  
a  c o d e w o r d  o f  w e i g h t  7  i s  e x t r a c t e d  f r o m  i t s  d u a l .  T h e n  f o u r  o f  i t s  s u p p o r t  
p o s i t i o n s  a r e  s h o r t e n e d  a n d  t h e  r e m a i n i n g  t h r e e  p o s i t i o n s  a r e  p u n c t u r e d .  
>  C  : =  B K L C ( G F ( 2 )  , 7 1 , 3 4 ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 7 1 ,  3 4 ,  1 6 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  w o r d s  e t  : =  W o r d s  ( D u a l  ( C )  ,  7  :  N u m W o r d s  : =  1 ) ;  
>  w o r d  : =  R e p r e s e n t a t i v e ( w o r d s e t ) ;  
>  s u p p  : =  S u p p o r t ( w o r d ) ;  
>  s u p p ;  
{  1 1 ,  1 9 ,  2 5 ,  2 9 ,  3 2 ,  3 4 ,  5 6  }  
>  P  : =  {  i  :  i  i n  S e t s e q ( s u p p ) [ 1  . .  3 ]  } ;  
>  S  : =  s u p p  d i f f  P ;  
>  P ;  
{  1 1 ,  1 9 ,  2 5  }  
>  S ;  
{  2 9 ,  3 2 ,  3 4 ,  5 6  }  
>  C l  : =  P u n c t u r e C o d e (  S h o r t e n C o d e ( C ,  S ) ,  P ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C l ) ;  
1 4  
>  C l : M i n i m a l ;  
[ 6 4 ,  3 D ,  1 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
2 3 0  
9 . 4 . 8  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
A l g e b r a i c  c u r v e s  w i t h  m a n y  r a t i o n a l  p o i n t s  c a n  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  g o o d  
l i u e a r  c o d e s ,  k n o w n  a s  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s ,  o r  s i m p l y  A G  c o d e s .  
9 . 1 2  L e m m a  ( A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s ) .  G i v e n  a n  a l g e b r a i c  c u r v e  o f  
g e n u s  g  o v e r  I F q  w i t h  n  r a t i o n a l  p o i n t s ,  t h e n  a n  r n ,  k ,  n  +  1  - k  - g J  c o d e  c a n  
b e  c o n s t r u c t e d  o v e r  I F  q '  
P r - o o f .  S e e  [ 1 3 4 ] .  0  
A l t h o u g h  g o o d  c o d e s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  i n  t h i s  m a n n e r  o v e r  I F s ,  I F ' 6  a n d  
o t h e r  l a r g e  f i e l d s ,  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s  d o  n o t  e x i s t  o v e r  s m a l l  f i e l d s  
w i t h  g o o d  m i n i m u m  w e i g h t s .  S i n c e  t h e  d a t a b a s e  d e s c r i b e d  h e r e  i s  o n l y  f o r  
I F 2  a n d  I F "  t h e  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o n s t r u c t i o n  i s  n o t  d i r e c t l y  u s e f u l .  
H o w e v e r ,  t h e r e  d o  e x i s t  t e c h n i q u e s  t o  m a p  g o o d  c o d e s  o v e r  l a r g e r  f i e l d s  
t o  g o o d  c o d e s  o v e r  s m a l l e r  f i e l d s .  S o  a l t h o u g h  t h e r e  a r e  n o  g o o d  b i n a r y  
a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s ,  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s  d o  p r o v i d e  m a n y  e x a m -
p l e s  o f  b i n a r y  s e e d  c o d e s .  T h i s  i s  a c h i e v e d  u s i n g  c o n c a t e n a t i o n  a n d  g e n e r a l -
i z e d  c o n c a t e n a t i o n ,  e x a m p l e s  o f  w h i c h  a r e  g i v e n  b e l o w .  
9 . 4 . 9  G e n e r a l i z e d  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
A  r e c e n t  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s  u s e s  n o t  j u s t  p l a c e s  o f  
d e g r e e  o n e ,  b u t  a l s o  p l a c e s  o f  h i g h e r  d e g r e e  [ 1 4 4 J .  C o n c a t e n a t i o n s  a r e  p e r -
f o r m e d  u s i n g  a u x i l i a r y  c o d e s  o f  d i f f e r i n g  d i m e n s i o n s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  d e g r e e  
o f  e a c h  p l a c e .  
A  s m a l l  n u m b e r  o f  b i n a r y  s e e d  c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d  i n  t h i s  m a n n e r .  
H o w e v e r ,  a d d i t i o n a l  i n f o r m a t i o n  s p e c i f y i n g  t h e s e  c o n s t r u c t i o n s  i s  n o t  e a s i l y  
c o n d e n s e d ,  s o  n o n e  i s  p r o v i d e d .  T h e  M A G M A  d a t a b a s e  c a n  b e  c o n s u l t e d  f o r  
d e t a i l s  o n  e a c h  c o n s t r u c t i o n .  
9 . 4 . 1 0  C o n c a t e n a t i o n  
U s i n g  c o n c a t e n a t i o n ,  g o o d  c o d e s  o v e r  l a r g e  f i e l d s  c a n  c o n s t r u c t  g o o d  c o d e s  
o v e r  s m a l l e r  f i e l d s .  C o n c a t e n a t i o n  c a n  b e  a p p l i e d  t o  a n y  t y p e  o f  c o d e ,  t h o u g h  
i t  i s  e s p e c i a l l y  u s e f u l  f o r  c o n s t r u c t i o n s  w h i c h  t h e m s e l v e s  d o  n o t  y i e l d  c o d e s  
o v e r  s m a l l  f i e l d s ,  s u c h  a s  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s .  
2 3 1  
9 . 1 3  L e m m a  ( C o n c a t e n a t e d  C o d e s ) .  G i v e n  a n  [ N ,  K ,  D J  c o d e  o v e r  I F q '  a n d  
a n  a u x i l i a r y  r n ,  k ,  d J  c o d e  o v e r  I F
q
,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  [ N n ,  K k ,  D d J  c o d e  o v e r  
I F
q
.  
P m o j .  T h e  r e s u l t  f o l l o w s  b y  t r e a t i n g  e a c h  e l e m e n t  o f  I F q '  a s  a  q - a r y  k - t u p l e ,  
t h e n  e n c o d i n g  e a c h  t u p l e  u s i n g  t h e  a u x i l i a r y  c o d e ,  s e e  [ 1 0 7 J  f o r  d e t a i l s .  D  
I n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o d e  o v e r  t h e  
l a r g e  f i e l d  i s  g i v e n ,  f r o m  w h i c h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  a u x i l i a r y  c o d e  c a n  b e  
d e t e r m i n e d .  T h e  s p e c i f i c  d e t a i l s  o f  h o w  t h e  c o d e  o v e r  t h e  f i e l d  e x t e n s i o n  i s  
c o n s t r u c t e d  a r e  n o t  g i v e n ,  t h o u g h  t h i s  i n f o r m a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
M A G M A  d a t a b a s e .  
E X A M P L E  9 . 1 0  ( C O N C A T E N A T I O N )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
S m a l l  c o d e s  a l r e a d y  i n  t h e  B K L C  d a t a b a s e  c a n  b e  u s e d  a s  t h e  a u x i l i a r y  
c o d e s  f o r  p e r f o r m i n g  c o n c a t e n a t i o n .  T h e  [ 1 2 0 , 1 6 ,  4 8 J ( [ 1 5 , 4 , 1 2 ] , 6 )  b i n a r y  s e e d  
c o d e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A  i s  c o n s t r u c t e d  b y  c o n c a t e n a t i o n  u s i n g  a  B C H  
c o d e  o v e r  I F  1 6 .  
>  C l  : =  B C H C o d e ( G F ( 1 6 )  , 1 5 , 1 2 ) ;  
>  C l :  M i n i m a l ;  
[ 1 5 ,  4 ,  1 2 ]  " B C H  c o d e  ( d  =  1 2 ,  b  =  1 ) "  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( r 4 )  
>  C 2  : =  B K L C ( G F ( 2 ) , 8 , 4 ) ;  
>  C 2 : M i n i m a l ;  
[ 8 ,  4 ,  4 ]  Q u a s i c y c l i c  o f  d e g r e e  2  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  C  : =  C o n c a t e n a t e d C o d e ( C l ,  C 2 ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 2 0 ,  1 6 ,  4 8 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E X A M P L E  9 . 1 1  ( C O N C A T A T I O N  U S I N G  A N  A G  C O D E )  _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 9 6 , 2 7 ,  2 6 J  ( [ 2 4 , 9 , 1 3 [ 8 )  b i n a r y  s e e d  c o d e  i n  A p p e n d i x  A  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  
a n  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e .  
>  K < w >  : =  G F ( 8 ) ;  
>  P < x , y , z >  : =  P r o j e c t i v e S p a c e ( K ,  2 ) ;  
>  C v  : =  C u r v e ( P ,  x " 3 * y  +  x * z " 3  +  y " 3 * z ) ;  
>  p l a c e s _ l  : =  P l a c e s ( C v ,  1 ) ;  
>  F F < X , Y >  : =  F u n c t i o n F i e l d ( C v ) ;  
2 3 2  
>  f u n s : = [ Y " l l  +  w " 2 * Y " 1 0  +  Y " 9  +  w " 3 * Y " S  +  w " S * Y " 7  
>  
+  w " 3 * Y " 6  +  w " 2 * Y " 4  +  w * Y " 3  +  w ,  
>  Y * X  +  w " 2 * Y " 1 0  +  w " 4 * Y " 9  +  w " 6 * Y " S  +  w * Y " 7  +  w " 2 * Y " 6  
>  +  w " 4 * Y " 4  +  w * Y " 3  +  w " S * Y " 2  +  w " 2 * Y  +  w ] ;  
>  D  : =  D i v i s o r G r o u p ( C v )  !  P l a c e ( f u n s ) ;  
>  C l  : =  A l g e b r a i c G e o m e t r i c C o d e ( p l a c e s _ l ,  D ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C l ) ;  
1 3  
>  C l : M i n i m a l ;  
[ 2 4 ,  9 ,  1 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 " 3 )  
>  C 2  : =  B K L C ( G F ( 2 )  , 4 , 3 ) ;  
>  C  : =  C o n c a t e n a t e d C o d e ( C l ,  C 2 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
2 6  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 9 6 ,  2 7 ,  2 6 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 1 1  G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n  
A  g e n e r a l i z a t i o n  o f  c o d e  c o n c a t e n a t i o n  u s e s  m U l t i p l e  c o d e s  o v e r  f i e l d  e x t e n -
s i o n s ,  a s  w e l l  a s  m u l t i p l e  a u x i l i a r y  c o d e s  [ 1 8 ] [ 1 4 6 ] .  A  c o n d i t i o n  f o r  t h i s  t o  b e  
p o s s i b l e  i s  t h a t  t h e  a u x i l i a r y  c o d e s  m u s t  f o r m  a  s u b c o d e  c h a i n ,  s o  g e n e r a l i z e d  
c o n c a t e n a t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  c i r c u m s t a n c e s  w h e r e  s u c h  c h a i n s  o c c u r .  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  a l t h o u g h  c h a i n s  o f  c o d e s  a r e  u s e d ,  g e n e r a l i z e d  
c o n c a t e n a t i o n  i s  n o t  c o n s i d e r e d  a  c h a i n - b a s e d  c o n s t r u c t i o n  ( s u c h  a s  c o n -
s t r u c t i o n s  X  a n d  i t s  v a r i a n t s  d e s c r i b e d  l a t e r ) .  T h i s  i s  b e c a u s e  i t  i s  o n l y  t h e  
a u x i l i a r y  c o d e s  w h i c h  n e e d  t o  b e  n e s t e d  a n d  t h e s e  a r e  n o t  t h e  c r i t i c a l  i n p u t s .  
I t  i s  n o r m a l l y  a  s t a n d a r d  s e t  o f  s m a l l  n e s t e d  a u x i l i a r y  c o d e s  w h i c h  a r e  u s e d ,  
w i t h  t h e  r e s u l t i n g  m i n i m u m  w e i g h t  m o s t l y  d e p e n d e n t  u p o n  o n e  o r  m o r e  g o o d  
c o d e r s )  o v e r  l a r g e  f i e l d s .  
9 . 1 4  L e m m a  ( G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n ) .  C o n s i d e r - a  c h a i n  a / i n n e r  c o d e s  
o v e r  l F q  
[ n ,  0 ,  n ] q  =  [ n ,  k o ,  d o ] q  C  [ n ,  k
l
,  d l ] q  C  . . .  C  [ n ,  k t ,  d t ] q ,  
a n d  a  s e q u e n c e  0 /  o u t e r  c o d e s  o v e r  f i e l d  e x t e n s i o n s  
[ n ,  k
l
,  d d " "  . . .  ,  [ n ,  k t ,  d
t
] " "  
2 3 3  
w h e r e  q i  =  q "  a n d  e ,  =  k
i  
- k
i
-
1  
( 1  : s ;  i  : s ;  t ) .  T h e n  a n  [ N ,  K ,  D J q  c o d e  c a n  
b e  c o n s t r u c t e d ,  w h e r e  
N  =  n ( e ,  +  . . .  +  e t )  
K  =  I , e ,  +  . . .  +  I t e t  
D  =  m i n ( d
,
d
"  
. . .  ,  d t d
t
) .  
P r o o f .  S e e  [ 1 8 J .  
o  
A l t h o u g h  g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n  t a k e s  m a n y  i n p u t  c o d e s ,  o f t e n  t h e r e  i s  
o n l y  a  s i n g l e  o u t e r  c o d e  w h i c h  i s  n o n - t r i v i a l .  I n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  e a c h  o u t e r  c o d e  i s  l i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e .  I n  M A G M A ,  
g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n  i s  p e r f o r m e d  u s i n g  t h e  f u n c t i o n  Z i n o v i e v C o d e .  
E X A M P L E  9 . 1 2  ( G E N E R A L I Z E D  C O N C A T E N A T I O N )  
T h e  [ 1 6 2 , 7 6 , 2 6 ] < 1 2 7 , 1 5 , 1 3 1 3 2 , 1 2 7 . 1 , 2 7 ] , )  b i n a r y  s e e d  c o d e  i n  A p p e n d i x  A  i s  c o n -
s t r u c t e d  u s i n g  g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n  w i t h  t h e  g i v e n  o u t e r  c o d e s .  T h e  
c h a i n  o f  i n n e r  c o d e s  w h i c h  a r e  r e q u i r e d  c a n  b e  d e t e r m i n e d  t r i v i a l l y  a n d  s o  
a r e  n o t  l i s t e d  i n  t h e  t a b l e s .  
>  1 1  : =  D u a l  ( R e p e t i t i o n C o d e  ( G F ( 2 )  , 6 ) ) ;  
>  1 2  : =  U n i v e r s e C o d e ( G F ( 2 )  , 6 ) ;  
>  0 1  : =  S h o r t e n C o d e ( M D S C o d e ( G F ( 3 2 )  , 2 1 )  ,  2 8  . .  3 3 ) ;  
>  0 2  : =  R e p e t i t i o n C o d e ( G F ( 2 )  , 2 7 ) ;  
>  I n n e r  : =  [ 1 1 ,  1 2 ] ;  
>  O u t e r  : =  [ 0 1 ,  0 2 ] ;  
>  I n n e r ,  O u t e r  : M i n i m a l ;  
[  
]  
[  
]  
[ 6 ,  5 ,  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  ,  
[ 6 ,  6 ,  1 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 2 7 ,  1 5 ,  1 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 5 ) ,  
[ 2 7 ,  1 ,  2 7 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
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>  C  : =  Z i n o v i e v C o d e (  I n n e r ,  O u t e r  ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
2 6  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 6 2 ,  7 6 ,  2 6 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E X A M P L E  9 . 1 3  ( G E N E R A L I Z E D  C O N C A T E N A T I O N  U S I N G  A N  A G  C O D E )  _  
T h e  [ 2 0 0 , 5 1 , 5 0 ] ( [ 2 5 , 1 2 , 1 3 ] ' 6 , [ 2 5 , 1 , 2 5 ] ' )  b i n a r y  s e e d  c o d e  i n  A p p e n d i x  A  u s e s  a n  
a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e  o v e r  I F  1 6 ,  A s  i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e ,  t h e  s e q u e n c e  
o f  i n n e r  c o d e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  t r i v i a l l y .  
>  K < w >  : =  G F ( 1 6 ) ;  
>  P < x , y , z >  : =  P r o j e c t i v e S p a c e ( K ,  2 ) ;  
>  C v  : =  C u r v e ( P ,  x - 3  +  x - 2 * z  +  y - 3  +  y - 2 * z  +  z - 3 ) ;  
>  p l a c e s _ l  : =  P l a c e s ( C v ,  1 ) ;  
>  F F < X , Y >  : =  F u n c t i o n F i e l d ( C v ) ;  
>  f u n s  : =  [ Y - 1 2  +  w - 4 * Y - l l  +  w - 4 * Y - l 0  +  w - 1 4 * Y - 9  +  w - 1 3 * Y - 8  
>  
>  
>  
>  
>  
+  w - 1 4 * Y - 7  +  w - l l * Y - 6  +  w - 7 * Y - 5  +  w - l l * Y - 4  
+  w - 4 * Y - 3  +  w - 3 * Y - 2  +  w - 8 * Y  +  w - 8 ,  
X  +  w - 6 * Y - l l  +  w * Y - l 0  +  w - 5 * Y - 9  +  w - 7 * Y - 8  +  w - 9 * Y - 7  
+  w - 7 * Y - 6  +  w - 3 * Y - 4  +  w - 1 4 * Y - 3  +  w - 5 * Y - 2  +  w - g * y  
+  w - g ]  ;  
>  D  : =  D i v i s o r G r o u p ( C v )  !  P l a c e ( f u n s ) ;  
>  0 1  : =  A l g e b r a i c G e o m e t r i c C o d e ( p l a c e s _ l ,  D ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( O l ) ;  
1 3  
>  0 1 : M i n i m a l ;  
[ 2 5 ,  1 2 ,  1 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 4 )  
>  0 2  : =  R e p e t i t i o n C o d e ( G F ( 8 )  , 2 5 ) ;  
>  
>  1 1  : =  B K L C ( G F ( 2 )  , 8 , 4 ) ;  
>  1 2  : =  B K L C ( G F ( 2 ) , 8 , 7 ) ;  
>  1 1  s u b s e t  1 2 ;  
t r u e  
>  I n n e r  :  =  [ 1 1 ,  1 2 ] ;  
>  O u t e r  : =  [ 0 1 ,  0 2 ] ;  
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>  I n n e r ,  O u t e r  : M i n i m a l ;  
[  
]  
[  
]  
[ 8 ,  4 ,  4 ]  Q u a s i c y c l i c  o f  d e g r e e  2  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 ) ,  
[ 8 ,  7 ,  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 2 5 ,  1 2 ,  1 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 4 ) ,  
[ 2 5 ,  1 ,  2 5 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 3 )  
>  C  : =  Z i n o v i e v C o d e  ( I n n e r  ,  O u t e r ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
5 0  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 2 0 0 ,  5 1 ,  5 0 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 1 2  C h a i n s  o f  C o d e s  
T h e r e  a r e  s e v e r a l  c o d e  c o n s t r u c t i o n s  ( d i s c u s s e d  b e l o w )  w h i c h  t a k e  a s  t h e i r  
i n p u t  e i t h e r  c o d e - s u b c o d e  p a i r s ,  o r  c h a i n s  o f  s u b c o d e s .  F o r  t h e s e  c h a i n - b a s e d  
c o n s t r u c t i o n s  i t  i s  c r i t i c a l  t h a t  e a c h  c o d e  i n  t h e  c h a i n  h a s  h i g h  m i n i m u m  
w e i g h t .  T h i s  i s  i n  c o n t r a s t  t o  g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n ,  w h e r e  t h e  c h a i n  
p l a y s  i s  o n l y  a  s e c o n d a r y  r o l e .  M o s t  c h a i n s  o f  g o o d  c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d  
u s i n g  a  f e w  s t a n d a r d  m e t h o d s  o f  c o n s t r u c t i o n ,  w h i c h  a r e  o u t l i n e d  b e l o w .  
C h a i n s  o f  C y c l i c  C o d e s  
T h e  a l g e b r a i c  s t r u c t u r e  o f  c y c l i c  c o d e s  m a k e s  c o d e - s u b  c o d e  c h a i n s  v e r y  e a s y  
t o  i d e n t i f y ,  a s  s h o w n  b y  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .  
9 . 1 5  L e m m a .  L e t  f ( x ) , g ( x )  E  ! F I x ]  b e  t h e  g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l s  f o r  c y c l i c  
c o d e s  ( J ( x ) )  a n d  ( g ( x ) ) .  I f  f ( g )  I  g ( x ) ,  t h e n  
( g ( x ) )  c : ; ;  ( J ( x ) ) .  
P r o o f .  C o n s i d e r i n g  c o d e w o r d s  a s  e l e m e n t s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o l y n o m i a l  
i d e a l ,  t h e n  
v  E  ( g ( x ) )  ' *  g ( x )  I  v l x ]  ' *  f ( x )  I  v l x ]  ' *  v  E  ( J ( x ) ) .  D  
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H e n c e ,  c h a i n s  o f  p o l y n o m i a l s  g i v e  r i s e  t o  c h a i n s  o f  c y c l i c  s u b c o d e s .  F i n d -
i n g  c h a i n s  o f  g o o d  c y c l i c  c o d e s  i n v o l v e s  m a n u a l l y  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t s  o f  m a n y  c o d e s  ( s e e  f o r  e x a m p l e  [ 6 5 ] ) .  
C h a i n s  o f  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
C h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  h a v e  n o t  b e e n  g r e a t l y  u t i l i z e d  p r e v i o u s l y ,  t h o u g h  
i n  t h i s  t h e s i s  t h e y  h a v e  b e e n  u s e d  t o  g e n e r a t e  m a n y  n e w  c o d e s .  T h i s  t o p i c  
i s  d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  i n  s e c t i o n  9 . 5 . 1 .  
C h a i n s  f r o m  M u l t i p l e  C o n c a t e n a t i o n s  
I f  c o n c a t e n a t i o n  ( o r  g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n )  i s  u s e d  m u l t i p l e  t i m e s  o n  
n e s t e d  ( o u t e r )  c o d e s ,  t h e n  t h e  r e s u l t i n g  c o d e s  a r e  a l s o  n e s t e d .  S i n c e  c h a i n s  
f o r m e d  i n  t h i s  w a y  a r e  r e a s o n a b l y  c o m p l i c a t e d ,  t h e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  i s  
a v a i l a b l e  i n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s  i s  g e n e r a l l y  i n s u f f i c i e n t  t o  c o m -
p l e t e l y  d e s c r i b e  t h e  c o n s t r u c t i o n .  H o w e v e r ,  f u l l  d e t a i l s  c a n  b e  a c c e s s e d  v i a  
t h e  M A G M A  d a t a b a s e .  
9 . 4 . 1 3  C o n s t r u c t i o n  X  
C o n s t r u c t i o n  X  t a k e s  a s  i n p u t  a  c o d e - s u b c o d e  p a i r ,  a l o n g  w i t h  a n  a u x i l i a r y  
c o d e  [ 1 3 0 ] .  T h e  a u x i l i a r y  c o d e  h a s  n o  r e q u i r e m e n t s  o t h e r  t h a n  i t  h a v e  a  h i g h  
m i n i m u m  w e i g h t ,  h e n c e  t y p i c a l l y  a n o t h e r  c o d e  f r o m  t h e  b e s t  k n o w n  c o d e s  
d a t a b a s e  i s  u s e d .  
9 . 1 6  L e m m a  ( C o n s t r u c t i o n  X ) .  L e t  C ,  =  r n ,  k "  d ' ] q  a n d  C
2  
=  r n ,  k 2 ,  d
2
] q  
b e  l i n e a r  c o d e s  o v e r  I F  q  s u c h  t h a t  C
2  
c C , .  G i v e n  a  t h i r d  c o d e  C
3  
=  [ n ,  k ,  ~ 
k 2 '  d
3
] q ,  o n e  c a n  c o n s t r u c t  a  [ n  +  n ,  k "  d ] q  c o d e ,  w h e r e  d  2 :  m i n ( d ,  +  d
3
,  d
2
) .  
P r o o f  S e e  [ 1 3 0 ]  
o  
C o n s t r u c t i o n  X  y i e l d s  m a n y  e x a m p l e s  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s .  I n  t h e  t a b l e s  
i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s e c o n d  i n p u t  c o d e  t o  c o n s t r u c t i o n  X  
a r e  g i v e n  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e ,  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  t h e  o t h e r  i n p u t s .  
E X A M P L E  9 . 1 4  ( C H A I N  O F  C Y C L I C  C O D E S )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 9 5 , 5 4 , 1 4 ] ( [ 9 , , 5 , , ' 4 ] )  b i n a r y  s e e d  c o d e  i s  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  A  a s  u s i n g  
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c o n s t r u c t i o n  X  w i t h  a  c h a i n  o f  c y c l i c  c o d e s .  C h a i n s  o f  c y c l i c  c o d e s  c a n  b e  
e a s i l y  c o n s t r u c t e d  b y  u s i n g  d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  f a c t o r s  o f  x n  - 1 .  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 2 ) ) ;  
>  f l  : =  x + l ;  
>  f 2  : =  x - 1 2  +  x - a  +  x - 6  +  x - 5  +  x - 4  +  x - 3  +  1 ;  
>  f 3  : =  x - 1 2  +  x - l 0  +  x - 9  +  x  +  1 ;  
>  f 4  : =  x - 1 2  +  x - l l  +  x - 9  +  x - 6  +  x - 5  +  x - 4  +  x - 3  +  x  +  1 ;  
>  f 5  : =  x - 3  +  x  +  1 ;  
>  
>  g l  : =  f l * f 2 * f 3 * f 4 ;  
>  g 2  : =  f l * f 2 * f 3 * f 4 * f 5 ;  
>  C l  : =  C y c l i c C o d e ( 9 1 .  g 1 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C 1 ) ;  
1 2  
>  C 2  : =  C y c l i c C o d e ( 9 1 .  g 2 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C 2 ) ;  
1 4  
>  C 3  : =  B K L C ( G F ( 2 ) . 4 . 3 ) ;  
>  C l .  C 2 .  C 3 : M i n i m a l ;  
[ 9 1 .  5 4 .  1 2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 9 1 .  5 1 .  1 4 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 4 .  3 .  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r G F ( 2 )  
>  C 2  s u b s e t  C l ;  
t r u e  
>  C  : =  C o n s t r u c t i o n X ( C l .  C 2 .  C 3 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 4  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 9 5 .  5 4 .  1 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E X A M P L E  9 . 1 5  ( A L G E B R A I C - G E O M E T R I C  C H A I N S )  _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 1 6 8 , 5 7 .  3 6 J ( [ 1 6 5 , 5 6 , 3 6 ] )  b i n a r y  s e e d  c o d e  i n  A p p e n d i x  A  i s  c o n s t r u c t e d  
w i t h  c o n s t r u c t i o n  X  o n  a  c h a i n  d e r i v e d  u s i n g  c o n c a t e n a t i o n .  T h e  i n p u t s  t o  
c o n s t r u c t i o n  X  a r e  d e r i v e d  f r o m  a  [ 3 2 ,  1 4 ,  1 8 J  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e  o v e r  
I F
, 6
·  
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I n  t h i s  c a s e ,  t h e  z e r o  s u b c o d e  o f t h e  [ 3 3 ,  1 ,  3 3 h  o u t e r  c o d e  i s  u s e d ,  r e d u c i n g  
g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t i o n  t o  s t a n d a r d  c o n c a t e n a t i o n .  
>  K < w >  : =  G F ( 1 6 ) ;  
>  P < x , y , z >  : =  P r o j e c t i v e S p a c e ( K ,  2 ) ;  
>  C v  : =  C u r v e ( P ,  x - 4  +  x * y - 2 * z  +  y - 4  +  y - 3 * z  +  y * z - 3 ) ;  
>  p l a c e s _ 1  : =  P l a c e s ( C v ,  1 ) ;  
>  F F < X , Y >  : =  F u n c t i o n F i e l d ( C v ) ;  
>  f u n s  : =  [ Y - 1 5  +  w - 1 1 * Y - 1 4  +  w - 1 4 * Y - 1 3  +  w * Y - 1 2  +  Y - 1 1  
>  +  w - 4 * Y - 1 0  +  w * y - g  +  w - 5 * Y - S  +  Y - 7  +  w - 1 3 * Y - 6  
>  +  w - 4 * Y - 5  +  w - 7 * Y - 4  +  w * Y - 3  +  w - 1 1 * Y - 2  +  w - 1 4 * Y  +  w - S ,  
>  X  +  Y - 1 4  +  w - 7 * Y - 1 3  +  w - 2 * Y - 1 2  +  w - 1 3 * Y - l l  
>  +  w - 1 2 * Y - l 0  +  w - l l * Y - 9  +  w - 3 * Y - S  +  Y - 7  +  w - 4 * Y - 5  
>  +  w - 1 3 * Y - 4  +  w * Y - 3  +  Y - 2  +  w - S * Y  +  w - 3 ]  ;  
>  D  : =  D i v i s o r G r o u p ( C v )  !  P l a c e ( f u n s ) ;  
>  C C  : =  A l g e b r a i c G e o m e t r i c C o d e ( p l a c e s _ 1 ,  D ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C C ) ;  
l S  
>  C C : M i n i m a l ;  
[ 3 3 ,  1 4 ,  l S ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 4 )  
>  1 1  : =  D u a l ( R e p e t i t i o n C o d e ( G F ( 2 ) , 5 ) ) ;  
>  1 2  : =  U n i v e r s e C o d e ( G F ( 2 )  , 5 ) ;  
>  I n n e r  : =  [  1 1 , 1 2 ] ;  
>  O u t e r  : =  [  C C ,  R e p e t i t i o n C o d e ( G F ( 2 ) , 3 3 )  ] ;  
>  I n n e r ,  O u t e r  : M i n i m a l ;  
[  
]  
[  
]  
[ 5 ,  4 ,  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 ) ,  
[ 5 ,  5 ,  1 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 3 3 ,  1 4 ,  l S ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 4 ) ,  
[ 3 3 ,  1 ,  3 3 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  C l  : =  Z i n o v i e v C o d e ( I n n e r ,  O u t e r ) ;  
>  C 2  : =  C o n c a t e n a t e d C o d e ( C C ,  1 1 ) ;  
>  C l ,  C 2  : M i n i m a l ;  
[ 1 6 5 ,  5 7 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 1 6 5 ,  5 6 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
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>  C 2  s u b s e t  C l ;  
t r u e  
>  C  : =  C o n s t r u c t i o n X ( C l ,  C 2 ,  B K L C ( G F ( 2 ) , 3 , 1 » ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
3 6  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 6 8 ,  5 7 ,  3 6 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 1 4  C o n s t r u c t i o n  X X  
A  v a r i a t i o n  o n  c o n s t r u c t i o n  X  i s  c o n s t r u c t i o n  X X  [ 3 ] ,  w h i c h  u s e s  t w o  s u b -
c o d e s ,  a n d  t w o  a u x i l i a r y  c o d e s .  
9 . 1 7  L e m m a  ( C o n s t r u c t i o n  X X ) .  L e t  C l  =  [ n ,  k
1
,  d d q ,  C
2  
=  [ n ,  k
2
,  d
2
] q  a n d  
C
3  
=  [ n ,  k
3
,  d
3
] q  b e  l i n e a r  c o d e s  o v e r  I F q  s u c h  t h a t  C
2  
C  C l  a n d  C
3  
C  C l ,  a n d  
l e t  d
4  
d e n o t e  t h e  m i n i m u m  d i s t a n c e  o f  C
2  
n  C
3
·  
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P r o o f .  S e e  [ 3 ]  
o  
I n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  
i n p u t  c o d e s  a r e  g i v e n  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e ,  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  e a c h  i n p u t  t o  t h e  c o n s t r u c t i o n .  
E X A M P L E  9 . 1 6  ( C O N S T R U C T J O N X X )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 7 5 , 3 9 , 1 3 ] ( [ 6 3 , 3 2 , 1 2 ] , [ 6 3 , 3 6 , 7 ] )  b i n a r y  s e e d  c o d e  f r o m  A p p e n d i x  A  1 S  c o n -
s t r u c t e d  u s i n g  t w o  s u b c o d e s  o f  a  [ 6 3 , 3 9 , 9 ]  c y c l i c  c o d e .  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 2 » ;  
>  f l  : =  x - 6  +  x - 3  +  1 ;  
>  f 2  : =  x - 6  +  x - 4  +  x - 2  +  x  +  1 ;  
>  f 3  : =  x - 6  +  x - 5  +  1 ;  
>  f 4  : =  x - 6  +  x - 5  +  x - 3  +  x - 2  +  1 ;  
>  f 5  : =  ( x  +  1 ) * ( x - 6  +  x - 5  +  x - 2  +  x  +  1 ) ;  
>  f 6  : =  x - 3  +  x - 2  +  1 ;  
2 4 0  
>  
>  g l  : =  f l * f 2 * f 3 * f 4 ;  
>  g 2  : =  f l * f 2 * f 3 * f 4 * f 5 ;  
>  g 3  : =  f l * f 2 * f 3 * f 4 * f 6 ;  
>  C l  : =  C y c l i c C o d e ( 6 3  ,  g l ) ;  
: =  M i n i m u m W e i g h t ( C l ) ;  
>  C 2  : =  C y c l i c C o d e ( 6 3 ,  g 2 ) ;  
: =  M i n i m u m W e i g h t ( C 2 ) ;  
>  C 3  : =  C y c l i c C o d e ( 6 3  ,  g 3 ) ;  
: =  M i n i m u m W e i g h t ( C 3 ) ;  
>  C 4  : =  B K L C ( G F ( 2 ) , 8 , 7 ) ;  
>  C 5  : =  B K L C ( G F ( 2 ) , 4 , 3 ) ;  
>  C l ,  C 2 ,  C 3 ,  C 4 ,  C 5  : M i n i m a l ;  
[ 6 3 ,  3 9 ,  9 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 6 3 ,  3 2 ,  1 2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 6 3 ,  3 6 ,  1 1 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 8 ,  7 ,  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
[ 4 ,  3 ,  2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
>  ( C 2  s u b s e t  C l )  a n d  ( C 3  s u b s e t  C l ) ;  
t r u e  
>  C  : =  C o n s t r u c t i o n X X ( C l , C 2 , C 3 , C 4 , C 5 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 3  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 7 5 ,  3 9 ,  1 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
9 . 4 . 1 5  C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
S o m e  f u r t h e r  v a r i a t i o n s  o n  c o n s t r u c t i o n  X  a r e  c o n s t r u c t i o n s  X 3  a n d  X 3 u  
[ 1 0 7 ] .  C o n s t r u c t i o n  X 3  t a k e s  a s  i t s  i n p u t  a  l e n g t h  t h r e e  c h a i n  o f  s u b c o d e s ,  
w h i l e  c o n s t r u c t i o n  X 3 u  t a k e s  a  c o d e  a n d  t w o  s u b c o d e s .  B o t h  c o n s t r u c t i o n s  
u s e  t w o  a u x i l i a r y  c o d e s .  
9 . 1 8  L e m m a  ( C o n s t r u c t i o n  X 3 ) .  L e t  C l  =  I n ,  k l '  d d q ,  C
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P r o o f .  S e e  [ 1 0 7 J  
o  
I n  t h e  t a b l e s  i n  t h e  a p p e n d i c e s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  
i n p u t  c o d e s  a r e  g i v e n  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e ,  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t  t o  d e t e r m i n e  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  e a c h  i n p u t  t o  t h e  c o n s t r u c t i o n .  
E X A M P L E  9 . 1 7  ( C O N S T R U C T I O N  X 3 )  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
T h e  [ 9 8 , 2 8 ,  3 7 J ( [ 8 S , 2 4 , 3 6 ] . [ 8 S , 2 0 , 4 0 ] )  s e e d  c o d e  o v e r  l B ' 4  f r o m  A p p e n d i x  B  i s  c o n -
s t r u c t e d  u s i n g  a  n e s t e d  c h a i n  o f  c y c l i c  c o d e s .  
I n  p r a c t i c e ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  c o m p o n e n t  c o d e s  a r e  p r e - c o m p u t e d  
a n d  a s s i g n e d  r a t h e r  t h a n  r e - c o m p u t e d  d u r i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n .  F o r  t h i s  
e x a m p l e  c o m p u t i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t s  o f  t h e  c o m p o n e n t  c o d e s  w o u l d  b e  
t o o  l o n g ,  s o  t h e y  a r e  s i m p l y  a s s i g n e d .  
>  F < w >  : =  G F ( 4 ) ;  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 4 ) ) ;  
>  g l  : =  x - 5 7  +  w - 2 * x - 5 6  +  w - 2 * x - 5 4  +  w - 2 * x - 5 3  +  w - 2 * x - 5 2  
>  +  w * x - 5 1  +  w - 2 * x - 4 8  +  x - 4 7  +  w * x - 4 5  +  w - 2 * x - 4 4  +  x - 4 1  
>  +  w * x - 4 0  +  w * x - 3 9  +  w - 2 * x - 3 8  +  w - 2 * x - 3 6  +  x - 3 5  +  w * x - 3 4  
>  +  x - 3 3  +  x - 3 2  +  w * x - 3 1  +  w - 2 * x - 2 9  +  w - 2 * x - 2 7  +  x - 2 6  
>  +  w - 2 * x - 2 4  +  x - 2 2  +  w * x - 2 1  +  w - 2 * x - 1 7  +  w * x - 1 6  +  w - 2 * x - 1 5  
>  +  w * x - 1 4  +  x - 1 3  +  w * x - 1 2  +  x - l l  +  x - 9  +  w - 2 * x - 8  +  w - 2 * x - 7  
>  
+  w - 2 * x - 6  +  w - 2 * x - 5  +  w - 2 * x - 4  +  w * x - 2  +  w * x  +  1 ;  
>  g 2  : =  g l  *  ( x - 4  +  w - 2 * x - 2  +  w * x  +  1 ) ;  
>  g 3  : =  g 2  *  ( x - 4  +  w - 2 * x - 3  +  x - 2  +  1 ) ;  
>  C l  : =  C y c l i c C o d e ( 8 5 , g l ) ;  C l ' M i n i m u m W e i g h t  : =  3 2 ;  
>  C 2  : =  C y c l i c C o d e ( 8 5 , g 2 ) ;  C 2 ' M i n i m u m W e i g h t  : =  3 6 ;  
>  C 3  : =  C y c l i c C o d e ( 8 5 , g 3 ) ;  C 3 ' M i n i m u m W e i g h t  : =  4 0 ;  
>  C 4  : =  B K L C ( G F ( 4 ) , 9 , 4 ) ;  
>  C 5  : =  B K L C ( G F ( 4 ) , 4 , 4 ) ;  
>  C l ,  C 2 ,  C 3 ,  C 4 ,  C 5  : M i n i m a l ;  
[ 8 5 ,  2 8 ,  3 2 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
[ 8 5 ,  2 4 ,  3 6 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
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[ 8 5 ,  2 0 ,  4 0 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
[ 9 ,  4 ,  5 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
[ 4 ,  4 ,  1 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
>  ( C 3  s u b s e t  C 2 )  a n d  ( C 2  s u b s e t  C l ) ;  
t r u e  
>  C  : =  C o n s t r u c t i o n X 3 ( C l , C 2 , C 3 , C 4 , C 5 ) ;  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
3 7  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 9 8 ,  2 8 ,  3 7 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 - 2 )  
9 . 4 . 1 6  S p o r a d i c  C o d e s  
S p o r a d i c  c o d e s  a r e  t h o s e  w h i c h  d o  n o t  f i t  i n t o  a n y  o f  t h e  f a m i l i e s  d e s c r i b e d  
h e r e .  M a n y  o f  t h e m  h a v e  b e e n  f o u n d  t h r o u g h  r a n d o m  s e a r c h e s  a n d  s o  c a n  
o n l y  b e  d e s c r i b e d  b y  g i v i n g  a  c o m p l e t e  g e n e r a t o r  m a t r i x .  T h e  g e n e r a t o r  m a -
t r i c e s  a r e  n o t  l i s t e d  i n  t h i s  t h e s i s  b u t  a r e  a v a i l a b l e  v i a  t h e  M A G M A  d a t a b a s e .  
T h e  s p o r a d i c  c o d e s  a l s o  i n c l u d e  c o d e s  t h a t  h a v e  b e e n  c o n s t r u c t e d  i n  s o m e  
s p e c i a l i z e d  w a y  t h a t  d o e s  n o t  f i t  a n y w h e r e  i n  t h e  s t a n d a r d  f a m i l i e s .  F o r  
d e t a i l s  o n  i n d i v i d u a l  s p o r a d i c  c o d e s ,  t h e  M A G M A  v e r b o s e  m o d e  d e s c r i b e d  i n  
s e c t i o n  9 . 7  c a n  b e  u s e d .  
9 . 5  N e w  C o n s t r u c t i o n s  
M a n y  c o d e s  w e r e  d i s c o v e r e d  i n  t h e  p r o c e s s  o f  b u i l d i n g  t h e  B K L C  d a t a b a s e  
w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  s u r p a s s e d  w h a t  w a s  p r e v i o u s l y  k n o w n  t o  b e  p o s s i b l e .  
S o m e  o f  t h e  m a j o r  t e c h n i q u e s  b y  w h i c h  t h e s e  n e w  c o d e s  w e r e  f o u n d  a r e  
o u t l i n e d  b e l o w .  
9 . 5 . 1  U s i n g  C h a i n s  o f  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
Q u a s i - c y c l i c  c o d e s  c a n  e a s i l y  b e  c o n s t r u c t e d  i n  n e s t e d  c h a i n s ,  a n d  t h e s e  
c h a i n s  w i l l  b e  u t i l i z e d  t o  f o r m  m a n y  n e w  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t  s u r -
p a s s e s  b e s t  k n o w n  b o u n d s  [ 6 7 ] .  G i v e n  a  c o d e - s u b c o d e  p a i r ,  w h e r e  b o t h  c o d e s  
h a v e  g o o d  m i n i m u m  w e i g h t ,  t h e n  t h e r e  a r e  w e l l  k n o w n  c o n s t r u c t i o n s  w h i c h  
2 4 3  
r e t u r n  c o d e s  o f  m u c h  l a r g e r  l e n g t h  a n d  c a r d i n a l i t y .  W h e n  c h a i n s  o f  g o o d  
c o d e s  e x i s t ,  t h e  m a n y  c o m b i n a t i o n s  o f  c o d e - s u b c o d e  p a i r s  o f f e r s  t h e  p o s s i -
b i l i t y  o f  f i n d i n g  m a n y  g o o d  c o d e s .  T h e s e  i d e a s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  a p p l i e d  
s u c c e s s f u l l y  t o  c y c l i c  c o d e s  [ 6 5 J  a n d  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s .  
T h e  c o m p u t a t i o n a l l y  d i f f i c u l t  p a r t  o f  t h i s  p r o c e s s  i s  d e t e r m i n i n g  t h e  m i n -
i m u m  w e i g h t s  o f  t h e  c h a i n  o f  c o d e s .  T h i s  w a s  m a d e  f e a s i b l e  f o r  c y c l i c  c o d e s  
b y  C h e n ' s  m i n i m u m  w e i g h t  a l g o r i t h m  ( s e e  s e c t i o n  2 . 5 )  a n d  f o r  a l g e b r a i c -
g e o m e t r i c  c o d e s  u s i n g  t h e o r e t i c a l  m i n i m u m  w e i g h t  b o u n d s .  T h e s e  i d e a s  w i l l  
n o w  b e  a p p l i e d  t o  c h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s ,  a i d e d  b y  t h e  n e w  m i n i m u m  
w e i g h t  a l g o r i t h m  f o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  3 .  
F i r s t l y ,  a  d e s c r i p t i o n  i s  g i v e n  o f  t h e  p r o c e s s  o f  c o n s t r u c t i n g  c h a i n s  o f  
q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  T h e  c o d e s  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  a r e  " o n e - g e n e r a t o r "  c o d e s ,  
w h e r e  e a c h  c y c l i c  b l o c k  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s a m e  c y c l i c  c o d e ,  b u t  s h i f t e d  
r e l a t i v e  t o  o n e  a n o t h e r .  A  l e n g t h  n  o n e - g e n e r a t o r  q u a s i - c y c l i c  c o d e  o f  d e g r e e  
m  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  
( a 1 ( x ) g ( X ) ,  . . .  ,  a m ( x ) g ( x ) ) ,  
w h e r e  g ( x )  I  x n / m _ 1  i s  t h e  g e n e r a t o r  p o l y n o m i a l  o f  a  l e n g t h  n / m  c y c l i c  c o d e ,  
a n d  t h e  a i ( x )  t  x n / m  - 1  a r e  s h i f t i n g  p o l y n o m i a l s .  S i n c e  a i ( x ) g ( X )  g e n e r a t e s  
t h e  s a m e  c y c l i c  c o d e  a s  g (  x ) ,  t h e  s h i f t i n g  p o l y n o m i a l s  s i m p l y  c o n c a t e n a t e  
t h e  v e c t o r s  t o g e t h e r  i n  a  d i f f c r c n t  m a n n c r .  C o d e s  c o n s t r u c t c d  i n  t h i s  w a y  
c a n  b e  f o r m e d  i n t o  c h a i n s  a s  f o l l o w s .  
9 . 2 0  L e m m a  ( Q u a s i - c y c l i c  C h a i n s ) .  I f  g ( x )  I  f ( x )  I  x n  - 1 ,  t h e n  f o r  a n y  
p o l y n o m i a l s  a 1 ( x ) ,  . . .  ,  a m ( x )  
( a 1 ( x ) f ( x ) ,  . . .  ,  a m ( x ) f ( x ) )  < : ; ;  ( a 1 ( x ) g ( X ) ,  . . .  ,  a m ( x ) g ( x ) )  
P r o o f .  F o l l o w s  t r i v i a l l y  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  c y c l i c  c o d e s .  
D  
U s i n g  L e m m a  9 . 2 0 ,  m a n y  d i f f e r e n t  c h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  c a n  b e  
f o r m e d  a n d  t h e i r  m i n i m u m  w e i g h t s  c o m p u t e d  u s i n g  A l g o r i t h m  3 . 1 .  O n c e  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  s p e c t r u m  o f  a  c h a i n  o f  c o d e s  h a s  b e e n  c o m p u t e d ,  n e w  
l a r g e  c o d e s  w i t h  g o o d  m i n i m u m  w e i g h t s  c a n  b e  f o r m e d  u s i n g  c h a i n - b a s e d  
c o n s t r u c t i o n s  s u c h  a s  c o n s t r u c t i o n  X  a n d  c o n s t r u c t i o n  X X  ( s e e  s e c t i o n s  9 . 4 . 1 3  
a n d  9 . 4 . 1 4 ) .  
C o n s t r u c t i n g  g o o d  c o d e s  t h i s  w a y  r e q u i r e s  a u x i l i a r y  c o d e s  w i t h  h i g h  m i n -
i m u m  w e i g h t .  T h e s e  a r e  e a s i l y  o b t a i n e d  f r o m  c o d e s  w h i c h  a l r e a d y  e x i s t  i n  
2 4 4  
T a b l e  9 . 3 :  N u m b e r  o f  n e w  s e e d  c o d e s  f o u n d  u s i n g  c h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  
I  q  I  c o n s t r .  I  n o .  s e e d s ]  
2  
X  4 2  
X X  
4  
3  
X  8 1  
X X  
1 6  
4  X  
4 0  
X X  1  
5  
X  5 4  
X X  1  
8  
X  2 4  
X X  4  
t h e  B K L C  d a t a b a s e .  M a n y  n e w  g o o d  c o d e s  w e r e  f o u n d  u s i n g  t h e s e  c o n s t r u c -
t i o n s ,  a  s u m m a r y  o f  w h i c h  i s  s h o w n  i n  T a b l e  9 . 3 ,  a n d  a  f u l l  l i s t i n g  i s  g i v e n  
i n  A p p e n d i x  C .  
9 . 5 . 2  A  N e w  P u n c t u r i n g  C o n s t r u c t i o n  
T h e  d a t a b a s e  o f  b e s t  k n o w n  c o d e s  c a n  i t s e l f  s e r v e  a s  a  t o o l  i n  i m p r o v i n g  
t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  o f  e a c h  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n .  P r e s e n t e d  
h e r e  i s  a  n e w  c o d e  c o n s t r u c t i o n  b a s e d  o n  p u n c t u r i n g  w h i c h  u s e s  t h e  B K L C  
d a t a b a s e  t o  f i n d  c a n d i d a t e  i n p u t s ,  a n d  h a s  y i e l d e d  m a n y  n e w  c o d e s  [ 6 6 J .  T h i s  
c o n s t r u c t i o n  t a k e s  a d v a n t a g e  o f  t h e  e f f i c i e n t  a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  
6 . 3  f o r  c o m p u t i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  o f  m i n i m u m  w e i g h t .  
A  s t a n d a r d  p u n c t u r i n g  o f  a  c o d e  C  =  r n ,  k ,  d J  a t  s  c o o r d i n a t e  p o s i t i o n s  
y i e l d s  a n  [ n  - s ,  k ,  d  - s J  c o d e  ( s e e  L e m m a  9 . 1 ) .  H o w e v e r ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  
t h e  p u n c t u r i n g  o f  a n  r n ,  k ,  d J  c o d e  a t  t  p o s i t i o n s  m a y  h a v e  m i n i m u m  w e i g h t  
g r e a t e r  t h a n  d  - t .  
A l t h o u g h  t h e  r e s u l t s  o f  s t a n d a r d  p u n c t u r i n g  a r e  b a s e d  o n l y  o n  t h e  p a r a m -
e t e r s  o f  a  c o d e ,  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  r e q u i r e s  k n o w l e d g e  a b o u t  t h e  c o d e  i t s e l f .  
F o r  t h i s  r e a s o n  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  c a n n o t  b e  a p p l i e d  t o  t a b l e s  o f  b o u n d s  a n d  
r e q u i r e s  a  c o n s t r u c t i v e  d a t a b a s e .  
T h e s e  s p e c i a l  p u n c t u r i n g s  w i l l  b e  i d e n t i f i e d  u s i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  
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o f  m i n i m u m  w e i g h t .  I n  o r d e r  t o  s e e  h o w  t h i s  s e t  c a n  b e  u s e d  t o  f i n d  g o o d  
p u n c t u r i n g  p o s i t i o n s ,  t h e  f o l l o w i n g  c o n c e p t  i s  i n t r o d u c e d .  
9 . 2 1  D e f i n i t i o n  ( H i t t i n g  S e t ) .  L e t  S  b e  a  c o l l e c t i o n  o f  s u b s e t s  o f  { 1 ,  . . .  ,  n } .  
A  s e t  I  c : : ;  { 1 ,  . . .  , n }  i s  c a l l e d  a  h i t t i n g  s e t  f o r  S  i f  I  c o n t a i n s  a t  l e a s t  o n e  
e l e m e n t  f r o m  e a c h  s u b s e t  i n  S .  I n  o t h e r  w o r d s  I  n  J  = J  0  f o r  a l l  J  E  S .  
T h i s  h i t t i n g  s e t  c o n c e p t  w i l l  b e  a p p l i e d  t o  t h e  c o m p l e m e n t s  o f  t h e  s u p -
p o r t s  o f  a l l  c o d e w o r d s  o f  m i n i m u m  w e i g h t .  U s i n g  t h e  n o t a t i o n  
s u p p (  v )  =  { i  :  i  E  { 1 ,  . . .  ,  n }  s u c h  t h a t  V i  =  O } ,  
t h e n  t h e  r e s u l t  i s  a s  f o l l o w s .  
9 . 2 2  T h e o r e m  ( S p e c i a l  P u n c t u r i n g ) .  F o r  a  l i n e a r  c o d e  C  =  I n ,  k ,  d ] q ,  l e t  
t h e  c o m p l e m e n t  o f  t h e  s u p p o r t s  o f  a l l  m i n i m u m  w e i g h t  w o r d s  b e  g i v e n  b y  
M  =  { s u p p ( v )  :  v  E  C ,  w ( v )  =  d } .  
I f  I  c : : ;  { 1 ,  . . .  , n }  i s  a  h i t t i n g  s e t  f o r  M  o f  s i z e  I I I  =  t ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  
[ n  - t ,  k ,  d  - t  +  1 ]  c o d e .  
P r o o f .  S i n c e  1 1  n  s u p p ( v ) 1  : S  t  - 1  f o r  a  m i n i m u m  w e i g h t  w o r d  v ,  t h e n  t h e  
p u n c t u r i n g  o f  v  a t  t h e  c o o r d i n a t e s  i n  I  m u s t  h a v e  w e i g h t  o f  a t  l e a s t  d  - t  +  1 .  
T h e  p u n c t u r i n g  o f  a n y  c o d e w o r d  o f  w e i g h t  g r e a t e r  t h a n  d  i s  t r i v i a l l y  a t  l e a s t  
d - t + 1 .  0  
L i k e l y  c a n d i d a t e  c o d e s  f o r  f i n d i n g  s p e c i a l  p u n c t u r i n g s  a r e  t h o s e  f o r  w h i c h  
a  l a r g e  n u m b e r  o f  ( s t a n d a r d )  p u n c t u r i n g s  s t i l l  y i e l d  b e s t  k n o w n  p a r a m e t e r s .  
F o r  a  b e s t  k n o w n  c o d e  C  =  I n ,  k ,  d ) '  i f  T  i s  t h e  l a r g e s t  i n t e g e r  s u c h  t h a t  
[ n  - T ,  k ,  d  - T ]  a r e  p a r a m e t e r s  o f  a  b e s t  k n o w n  c o d e ,  t h e n  a n y  h i t t i n g  s e t  
w i t h  c a r d i n a l i t y  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  T  w i l l  y i e l d  a  c o d e  w h o s e  m i n i m u m  
w e i g h t  s u r p a s s e s  t h e  b e s t  k n o w n  b o u n d .  M a n y  e x a m p l e s  o f  c o d e s  i n  t h e  
B K L C  d a t a b a s e  e x i s t  s a t i s f y i n g  t h i s  c r i t e r i a  f o r  r e a s o n a b l e  v a l u e s  o f  T .  T h e  
r e m a i n i n g  t a s k  i s  t o  f i n d  a  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  h i t t i n g  s e t .  
F i n d i n g  S m a l l  H i t t i n g  S e t s  
L e t  C  b e  a n  I n ,  k ,  d J  c o d e .  F i r s t  t h e  c o d e w o r d s  o f  m i n i m u m  w e i g h t  a r e  
d e t e r m i n e d  u s i n g  A l g o r i t h m  6 . 3 ,  a n d  t h e n  t h e  s e t  
M  =  { s u p p ( v )  :  V  E  C ,  w ( v )  =  d }  
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i s  c o m p u t e d .  A n  o p t i m a l  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  i s  m a d e  u s i n g  a  h i t t i n g  s e t  f o r  M  
o f  m i n i m a l  c a r d i n a l i t y .  H o w e v e r ,  f i n d i n g  a  m i n i m a l  h i t t i n g  s e t  i s  e q u i v a l e n t  
t o  t h e  c o v e r i n g  s e t  p r o b l e m ,  w h i c h  i s  k n o w n  t o  b e  N P - h a r d  [ 5 7 ] .  
A n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  i s  t o  f i r s t  d e t e r m i n e  a  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  c a r d i -
n a l i t y  o f  t h e  m i n i m a l  h i t t i n g  s e t ,  a n d  t h e n  a p p l y  r a n d o m  t e c h n i q u e s  t o  t r y  
a n d  f i n d  h i t t i n g  s e t s  w h i c h  a p p r o a c h  t h i s  b o u n d .  T h e  m i n i m a l  h i t t i n g  s e t  
p r o b l e m  c a n  b e  r e f o r m u l a t e d  a s  a n  i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m :  
n  
m i n i m i z e  f ( x )  =  L X i  
i = l  
s u c h  t h a t  f o r  a l l  J  E  S :  L X j  2 ' :  1  a n d  X l  E  { O ,  1 }  
j E J  
I n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m s  a r e  d i f f i c u l t  t o  s o l v e ,  b u t  a  l o w e r  b o u n d  c a n  b e  
f o u n d  b y  r e l a x i n g  t h e  c o n s t r a i n t s  f r o m  X i  E  { O ,  1 }  t o  0  : 0 ;  X i  : 0 ;  1 ,  w h i c h  i s  
e a s i l y  s o l v e d  o v e r  t h e  r e a l s .  A l t h o u g h  t h i s  l o w e r  b o u n d  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  
s h a r p ,  i t  i s  g e n e r a l l y  q u i t e  g o o d .  
T h e  r e m a i n i n g  t a s k  i s  t o  t r y  a n d  f i n d  a  h i t t i n g  s e t  w h o s e  c a r d i n a l i t y  e i -
t h e r  m e e t s ,  o r  c o m e s  c l o s e  t o  t h e  l o w e r  b o u n d .  T h i s  i s  d o n e  u s i n g  a  g r e e d y  
a l g o r i t h m ,  w h e r e  a d d i t i o n s  t o  a n  i n i t i a l  r a n d o m  s e t  a r e  b a s e d  o n  t h e  i m m e -
d i a t e  i n c r e a s e  i n  t h e  n u m b e r  o f  " h i t s " .  O f t e n  t h i s  t e c h n i q u e  i s  a b l e  t o  m e e t  
t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  b o u n d ,  o b t a i n i n g  a  t r u e  m i n i m a l  h i t t i n g  s e t .  
T a b l e  9 . 4 :  N u m b e r  o f  n e w  s e e d  c o d e s  f o u n d  u s i n g  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  
I  q  I  n o .  s e e d s  I  
I :  I  ~~ I  
M a n y  n e w  c o d e s  w h o s e  m i n i m u m  w e i g h t s  s u r p a s s  p r e v i o u s l y  b e s t  k n o w n  
c o d e s  h a v e  b e e n  f o u n d  i n  t h i s  w a y  o v e r  s e v e r a l  f i n i t e  f i e l d s .  A  s u m m a r y  o f  
t h e s e  c o d e s  i s  g i v e n  i n  T a b l e  9 . 4 ,  a n d  a  f u l l  l i s t i n g  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  D .  
G e n e r a l i z e d  S p e c i a l  P u n c t u r i n g  
I f  l a r g e r  i m p r o v e m e n t s  a r e  s o u g h t  f o r  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  b o u -
n d s ,  a  g e n e r a l i z e d  v e r s i o n  o f  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  c a l l  b e  u s e d .  H o w e v e r ,  f i n d i n g  
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p u n c t u r i n g s  o f  t h i s  t y p e  i s  m o r e  d i f f i c u l t .  T h o u g h  n o t  n e c e s s a r i l y  i n f e a s i b l e ,  
n o  a t t e m p t  h a s  y e t  b e e n  m a d e  t o  a p p l y  i t .  I t  i s  p r e s e n t e d  h e r e  f o r  c o m p l e t e -
n e s s .  
F i r s t l y ,  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  h i t t i n g  s e t  m u s t  b e  e x t e n d e d  t o  a p p l y  t o  s e t s  
o f  c o d e w o r d s  o f  v a r y i n g  w e i g h t .  
9 . 2 3  D e f i n i t i o n  ( H i t t i n g  S e t  o f  W e i g h t  w ) .  L e t  S  b e  a  c o l l e c t i o n  o f  s u b s e t s  
o f  { I ,  . . .  , n } .  A  s e t  I  S ; ;  { I ,  . . .  ,  n }  i s  c a l l e d  a  h i t t i n g  s e t  o f  w e i g h t  w  f o r  S  
i f  
1 1  n  J I  >  w  - 1 1 1  
f o r  e a c h  J  E  S .  
I n  r e l a t i o n  t o  t h e  s e t  o f  m i n i m u m  w e i g h t  c o d e w o r d s ,  t h e  o r i g i n a l  h i t t i n g  
s e t  f r o m  D e f i n i t i o n  9 . 2 1  c o r r e s p o n d s  t o  a  h i t t i n g  s e t  o f  w e i g h t  d .  H o w e v e r ,  
g i v e n  a  h i t t i n g  s e t  o f  w e i g h t  w  >  d  o n  t h e  s e t  o f  a l l  c o d e w o r d s  w i t h  w e i g h t  
l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  w ,  a  p u n c t u r i n g  c a n  b e  f o u n d  w h i c h  i s  s u p e r i o r  t o  t h a t  
o f  a  b a s i c  s p e c i a l  p u n c t u r i n g .  
9 . 2 4  T h e o r e m  ( G e n e r a l i z e d  S p e c i a l  P u n c t u r i n g ) .  L e t  C  b e  a n  r n ,  k ,  d J  c o d e  
o v e r  I F q ,  a n d  f o r  s o m e  w  2 :  d  l e t  t h e  c o m p l e m e n t  o f  t h e  s u p p o r t s  o f  a l l  c o d e -
w o r d s  o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  w  b e  g i v e n  b y  
M  =  { s u p p ( v )  :  v  E  C ,  W r y )  : ' 0  w } .  
I f  I  S ; ;  { I ,  . . .  ,  n }  i s  a  h i t t i n g  s e t  o f  w e i g h t  w  f o r  M  a n d  I I I  =  t ,  t h e n  t h e r e  
e x i s t s  a n  [ n  - t ,  k ,  w  - t  +  1 J  c o d e .  
P r o o f .  F o r  0  : ' 0  i  : ' 0  w  - d ,  a n y  c o d e w o r d  v  o f  w e i g h t  d  +  i  y i e l d s  a  p u n c t u r e d  
c o d e w o r d  y  s a t i s f y i n g  
W r y )  =  w ( v )  - ( 1 1 1 - 1 1  n  s u p p ( v ) l )  
>  ( d  +  i )  - t  +  ( w  - ( d  +  i ) )  
=  w  - t o  
H e n c e ,  n o  p u n c t u r e d  c o d e w o r d  c a n  h a v e  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  w - t .  0  
I n  o r d e r  t o  f i n d  a  g e n e r a l i z e d  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  f o r  w  ; : : ;  d ,  t h e  s e t  o f  a l l  
c o d e w o r d s  o f  w e i g h t  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  w  m u s t  f i r s t  b e  c o m p u t e d ,  w h i c h  
c a n  b e  d o n e  e f f i c i e n t l y  u s i n g  A l g o r i t . h m  6 . 1 .  F o r  s m a l l  w ,  t h i s  c o m p u t a t i o n  
w i l l  n o t  b e  s i g n i f i c a n t l y  m o r e  d i f f i c u l t  t h a n  f i n d i n g  t h e  s e t  o f  c o d e w o r d s  o f  
m i n i m u m  w e i g h t .  
T h e  r e m a i n i n g  t a s k  i s  t o  f i n d  a  g e n e r a l i z e d  h i t t i n g  s e t .  A  g r e e d y  a l g o r i t h m  
m i g h t  p e r f o r m  s a t i s f a c t o r i l y ,  t h o u g h  t h i s  h a s  n o t  b e e n  i n v e s t i g a t e d .  
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9 . 6  I m p l e m e n t a t i o n  D e t a i l s  
T h e  m e t h o d s  u s e d  t o  c o n s t r u c t  e a c h  c o d e  i n  t h e  d a t a b a s e ,  a l o n g  w i t h  t h e  
m e t h o d s  f o r  c o n s t r u c t i n g  t h e  m a n y  a u x i l i a r y  c o d e s  a n d  o t h e r  n e c e s s a r y  a l -
g e b r a i c  o b j e c t s ,  a r e  d e s c r i b e d  i n  a  l a r g e  c o l l e c t i o n  o f  t e x t  f i l e s .  A t  c o m p i l e  
t i m e ,  t h e  i n f o r m a t i o n  c o n t a i n e d  i n  t h e s e  f i l e s  i s  c o l l a t e d  a n d  c o m p r e s s e d  
i n t o  l a r g e  b i n a r y  f i l e ,  w i t h  a n  a s s o c i a t e d  i n d e x  i d e n t i f y i n g  t h e  l o c a t i o n  o f  
e a c h  e n t r y .  T o  c o n s t r u c t  a  c o d e  f r o m  t h e  d a t a b a s e ,  t h e  r e l e v a n t  i n f o r m a -
t i o n  i s  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  b i n a r y  f i l e  a n d  t h e  c o d e  i t s e l f  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  
M A G M A  f u n c t i o n a l i t y .  
T h e r e  i s  a  h i g h  d e g r e e  o f  d e p e n d e n c y  i n  t h e  d a t a b a s e ,  w i t h  m o s t  c o n s t r u c -
t i o n s  h a v i n g  a t  l e a s t  o n e  o t h e r  c o d e  a s  a n  i n p u t .  E a c h  c a l l  o n  t h e  d a t a b a s e  
t r i g g e r s  a  t r e e  o f  r e c u r s i v e  c a l l s  o n  d i f f e r e n t  c o d e  p a r a m e t e r s .  I t  w a s  d i s c o v -
e r e d  a f t e r  b u i l d i n g  t h e  d a t a b a s e  t h a t  i n  m a n y  c a s e s  t h e  s a m e  b r a n c h e s  o f  
t h e  c a l l  t r e e  w e r e  b e i n g  r e d u n d a n t l y  r e - t r a v e r s e d ,  c o n s i d e r a b l y  s l o w i n g  d o w n  
t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  d a t a b a s e .  A  c a c h i n g  s y s t e m  w a s  i n t r o d u c e d ,  w h e r e  a n y  
o b j e c t  u s e d  d u r i n g  t h e  p r o c e s s  i s  g u a r a n t e e d  t o  o n l y  b e  c o n s t r u c t e d  o n c e .  
T h e  r e s u l t i n g  d a t a b a s e  i s  e x t r e m e l y  e f f i c i e n t ,  w i t h  t h e  m a j o r i t y  o f  t i m e  
s p e n t  i n  t h e  f u n c t i o n s  w h i c h  c o n s t r u c t  t h e  c o d e ,  r a t h e r  t h a n  i n  a c c e s s i n g  t h e  
d a t a b a s e  i n f o r m a t i o n .  O n  a n  A M D  O p t e r o n  1 5 0  d e s k t o p  t h e  a v e r a g e  t i m e  
n e e d e d  t o  a c c e s s  a n y  c o d e  i n  t h e  d a t a b a s e  i s  0 . 0 5  s e c o n d s ,  w i t h  n o  c o d e s  
t a k i n g  a n y  m o r e  t h a n  a  f e w  s e c o n d s .
4  
A c c e s s  t i m e s  a r e  s h o r t  e n o u g h  f o r  i t  t o  
b e  p o s s i b l e  t o  r a p i d l y  s c a n  t h e  d a t a b a s e  s e a r c h i n g  f o r  c o d e s  m e e t i n g  a  g i v e n  
c r i t e r i a .  
9 . 7  U s e r  I n t e r f a c e  
T h e  B K L C  d a t a b a s e  i s  a c c e s s e d  i n  v i a  t h e  c o m p u t e r  a l g e b r a  s y s t e m  M A G M A .  
T h e  f u n c t i o n  B K L C  ( F  , n ,  k )  t n k c s  a s  i n p u t  a  f i n i t e  f i e l d  F  a n d  p o s i t i v e  i n t e g e r s  
n a n d  k .  I t  r e t u r n s  a n  [ n ,  k ]  C o d e  o b j e c t  o v e r  F  h a v i n g  t h e  h i g h e s t  m i n i m u m  
w e i g h t  k n o w n  t o  e x i s t .  
>  B K L C ( G F ( 2 )  , 2 3 , 1 2 ) ;  
[ 2 3 ,  1 2 ,  7 ]  C y c l i c  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
G e n e r a t o r  m a t r i x :  
4 I t  i s  o n l y  a l g e b r a i c - g e o m e t r i c  c o d e s  w h i c h  t a k e  m o r e  t h a n  a  f e w  t e n t h s  o f  a  s e c o n d  t o  
c o n s t r u c t .  
2 4 9  
[ 1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  1  0  1  0 ]  
[ 0  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  1  0  1 ]  
[ 0  0  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  0  1  1  0  1  0  0 ]  
[ 0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  0  1  1  0  1  0 ]  
[ 0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  1  1  0  1  1  0  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  0  0  1  1  0  0 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  0  0  1  1  0 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  0  0  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0  1  1  0  1  1  1  0  0  0  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  0  0  1  0  1  0  1  0  0  1  0  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  0  1  0  0  1  0  0  1  1  1  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  1  0  1  0  1 ]  
T h e  b e s t  k n o w n  b o u n d s  o n  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  f o r  a  g i v e n  [ n ,  k J  c a n  a l s o  b e  
a c c e s s e d  u s i n g  t h e  f u n c t i o n  B K L C L o w e r B o u n d ( F  , n , k )  ( t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
o f  t h e  b e s t  k n o w n  c o d e )  a n d  B K L C U p p e r B o u n d  ( F  , n ,  k ) .  
>  C  : =  B K L C ( G F ( 4 )  , 5 6 , 3 4 ) ;  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 5 6 ,  3 4 ,  1 2 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 " 2 )  
>  M i n i m u m W e i g h t ( C ) ;  
1 2  
>  B K L C L o w e r B o u n d ( G F ( 4 )  , 5 6 , 3 4 ) ;  
1 2  
>  B K L C U p p e r B o u n d ( G F ( 4 )  , 5 6 , 3 4 ) ;  
1 6  
T h e  d a t a b a s e  a l s o  a l l o w s  t h e  u s e r  t o  a c c e s s  t h e  b e s t  ( s m a l l e s t )  l e n g t h  
l i n e a r  c o d e  f o r  a  g i v e n  d i m e n s i o n  a n d  m i n i m u m  w e i g h t ,  r e t u r n e d  b y  t h e  
f u n c t i o n  B L L C ( K , k , d ) .  S i m i l a r l y ,  t h e  b e s t  ( s m a l l e s t )  d i m e n s i o n  l i n e a r  c o d e  
f o r  a  g i v e n  l e n g t h  a n d  m i n i m u m  d i s t a n c e  i s  r e t u r n e d  b y  B D L C ( F  , n , d ) .  T h e s e  
a l t e r n a t i v e  s e t s  o f  i n p u t  p a r a m e t e r s  a l s o  h a v e  a s s o c i a t e d  l o w e r  a n d  u p p e r  
b o u n d  f u n c t i o n s  ( f o r  e x a m p l e  B L L C L o w e r B o u n d ( F  , k , d ) ) .  
>  F  : =  G F ( 2 ) ;  k  : =  8 ;  d  : =  1 1 ;  
>  C  : =  B L L C ( F ,  k ,  d ) ;  
>  C ;  
[ 2 8 ,  8 ,  1 1 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
G e n e r a t o r  m a t r i x :  
2 5 0  
[ 1  0  0  0  0  0  0  0  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  1  1  1  0  1  0  1  1  0  1 ]  
[ 0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  0  1  0  0  0  0 ]  
[ 0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  0  1  0  0  0 ]  
[ 0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  0  1  0  0 ]  
[ 0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  0  1  0 ]  
[ 0  0  0  0  0  1  0  0  0  0  0  0  1  1  0  1  1  1  1  0  1  0  1  1  1  0  0  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  1  0  1  0  1  0  1  1  0  1  1  0  0  1  0  0  0  1  1  0  1  0 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  0  1  0  1  0  1  0  1  1  0  1  1  0  0  1  0  0  0  1  1  0  1 ]  
>  B L L C L o w e r B o u n d ( F ,  k ,  d ) ,  B L L C U p p e r B o u n d ( F ,  k ,  d ) ;  
2 8  2 8  
I t  i s  o f t e n  o f  i n t e r e s t  t o  k n o w  h o w  a  c o d e  w i t h  t h e  h i g h e s t  k n o w n  m i n i m u m  
w e i g h t  i s  c o n s t r u c t e d .  T h i s  i s  p o s s i b l e  u s i n g  a  v e r b o s e  m o d e  i n  M A G M A ,  
l a b e l l e d  b y  B e s t C o d e .  W i t h  t h e  v e r b o s e  m o d e  o n ,  a n y  a c c e s s  t o  t h e  B K L C  
d a t a b a s e  w i l l  p r i n t  t h e  l i s t  o f  s t e p s  u s e d  i n  c o n s t r u c t i n g  t h e  r e t u r n e d  c o d e .  
>  S e t V e r b o s e ( " B e s t C o d e " ,  t r u e ) ;  
>  C  : =  B K L C ( G F ( 2 ) , 1 5 9 , 3 7 ) ;  
C o n s t r u c t i o n  o f  a  [  1 5 9  ,  3 7  ,  4 4  ]  C o d e :  
[ 1 ] :  [ 3 2 ,  1 1 ,  1 2 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E x t e n d e d  B C H C o d e  w i t h  p a r a m e t e r s  3 1  1 1  
[ 2 ] :  [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
B C H C o d e  w i t h  p a r a m e t e r s  1 2 7  4 3  
[ 3 ] :  [ 1 2 7 , 4 3 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
B C H C o d e  w i t h  p a r a m e t e r s  1 2 7  2 9  
[ 4 ] :  [ 1 2 7 , 4 0 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
S u b c o d e B e t w e e n C o d e  o f  d i m e n s i o n  4 0  o f  [ 3 ]  a n d  [ 2 ]  
[ 5 ] :  [ 1 5 9 , 4 0 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
C o n s t r u c t i o n X  u s i n g  [ 4 ]  [ 2 ]  a n d  [ 1 ]  
[ 6 ] :  [ 1 6 0 , 4 0 , 4 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
E x t e n d C o d e  [ 5 ]  b y  1  
[ 7 ] :  [ 1 5 9 , 3 9 , 4 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
S h o r t e n i n g  o f  [ 6 ]  a t  1 6 0  
[ 8 ] :  [ 1 5 9 ,  3 7 ,  4 4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
S u b c o d e  o f  [ 7 ]  
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C o n c l u s i o n s  
E n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  a r e  f u n d a m e n t a l  t o o l s  i n  c o m p u t a t i o n a l  c o d -
i n g  t h e o r y ,  e s p e c i a l l y  t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m  f o r  d e t e r m i n i n g  
t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  l i n e a r  c o d e  o v e r  a  f i n i t e  f i e l d .  I n  t h i s  t h e s i s ,  b o t h  
a l g o r i t h m i c  a n d  p r a c t i c a l  i m p r o v e m e n t s  h a v e  b e e n  m a d e  t o  t h e  B r o u w e r -
Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m ,  a s  w e l l  a s  a  c o m p r e h e n s i v e  a n a l y s i s  o f  i t s  p e r f o r -
m a n c e .  S o m e  p r a c t i c a l  i m p r o v e m e n t s  h a v e  b r o a d  a p p l i c a b i l i t y ,  s u c h  a s  a  
n e w  v e c t o r  p a c k i n g  m e t h o d  f o r  f a s t  l i n e a r  a l g e b r a  c o m p u t a t i o n s .  
A  c l a s s  o f  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  b a s e d  o n  
t h e  B r o u w e r - Z i m m e r m a n n  a l g o r i t h m .  N e w  a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  
f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  q u a s i - c y c l i c  c o d e ,  t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  o f  a n  a d d i t i v e  c o d e ,  t h e  m i n i m u m  L e e  w e i g h t  o f  a  q u a t e r n a r y  c o d e ,  
t h e  m i n i m u m  w o r d  s e t  o f  a  c o d e ,  a n d  a l s o  o t h e r  i m p o r t a n t  w o r d  s e t s .  
S i m i l a r  a n a l y s i s  h a s  b e e n  c o n d u c t e d  o n  p r o b a b i l i s t i c  m i n i m u m  w e i g h t  a l -
g o r i t h m s .  N e w  v a r i a t i o n s  o n  e x i s t i n g  a l g o r i t h m s  h a v e  l e d  t o  i m p r o v e m e n t s  t o  
t h e  b e s t  k n o w n  p e r f o r m a n c e ,  a n d  t h e s e  a t t a c k s  h a v e  b e e n  u s e d  t o  i n v e s t i g a t e  
t h e  s e c u r i t y  o f  t h e  M c E l i e c e  c r y p t o s y s t e m .  
F i n a l l y ,  a  m a j o r  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  h a s  b e e n  t h e  c o n s t r u c t i o n  
o f  a  b e s t  k n o w n  l i n e a r  c o d e s  d a t a b a s e .  M a n y  n e w  c o d e s  h a v e  b e e n  f o u n d  a s  
a  r e s u l t  o f  t h i s  p r o j e c t ,  w i t h  m i n i m u m  w e i g h t s  w h i c h  i m p r o v e  o n  p r e v i o u s l y  
k n o w n  b o u n d s .  
L i m i t a t i o n s  a n d  F u t u r e  D i r e c t i o n s  
K e y  t o  a l l  o f  t h e  a l g o r i t h m s  w h i c h  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  i s  t h e  
i d e a  o f  u s i n g  l i n e a r i t y  t o  p r e - d e t e r m i n e  p a r t i a l  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  w e i g h t  o f  
e n u m e r a t e d  v e c t o r s .  A l g o r i t h m s  o f  t h i s  t y p e  a r e  h e n c e  r e s t r i c t e d  t o  c o d e s  
w h i c h  h a v e  s o m e  u n d e r l y i n g  l i n e a r  s t r u c t u r e .  
T h i s  l i n e a r i t y  d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  n e e d  t o  e x i s t  i n  t h e  c o d e  i t s e l f ,  b u t  c a n  
b e  o b t a i n e d  v i a  s o m e  m a p p i n g  t o  a  l i n e a r  s t r u c t u r e .  I n  t h e  c a s e  o f  a d d i t i v e  
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c o d e s  t h i s  w a s  a c h i e v e d  v i a  a  l i n e a r  n o n - i s o m e t r i c  m a p p i n g ,  w h i l e  i n  t h e  c a s e  
o f  n o n - l i n e a r  b i n a r y  c o d e s  w h i c h  a r e  t h e  G r a y  i m a g e s  o f  q u a t e r n a r y  c o d e s  
t h i s  w a s  a c h i e v e d  v i a  a  n o n - l i n e a r  i s o m e t r i c  m a p p i n g .  
O n e  p o s s i b l e  f u t u r e  d i r e c t i o n  f o r  t h e  e f f i c i e n t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m i n -
i m u m  w e i g h t  i s  m o r e  s p e c i a l i z a t i o n  f o r  i m p o r t a n t  c o d e  c o n s t r u c t i o n s .  T h e  
a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  3  i s  q u i t e  g e n e r a l  i n  t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  a n y  
k n o w n  a u t o m o r p h i s m s  o f  a  c o d e ,  t h o u g h  t h i s  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  o n l y  t y p e  
o f  i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  g a t h e r e d .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  a b i l i t y  t o  t a k e  a d -
v a n t a g e  o f  a  l o w  d e n s i t y  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  c o d e  w o u l d  b e  e x t r e m e l y  u s e f u l  
i n  t h e  s t u d y  o f  l o w  d e n s i t y  p a r i t y  c h e c k  c o d e s .  
A n o t h e r  p o s s i b l e  d i r e c t i o n  i s  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e s e  t y p e s  o f  a l g o -
r i t h m s  t o  c o d e s  o v e r  m o r e  g e n e r a l  f i n i t e  r i n g s ,  a n  a r e a  w h i c h  i s  r e c e i v i n g  
i n c r e a s e d  a t t e n t i o n  o f  l a t e .  H o w e v e r ,  a s  w a s  s e e n  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
m i n i m u m  L e e  w e i g h t  a l g o r i t h m  i n  c h a p t e r  5 ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  z e r o  d i v i s o r s  
c a n  b e  a  m a j o r  i m p e d i m e n t  t o  e n u m e r a t i o n - b a s e d  a l g o r i t h m s .  A l s o ,  t h e r e  
d o e s  n o t  y e t  s e e m  t o  b e  a p p l i c a t i o n - d r i v e n  i n v a r i a n t s  l i k e  w i t h  t h e  m i n i m u m  
L e e  w e i g h t  f o r  2 4  c o d e s  w h i c h  n e e d  t o  b e  c a l c u l a t e d  f o r  c o d e s  o v e r  m o r e  
g e n e r a l  r i n g s .  
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A p p e n d i x  A  
S e e d  C o d e s  f o r  t h e  B K L C  
D a t a b a s e  O v e r  J F  2  
T h e  t a b l e s  i n  t h i s  a p p e n d i x  l i s t  t h e  s e e d  c o d e s  f o r  t h e  b e s t  k n o w n  b i n a r y  
l i n e a r  c o d e s  d a t a b a s e  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 ,  g r o u p e d  a c c o r d i n g  t o  c o n s t r u c -
t i o n .  C o d e  p a r a m e t e r s  g i v e n  i n  b o l d  a r e  t h o s e  f o r  w h i c h  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
s u r p a s s e s  t h e  b o u n d  f r o m  B r o u w e r ' s  t a b l e s  ( t a k e n  a t  t h e  t i m e  t h e  p r o j e c t  w a s  
s t a r t e d ) .  L i s t e d  w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  e a c h  s e e d  c o d e  i s  m o r e  d e t a i l e d  i n f o r -
m a t i o n  w h i c h  e x p l i c i t l y  s p e c i f i e s  h o w  t o  c o n s t r u c t  e a c h  c o d e .  I n  m o s t  c a s e s  
t h e  i n f o r m a t i o n  g i v e n  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e  t h e  c o n s t r u c t i o n ,  
h o w e v e r  f o r  s o m e  m o r e  c o m p l i c a t e d  c o n s t r u c t i o n s  t h e  M A G M A  d a t a b a s e  m a y  
n e e d  t o  b e  c o n s u l t e d  f o r  f u l l  d e t a i l s .  
D e s c r i b e d  h e r e  i s  o n l y  t h e  n o t a t i o n  i n  t h e  t a b l e s .  S e e  c h a p t e r  9  f o r  a  f u l l  
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d a t a b a s e ,  t h e  c o n s t r u c t i o n s ,  a n d  t h e  r o l e  o f  s e e d  c o d e s .  
B C H  C o d e s  
F o r  s e e d  c o d e s  l i s t e d  a s  B C H  c o d e s ,  a l s o  g i v e n  a r e  t h e  i n p u t  p a r a m e t e r s  t o  
t h e  M A G M A  f u n c t i o n  B C H C o d e .  N o t e  t h a t  i t  i s  o f t e n  t h e  e x t e n d e d  B C H  c o d e  
w h i c h  i s  l i s t e d  a s  a  s e e d  c o d e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  [ 1 2 8 , 2 2 , 4 8 ] 1 2 7 , 4 7  s e e d  c o d e  
i s  t h e  e x t e n d e d  v e r s i o n  o f  B C H C o d e ( G F ( 2 )  , 1 2 7 , 4 7 ) .  
R e s i d u e  C o d e s  
L i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e  i s  t h e  p o w e r  t o  w h i c h  r e s i d u e s  a r e  t a k e n .  W h e r e  
t h e  l e n g t h  o f  a  s e e d  c o d e  i s  e v e n ,  i t  i s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  e x t e n d e d  v e r s i o n  
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o f  a  r e s i d u e  c o d e  t h a t  a r e  g i v e n .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  [ 4 2 , 2 1 , 1 0 ] 2  s e e d  c o d e  i s  
f o u n d  b y  e x t e n d i n g  P o w e r R e s i d u e C o d e  ( G F ( 2 )  , 4 1 , 2 ) .  
S p e c i f i c  S h o r t e n i n g s  a n d  P u n c t u r i n g s  
S e e d  c o d e s  o b t a i n e d  b y  s h o r t e n i n g  a n d  p u n c t u r i n g  a t  s p e c i f i e d  p o s i t i o n s  a r e  
g r o u p e d  a c c o r d i n g  t o  w h i c h  m e t h o d  f r o m  s e c t i o n  9 . 4 . 7  t h e y  u s e .  T h e  n u m b e r  
o f  p u n c t u r i n g  a n d  s h o r t e n i n g  p o s i t i o n s  a r e  l i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e ,  w h i c h  i s  
a l m o s t  a l w a y s  s u f f i c i e n t  t o  c o n s t r u c t  t h e  c o d e .  F o r  e x a m p l e  t h e  [ 1 3 9 ,  1 2 , 6 1 ] " · 1  
s e e d  c o d e  i s  f o u n d  b y  p u n c t u r i n g  a t  3  p o s i t i o n s  a n d  s h o r t e n i n g  a t  1  p o s i t i o n .  
C y c l i c  C o d e s  
T h e  g e n e r a t i n g  p o l y n o m i a l s  o f  c y c l i c  c o d e s  a r e  g i v e n  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e  
p a r a m e t e r  s e t .  R a t h e r  t h a n  a t t e m p t i n g  t o  s q e e z e  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  e v e r y  
p o l y n o m i a l  i n t o  t h e  t a b l e  o f  s e e d  c o d e s ,  e a c h  p o l y n o m i a l  i s  i n s t e a d  a s s i g n e d  
a n  i n d e x  i n  T a b l e s  A . 2  - A . 4 .  
F o r  e x a m p l e  t h e  [ 6 3 , 4 6 , 7 ] 5 0 3  s e e d  c o d e  i s  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  p o l y n o m i a l  
i n d e x e d  b y  5 0 3 ,  w h i c h  i s  g i v e n  i n  T a b l e  A . 3  i n  h e x a d e c i m a l  f o r m  a s  3 b 1 5 d .  
T h e  h e x a d e c i m a l  n u m b e r  e x p a n d e d  b a s e  2  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c o e f f i c i e n t  s e -
q u e n c e  o f  t h e  d e s i r e d  p o l y n o m i a l .  
g ( 2 )  =  3 b 1 5 d  ( b a s e  1 6 )  
=  2 4 2 0 1 3  ( b a s e  1 0 )  
=  1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1  ( b a s e  2 )  
g ( x )  =  X 1 7  +  X
' 6  
+  X
' 5  
+  X
' 3  
+  X
' 2  
+  x
8  
+  x
6  
+  X 4  +  x
3  
+  x
2  
+  l .  
T h e  r e s u l t i n g  s e e d  c o d e  i s  t h e  c y c l i c  c o d e  o f  l e n g t h  6 3  g e n e r a t e d  b y  g ( x ) .  
Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
S i m i l a r  t o  t h e  a b o v e  d e s c r i p t i o n ,  g e n e r a t i n g  p o l y n o m i a l s  o f  q u a s i  c y c l i c  c o d e s  
h a v e  t h e i r  i n d i c e s  l i s t e d  w i t h  e a c h  s e e d  c o d e .  T h e  [ 1 1 7 , 1 4 ,  4 8 ]  ~~~,620, s e e d  
c o d e  i s  q u a s i - c y c l i c  o f  d e g r e e  3 ,  g e n e r a t e d  u s i n g  t h e  p o l y n o m i a l s  i n ' d e x e d  b y  
6 2 8 ,  6 2 0  a n d  5 8 2 .  
I n  a  f e w  r a r e  c a s e s ,  c y c l i c  b l o c k s  a r e  c o m b i n e d  n o t  j u s t  h o r i z o n t a l l y  b u t  
a l s o  v e r t i c a l l y .  I n  t h e s e  c a s e s  t h e  s t a c k i n g  h e i g h t  h  i s  g i v e n  f o l l o w i n g  t h e  
s e q u e n c e  o f  i n d i c e s  a s  h .  F o r  e x a m p l e  t h e  [ 1 5 3 ,  1 9 ,  60]70N~Ng~'2 s e e d  c o d e  
h a s  a  s t a c k i n g  h e i g h t  o f  2 .  '  ,  ,  
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C o n c a t e n a t i o n  a n d  G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n  
F o r  c o n c a t e n a t i o n  c o n s t r u c t i o n s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  n o n - a u x i l i a r y  c o d e s  a r e  
l i s t e d ,  s i n c e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  a u x i l i a r y  c o d e s  c a n  b e  f i g u r e d  o u t  w i t h o u t  
t o o  m u c h  d i f f i c u l t y .  T h e  s e e d  c o d e s  a r e  l i s t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  m e t h o d  b y  
w h i c h  t h e  n o n - a u x i l i a r y  c o d e s  a r e  c o n s t r u c t e d ,  b u t  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  e x -
p l i c t l y  s p e c i f y  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  e a c h  i n p u t  c o d e  i n  a n  e f f i c i e n t l y  m a n n e r .  
H e n c e ,  o n l y  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e s e  i n p u t s  a r e  l i s t e d .  F o r  f u l l  d e t a i l s  o n  h o w  
e a c h  i n p u t  c o d e  i s  c o n s t r u c t e d  t h e  M A G M A  d a t a b a s e  c a n  b e  c o n s u l t e d .  
F o r  e x a m p l e  t h e  [ 1 6 5 , 5 6 , 3 6 ] ( [ 3 3 , 1 4 , 1 8 ] . 6 )  s e e d  c o d e  i s  c o n s t r u c t e d  v i a  c o n -
c a t e n a t i o n  w i t h  a  [ 3 3 , 1 4 , 1 8 ]  c o d e  o v e r  1 £ < \ 6 '  T h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  a u x i l i a r y  
c o d e  i s  j u s t  t h e  d e g r e e  o f  t h e  f i e l d  e x t e n s i o n  ( 4 ) ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a u x i l i a r y  
c o d e  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  g i v e n  l e n g t h s  ( 1 6 5 / 3 3  =  5 ) ,  a n d  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  
o f  t h e  a u x i l i a r y  c o d e  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  g i v e n  m i n i m u m  w e i g h t s  ( 3 6 / 1 8  =  2 ) .  
H e n c e ,  a  [ 5 , 4 , 2 ]  b i n a r y  c o d e  i s  u s e d  a s  t h e  a u x i l i a r y .  
C o n s t r u c t i o n s  X ,  X X  a n d  X 3  
F o r  t h e s e  c o n s t r u c t i o n s  a  m i n i m a l  n u m b e r  o f  ( n o n - a u x i l i a r y )  i n p u t  c o d e s  a r e  
l i s t e d  s u c h  t h a t  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  o t h e r  i n p u t s  c a n  b e  d e t e r m i n e d .  F o r  
c o n s t r u c t i o n  X  t h e  o n l y  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s e c o n d  i n p u t  c o d e  ( C
2
)  a r e  
l i s t e d ,  w h i l e  f o r  c o n s t r u c t i o n s  X X  a n d  X 3  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s e c o n d  a n d  
t h i r d  i n p u t  c o d e s  a r e  l i s t e d  ( C
2  
a n d  C
3
) .  
T a k e  f o r  e x a m p l e  t h e  [ 1 3 5 , 3 6 , 3 7 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ] )  s e e d  c o d e  o b t a i n e d  u s i n g  c o n -
s t r u c t i o n  X .  T h e  i n p u t  c o d e  C l  m u s t  h a v e  t h e  s a m e  l e n g t h  a s  C
2  
a n d  t h e  
s a m e  d i m e n s i o n  a s  t h e  f i n a l  r e s u l t ,  h e n c e  i t  i s  a  [ 1 2 7 , 3 6 ]  c o d e .  T h e  l e n g t h  
a n d  d i m e n s i o n  o f  t h e  a u x i l i a r y  c o d e  C
3  
a r e  t h e  d i f f e r e n c e s  1 3 5  - 1 2 7  =  7  a n d  
3 6  - 2 9  =  5  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  t h e  a u x i l i a r y  c o d e  i s  g e n e r a l l y  t r i v i a l l y  o b t a i n e d  
( t h e  M A G M A  d a t a b a s e  o r  B r o u w e r ' s  o n l i n e  t a b l e s  c a n  b e  u s e d  i f  n e c c e s s a r y ) ,  
i n  t h i s  c a s e  t h e  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  o f  a  [ 7 , 5 ]  b i n a r y  c o d e  i s  2 .  
H e n c e ,  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  o f  C l  m u s t  b e  a t  l e a s t  3 7  - 2  =  3 5  a n d  t h e  
s e q u e n c e  o f  i n p u t  c o d e s  i s  
C l  =  [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] '  C
2  
=  [ 1 2 7 , 4 9 , 4 3 ] '  C
3  
=  [ 7 , 4 , 2 ] .  
2 5 6  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  1 F 2  
S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  
s e e d s  =  2 8 9  ( 1 2 2  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  3 9 6 5 .  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  Y 1 :  4 1  s e e d s  ( 1  n e w ) ,  3 3 4  t o t a l  
[ 7 5 , 7 , 3 6 1 ° , 1  [ 1 9 3 , 9 , 9 4 1 ° , 3 [ 1 9 5 , 9 , 9 5 ] ° , 3 [ 7 8 , 1 3 , 3 2 1 ° , 2 [ 1 3 2 , 1 7 , 5 2 1 ° , 4  
[ 1 8 0 , 2 1 , 6 8 ] 0 , 4 [ 1 8 8 , 2 1 , 7 2 ] 0 , 4 [ 1 9 6 , 2 1 , 7 6 ] ° , 4 [ 8 8 ,  2 5 ,  2 4 ] 0 , 1 l  [ 1 8 0 , 2 5 , 6 4 ] 0 , 4  
[ 1 8 8 , 2 5 , 6 8 ] 0 , 4 [ 1 9 6 , 2 5 , 7 2 ] 0 , 4 [ 1 8 0 , 2 9 , 6 0 ] 0 , 4 [ 1 8 8 ,  2 9 ,  6 4 ] ° , 4 [ 1 9 6 ,  2 9 ,  6 8 ] ° , 4  
[ 1 6 4 , 3 3 , 4 8 ] 0 , 4 [ 1 7 2 , 3 3 , 5 2 ] 0 , 4 [ 1 8 0 , 3 3 , 5 6 ] " - 4 [ 1 8 8 ,  3 3 ,  6 0 ] ° , 4 [ 1 9 6 ,  3 3 ,  6 4 ] ° , 4  
[ 2 2 0 , 3 3 , 7 2 ] ° , 4 [ 2 2 8 , 3 3 , 7 6 ] ° , 4 [ 2 4 4 , 3 6 , 8 6 ] ° , 1 2 [ 1 0 2 ,  3 7 ,  2 4 ] ° , 2 [ 1 8 0 ,  3 7 ,  5 2 ] ° , 4  
[ 1 8 8 , 3 7 , 5 6 ] 0 , 4 [ 1 9 6 , 3 7 , 6 0 ] 0 , 4 [ 2 2 8 , 3 7 , 7 2 ] 0 , 4 [ 1 0 5 ,  3 9 ,  2 4 ] ° , 3 [ 1 9 6 ,  4 1 ,  5 6 ] ° , 4  
[ 2 2 0 , 4 1 , 6 4 ] ° , 4 [ 2 2 8 , 4 1 , 6 8 ] ° , 4 [ 1 9 6 , 4 5 , 5 2 ] ° , 4 [ 2 2 8 ,  4 5 ,  6 4 ] ° , 4 [ 2 2 8 ,  4 9 ,  6 0 ] ° , 4  
[ 2 3 6 , 4 9 , 6 4 ] 0 , 4 [ 2 4 4 , 4 9 , 6 8 ] 0 , 4 [ 2 5 2 , 4 9 , 7 2 ] 0 , 4 [ 2 4 4 ,  5 3 ,  6 4 ] ° , 4 [ 2 5 2 ,  5 3 ,  6 8 ] ° , 4  
[ 1 9 1 ,  1 3 6 ,  1 5 ] ° , 6 4  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  B 2 :  1 3 5  s e e d s  ( 8 2  n e w ) ,  2 9 7 4  t o t a l  
[ 4 6 , 1 1 , 1 7 ] " , 0  [ 4 9 ,  1 1 ,  1 9 ] , , 5  [ 5 4 ,  1 1 ,  2 1 ] " , 0  [ 5 7 ,  1 1 , 2 3 ] , , 5  [ 1 1 6 ,  1 2 , 5 0 ] " , 0  
[ 1 1 9 , 1 2 , 5 2 ] 3 , 0  [ 1 2 1 ,  1 2 , 5 3 ] " , 1  [ 1 3 9 ,  1 2 ,  6 1 ] " , 1  [ 2 5 1 , 1 2 , 1 1 7 ] " , 1  
[ 4 9 ,  1 3 ,  1 7 ] " , 3 [ 8 5 ,  1 3 , 3 4 ] , , 2  [ 8 7 ,  1 3 , 3 5 ] , , 2  [ 9 3 ,  1 3 ,  3 8 ] , , 2 [ 9 5 ,  1 3 ,  3 9 ] , , 2  
[ 1 0 0 , 1 3 , 4 1 ] , , 2 [ 1 2 1 , 1 4 , 5 1 ] 5 , 0  [ 1 0 3 ,  1 5 , 4 1 ] " , 0  [ 2 4 9 ,  1 6 ,  1 1 1 ] ° , 6  [ 1 1 9 ,  1 7 , 4 5 ] " , 5  
[ 1 2 9 ,  1 7 , 5 0 ] ° , 4 [ 2 4 9 ,  1 8 ,  1 0 9 ] 3 , 3  [ 1 1 7 , 2 0 , 4 3 ] 1 0 , 0  [ 1 6 0 ,  2 0 ,  6 2 ] ° , 3  
[ 1 6 3 , 2 0 , 6 4 ] ° , 3  [ 2 4 9 , 2 0 , 1 0 7 ] 5 , 1  [ 1 7 7 , 2 1 , 6 6 ] ° , 4 [ 1 8 5 , 2 1 , 7 0 ] ° , 4  
[ 1 9 3 , 2 1 , 7 4 ] ° , 4  [ 2 1 3 ,  2 1 ,  8 2 ] ° , 4 [ 2 1 6 ,  2 1 ,  8 4 ] ° , 4 [ 2 2 2 ,  2 3 ,  8 5 ] 3 , 7  
[ 2 2 5 , 2 3 , 8 8 ] , , 7  [ 2 4 5 ,  2 4 ,  9 5 ] ° , 1 0  [ 1 7 7 ,  2 5 ,  6 2 ] ° , 4  [ 1 8 5 , 2 5 , 6 6 ] ° , 4  
[ 1 9 3 , 2 5 , 7 0 ] ° , 4  [ 2 0 5 ,  2 5 ,  7 4 ] " , 4 [ 2 0 8 ,  2 5 ,  7 6 ] ° , 4  [ 2 1 3 , 2 5 , 7 8 ] ° , 4  
[ 2 1 6 , 2 5 , 8 0 ] ° , 4  [ 2 2 2 , 2 5 , 8 3 ] ' , 5  [ 2 2 5 ,  2 5 ,  8 6 ] 3 , 5  [ 9 4 ,  2 6 ,  2 6 ] ° , 8  
[ 2 4 5 , 2 6 , 9 3 ] 3 , 7 [ 2 2 2 , 2 7 , 8 1 ] 1 , 3  [ 2 2 5 ,  2 7 ,  8 4 ] 5 , 3 [ 6 3 ,  2 8 ,  1 5 ] , , 8  
[ 7 1 , 2 8 , 1 7 1 ' , 1 7  [ 1 0 8 ,  2 8 ,  3 2 ] , , 8  [ 2 4 5 , 2 8 , 9 1 ] ' , 5  [ 1 8 5 , 2 9 , 6 2 ] ° , 4  
[ 1 9 3 , 2 9 , 6 6 ] ° , 4  [ 2 0 5 ,  2 9 ,  7 0 ] ° , 4 [ 2 0 8 ,  2 9 ,  7 2 ] ° , 4 [ 2 1 3 ,  2 9 ,  7 4 ] ° , 4  
[ 2 1 6 , 2 9 , 7 6 ] ° , 4 [ 2 2 2 , 2 9 , 7 9 ] 9 , 1  [ 2 2 5 , 2 9 ,  8 2 f , 1  [ 6 4 , 3 0 , 1 4 ] 3 , 4  
[ 1 0 8 , 3 0 , 3 0 ] 3 , 6 [ 2 4 5 , 3 0 , 8 9 ] 1 , 3 [ 1 0 8 , 3 2 , 2 8 ] 5 , 4  [ 2 3 7 , 3 2 , 8 4 ] ° , 7  
[ 2 3 9 , 3 2 , 8 5 1 ° , 1 6  [ 1 5 1 ,  3 3 ,  4 6 ] ° , 3 [ 1 5 5 ,  3 3 ,  4 8 ] ° , 3  [ 1 8 5 , 3 3 , 5 8 ] ° , 4  
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T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 1 9 3 , 3 3 , 6 2 ] ° , 4  [ 2 0 5 ,  3 3 ,  6 6 ] ° , 4  [ 2 0 8 , 3 3 , 6 8 ] ° , 4  [ 2 1 3 , 3 3 , 7 0 ] ° , 4  
[ 2 1 6 , 3 3 , 7 2 ] ° , 4  [ 2 2 4 , 3 3 , 7 3 ] ° , 4  [ 2 3 6 ,  3 3 ,  8 2 ] ° , 8  [ 2 3 5 , 3 4 , 8 0 ] ° , 9  
[ 2 3 9 , 3 4 , 8 3 ] 5 , 9  [ 2 4 4 , 3 4 , 8 8 ] , , 1 1  [ 2 3 9 , 3 6 ,  8 W
7  
[ 2 0 5 , 3 7 , 6 2 ] ° , 4  
[ 2 1 3 , 3 7 , 6 6 ] ° , 4  [ 2 3 9 , 3 8 , 7 9 ] 9 , 5  [ 2 4 4 , 3 8 , 8 4 ] 5 , 7  [ 2 4 4 , 4 0 , 8 2 ] " , 5  
[ 1 9 9 , 4 1 ,  5 8 t , 2  [ 2 1 3 ,  4 1 ,  6 2 ] ° , 4  [ 2 3 9 , 4 2 , 7 6 ] ' 3 "  [ 2 4 4 , 4 2 , 8 0 ] 9 , 3  
[ 1 0 5 , 4 3 , 2 1 ] 2 2 , 0  [ 1 4 0 , 4 4 , 3 4 ] ° , 4  [ 1 4 4 , 4 4 , 3 6 ] ° , 4  [ 2 3 9 , 4 4 , 7 3 ] 1 5 , 0  
[ 2 4 4 , 4 4 , 7 8 ] 1 1 , 1  [ 1 0 8 , 4 5 , 2 2 ] ° , 1 9  [ 1 1 2 , 4 5 , 2 4 ] ° , 2 4  [ 1 4 7 , 4 6 , 3 6 ] ° , 4  
[ 2 3 9 , 4 6 , 7 2 ] ' 5 , '  [ 1 4 4 , 4 7 , 3 4 ] ° , 4  [ 1 4 8 , 4 7 , 3 6 ] ° , 4  [ 2 4 0 , 4 9 , 6 5 ] ° , 4  
[ 2 4 8 , 4 9 , 6 9 ] ° , 4  [ 2 4 8 ,  5 3 ,  6 5 ] ° , 4  [ 2 3 9 ,  5 6 ,  6 1 ] ° , 1 6  [ 1 4 6 , 6 0 , 2 8 ] ° , 4  
[ 1 1 0 , 6 2 , 1 5 ] , , 2 0  [ 9 1 , 6 4 , 9 ] " 7 , 0  [ 2 0 5 , 6 5 , 4 4 ] 0 , 5 0  [ 1 0 7 , 6 6 , 1 3 ] , , 2 0  
[ 9 4 , 6 7 , 9 ] , , 3 3  [ 1 0 1 , 6 7 , 1 1 ] , , 2 6  [ 2 3 5 , 7 2 , 5 1 ] ° , 2 0  [ 2 3 9 ,  7 2 ,  5 3 ] ° , , 6  
[ 2 2 9 , 8 2 , 4 5 ] ° , 2 6  [ 2 3 9 , 8 4 ,  4 7 t , 1 6  [ 2 2 0 , 8 8 , 4 0 ] ° , 3 5  [ 2 2 8 , 8 8 ,  4 4 t , 2 7  
[ 1 7 5 , 9 3 , 2 3 ] ° , 8 0  [ 1 6 2 , 9 5 , 2 0 ] ° , 3 0  [ 2 2 0 , 9 6 , 3 8 ] ° , 3 5  [ 2 0 7 ,  1 0 8 ,  2 7 ] 1 , 4 7  
[ 2 1 5 , 1 0 8 , 2 9 ] ° , 4 0  [ 1 6 0 ,  1 1 3 ,  1 4 ] ° , 3 2  [ 1 9 1 ,  1 1 6 ,  2 1 ] , , 6 3  [ 2 0 7 ,  1 1 6 ,  2 5 ] 1 , 4 7  
[ 1 9 4 , 1 1 8 , 2 2 ] ° , 6 1  [ 1 6 0 , 1 2 1 , 1 2 ] ° , 3 2  [ 1 9 1 ,  1 2 4 ,  1 9 ] , , 6 3  [ 2 0 7 ,  1 2 4 ,  2 3 ] , , 4 7  
[ 1 9 1 , 1 2 8 , 1 7 ] , , 6 3  [ 1 9 6 ,  1 2 8 ,  2 0 ] ° , 5 9  [ 1 9 7 ,  1 3 4 ,  1 7 ] , , 5 8  [ 1 6 7 ,  1 3 6 ,  9 ] 8 9 , 0  
[ 1 9 4 , 1 3 9 , 1 5 ] , , 6 '  [ 1 7 1 , 1 4 0 , 9 ] , , 8 4  [ 1 9 1 ,  1 4 4 ,  1 3 ] 1 , 6 3  [ 1 9 1 ,  1 5 2 ,  1 1 ] , , 6 3  
U s i n g  a  G r i e s m e r  S t e p :  1 1 3  s e e d s  ( 3 9  n e w ) ,  6 5 7  t o t a l  
[ 2 0 , 5 , 9 ] 1 7 , 0  [ 3 7 , 6 , 1 7 ] 3 3 , 0  [ 5 2 , 6 , 2 5 ] 4 9 , 0  [ 7 2 , 6 , 3 5 ] 6 9 , 0  [ 2 7 ,  7 ,  1 2 ] 2 3 , 0  
[ 3 9 , 7 , 1 7 ] " , 0  [ 5 6 , 7 ,  2 6 j 5 " 0  [ 7 0 , 7 , 3 3 ] 6 5 , 0  [ 7 8 , 7 , 3 7 ] 7 3 , 0  [ 8 1 , 7 , 3 9 ] 7 7 , 0  
[ 8 6 , 7 , 4 1 ] 8 1 , 0  [ 1 0 1 , 7 , 4 9 ] 9 7 , 0  [ 1 0 8 ,  7 ,  5 3 ] 1 0 5 , 0  [ 1 1 6 ,  7 ,  5 7 ] 1 1 3 , 0  [ 1 5 1 , 8 , 7 3 ] " , 0  
[ 2 1 7 , 9 ,  1 0 5 j B ' 0  [ 2 3 5 , 9 , 1 1 4 ] " , 0  [ 7 8 ,  1 0 ,  3 4 ] 1 0 8 , 0  [ 8 4 ,  1 0 , 3 8 ] 1 0 8 , 0  [ 8 7 ,  1 0 , 4 0 ] 1 1 2 , 0  
[ 1 0 0 , 1 0 , 4 6 ] 9 2 , 0  [ 1 0 3 ,  1 0 , 4 8 ] 9 6 , 0  [ 1 0 9 ,  1 0 , 5 0 ] 1 1 2 , 0  [ 1 1 2 ,  1 0 ,  5 2 ] 1 1 2 , 0  
[ 1 1 6 , 1 0 , 5 4 ] 1 0 7 , 0  [ 1 1 8 ,  1 0 ,  5 5 ] 1 0 9 , 0  [ 2 3 7 ,  1 0 ,  1 1 3 ] 2 2 5 , 0  [ 2 4 2 ,  1 0 ,  1 1 6 ] 2 3 1 , 0  
[ 2 5 4 , 1 0 , 1 2 2 ] 2 4 3 , 0  [ 2 5 6 ,  1 0 , 1 2 3 ] 2 4 5 , 0  [ 1 2 1 ,  1 1 ,  5 5 ] 1 0 9 , 0  [ 1 5 3 ,  1 1 ,  7 0 ] 3 , 0  
[ 1 6 2 , 1 1 , 7 4 ] " , 0  [ 1 8 6 ,  1 1 , 8 8 ] 6 , 0  [ 1 8 9 ,  1 1 , 9 0 ] " , 0  [ 1 9 2 ,  1 1 ,  9 2 ] 2 5 6 , 0  
[ 2 0 7 , 1 1 , 9 8 ] 2 2 0 , 0  [ 2 1 0 ,  1 1 ,  1 0 0 ] 2 2 4 , 0  [ 2 1 4 ,  1 1 ,  1 0 2 ] 2 2 0 , 0  [ 2 1 7 ,  1 1 ,  1 0 4 ] 2 2 4 , 0  
[ 2 2 1 , 1 1 , 1 0 6 ] 2 2 0 , 0  [ 2 2 4 ,  1 1 ,  1 0 8 ] 2 2 4 , 0  [ 2 2 8 ,  1 1 ,  1 1 0 ] 2 2 0 , 0  [ 2 3 1 ,  1 1 ,  1 1 2 ] 2 2 4 , 0  
[ 1 3 6 , 1 2 , 6 0 ] 1 1 9 , 0  [ 5 8 ,  1 3 , 2 2 ] " , 0  [ 1 0 3 ,  1 3 ,  4 3 j B 5 , 0  [ 2 1 9 ,  1 3 ,  1 0 0 ] 6 , 0  
2 5 8  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 2 2 2 , 1 3 , 1 0 2 ] 3 , 0  [ 7 2 ,  1 4 ,  2 8 ] 5 5 , 0  [ 1 1 2 ,  1 4 , 4 5 ] 8 9 , 0  [ 8 8 ,  1 5 ,  3 4 ] 1 0 4 , 0  
[ 9 0 ,  1 5 , 3 5 ]  1 0 2 , 0  [ 9 6 ,  1 5 , 3 8 ] 9 6 , 0  [ 9 8 ,  1 5 , 3 9 ] 9 4 , 0  [ 1 0 6 ,  1 5 , 4 3 ] 8 5 , 0  [ 1 1 4 ,  1 5 , 4 5 ] 8 9 , 0  
[ 1 2 0 , 1 5 , 5 0 ] 7 , 0  [ 1 2 1 ,  1 5 ,  5 0 ] 6 , 0  [ 1 9 9 ,  1 7 , 8 4 ] 6 , 0  [ 2 0 0 ,  1 7 ,  8 4 ] 5 , 0  
[ 1 0 5 , 1 8 , 3 8 ] 3 , 0  [ 1 1 3 ,  1 8 , 4 2 ] " , 0  [ 1 9 2 ,  1 8 , 8 0 ] , , 0  [ 2 2 3 ,  1 8 ,  9 2 ] , , 0  
[ 2 2 7 , 1 8 , 9 3 ] 4 , 0  [ 2 2 9 ,  1 8 ,  9 4 f o  [ 1 0 1 ,  1 9 , 3 5 ] 4 , 0  [ 2 2 2 ,  1 9 ,  8 9 ] " ' 0  
[ 2 2 4 , 1 9 , 9 0 ] 9 , 0  [ 2 2 9 ,  1 9 , 9 3 ] 4 , 0  [ 2 3 1 ,  1 9 ,  9 4 ] 2 , 0  [ 1 4 4 , 2 0 ,  5 6 ] 1 l l , 0  
[ 1 5 1 , 2 0 , 5 7 ] 1 1 3 , 0  [ 1 5 5 ,  2 0 ,  5 9 ] 1 1 7 , 0  [ 1 7 3 , 2 0 , 6 7 ] 2 , 0  [ 2 2 3 ,  2 0 ,  8 9 ] " ' 0  
[ 2 2 5 , 2 0 , 9 0 ] 9 , 0  [ 2 2 8 ,  2 0 ,  9 2 ] 6 , 0  [ 2 3 0 , 2 0 , 9 3 ] 4 , 0  [ 2 3 2 , 2 0 , 9 4 ] 2 , 0  
[ 2 2 5 , 2 1 , 8 9 ] 3 1 , 0  [ 2 2 9 ,  2 1 ,  9 1 ] 2 7 , 0  [ 2 3 3 , 2 1 , 9 4 ] 2 3 , 0  [ 2 3 5 , 2 1 , 9 5 ] 2 1 , 0  
[ 2 3 8 , 2 1 , 9 7 ] ' 7 , 0  [ 2 4 1 , 2 1 , 9 9 ] ' 4 , 0  [ 2 4 5 , 2 1 , 1 0 2 ] 1 0 , 0  [ 1 1 3 ,  2 2 ,  3 8 ] 5 , 0  
[ 1 1 8 , 2 2 , 4 2 ] 3 , 0  [ 2 2 1 ,  2 2 ,  8 6 ] 3 , 0  [ 5 5 ,  2 3 ,  1 3 ] 3 , 0  [ 1 1 8 ,  2 4 , 4 0 ] 5 , 0  [ 2 3 7 ,  2 5 ,  8 9 ] 5 , 0  
[ 1 1 8 , 2 6 , 3 8 ] 1 , 0  [ 1 0 2 ,  2 8 ,  2 7 ] 6 , 0  [ 1 1 8 , 2 8 , 3 6 ] 9 , 0  [ 1 1 6 , 2 9 , 3 4 ] ' 2 , 0  
[ 1 1 8 , 2 9 , 3 5 ] ' 0 , 0  [ 1 3 1 , 3 0 , 4 0 ] 4 , 0  [ 2 2 0 , 3 0 , 7 7 ] 1 3 , 0  [ 2 2 3 , 3 0 , 7 9 ] 1 0 , 0  
[ 1 6 0 , 3 2 , 4 8 ] 9 5 , 0  [ 9 9 , 3 5 , 2 4 ] , , 0  [ 2 3 4 , 3 5 , 7 8 ] 9 , 0  [ 2 3 4 , 3 6 , 7 7 ] 1 0 , 0  [ 2 1 6 ,  3 7 ,  6 8 ] 1 , 0  
[ 2 3 4 , 3 7 , 7 6 ] 9 , 0  [ 1 6 8 , 4 4 , 4 4 ] 8 7 , 0  [ 1 7 5 , 4 4 , 4 5 ] 8 9 , 0  [ 1 7 7 , 4 5 , 4 5 ] 8 9 , 0  
[ 1 7 0 , 4 6 , 4 3 ] 8 5 , 0  [ 1 7 9 , 4 6 , 4 5 ] 8 9 , 0  
C o n s t r u c t i o n  X  
s e e d s  =  2 6 6  ( 6 2  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  2 6 6 6 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  5 2  s e e d s  ( 1 1  n e w ) ,  5 5 7  t o t a l  
[ 7 2 ,  1 7 , 2 5 ]  ( [ 6 6 , 1 l , 2 8 ) )  [ 7 6 ,  1 7 ,  2 7 ]  ( [ 6 6 , 1 l , 2 8 ) )  [ 1 3 6 ,  1 7 ,  5 3 ] ( [ 1 2 8 , 1 5 , 5 6 ) )  
[ 1 3 9 ,  1 7 , 5 5 ] ( [ 1 2 8 , 1 5 , 5 6 ) )  [ 2 0 5 ,  1 7 , 8 8 ] ( [ 1 9 5 , 1 6 , 8 8 ) )  [ 7 4 ,  1 8 ,  2 5 ]  ( [ 6 6 , 1 l , 2 8 ) )  
[ 7 8 , 1 8 ,  2 7 ] ( [ 6 6 , 1 l , 2 8 ) )  [ 6 4 ,  2 3 ,  1 7 ] ( [ 6 3 , 2 2 , 1 7 [ )  [ 1 3 1 ,  2 3 ,  4 7 ] ( [ 1 2 8 , 2 2 , 4 8 J )  
[ 6 5 , 2 4 ,  1 7 ] ( [ 6 4 , 2 3 , 1 7 [ )  [ 1 5 1 , 2 4 , 5 3 ] ( [ 1 3 0 , 1 5 , 5 6 ] )  [ 1 5 3 , 2 5 ,  5 3 ]  ( [ 1 3 l , 1 5 , 5 6 [ )  
[ 1 5 5 , 2 6 ,  5 3 ] ( [ 1 3 2 , 1 5 , 5 6 [ )  [ 1 6 1 , 2 7 , 5 5 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ) )  [ 1 6 4 , 2 9 , 5 5 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ) )  
[ 1 3 5 , 3 0 , 4 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  [ 1 5 6 , 3 0 , 4 9 ] ( [ 1 4 8 , 2 9 , 4 9 ) )  [ 1 6 1 , 3 0 , 5 1 ] ( [ 1 5 2 , 2 9 , 5 1 ) )  
[ 1 3 6 , 3 1 ,  4 1 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 [ )  [ 1 3 9 , 3 1 ,  4 3 ]  ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 [ )  [ 1 3 5 , 3 3 ,  3 9 ]  ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 [ )  
[ 1 3 9 , 3 3 , 4 1 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  [ 1 4 3 , 3 4 , 4 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  [ 1 3 5 , 3 6 , 3 7 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  
[ 1 3 9 , 3 6 , 3 9 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  [ 1 4 3 , 3 6 ,  4 1 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 [ )  [ 1 4 6 , 3 6 , 4 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ) )  
[ 1 6 4 , 3 6 , 4 7 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ) )  [ 1 2 0 , 3 7 ,  3 2 ] ( [ 1 l 7 , 3 6 , 3 2 ) )  [ 1 3 1 , 3 7 , 3 5 ] ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ) )  
2 5 9  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 1 4 4 , 3 7 ,  3 9 J ( [ 1 3 9 , 3 6 , 3 9 ] )  [ 1 4 8 , 3 7 ,  4 1 J ( [ 1 4 3 , 3 6 , 4 1 ] )  [ 1 5 1 , 3 7 ,  4 3 J ( [ 1 4 6 , 3 6 , 4 3 ] )  
[ 1 3 5 , 4 0 ,  3 5 J ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] )  [ 2 0 1 , 4 2 ,  5 8 J ( [ 1 9 5 , 4 0 , 5 8 ] )  [ 1 3 5 , 4 3 ,  3 3 J ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] )  
[ 1 3 9 , 4 3 ,  3 5 J ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] )  [ 1 3 1 , 5 1 ,  2 7 J ( [ 1 2 8 , 5 0 , 2 8 ] )  [ 9 5 ,  5 4 ,  1 4 J ( [ 9 1 , 5 1 , 1 4 ] )  
[ 2 0 0 , 5 6 ,  4 8 J ( [ 1 9 5 , 5 2 , 4 8 ] )  [ 1 4 2 ,  5 8 ,  2 7 J ( [ 1 2 9 , 5 0 , 2 8 ] )  [ 1 4 4 , 5 9 ,  2 7 j ( [ 1 3 0 , 5 0 , 2 8 ] )  
[ 2 1 1 , 6 1 ,  4 8 J ( [ 1 9 5 , 5 0 , 4 8 ] )  [ 1 9 8 , 6 3 ,  4 4 J ( [ 1 9 5 , 6 2 , 4 4 ] )  [ 1 5 1 , 6 4 ,  2 7 J ( [ 1 2 7 , 5 0 , 2 7 ] )  
[ 2 0 0 , 6 6 ,  4 2 J ( [ 1 9 5 , 6 2 , 4 4 ] )  [ 2 0 3 , 6 6 ,  4 4 J ( [ 1 9 5 , 6 2 , 4 4 ] )  [ 1 3 1 , 7 2 ,  1 9 J ( [ 1 2 8 , 7 1 , 2 0 ] )  
[ 1 4 2 , 7 9 ,  1 9 J ( [ 1 2 9 , 7 1 , 2 0 ] )  [ 1 4 4 ,  8 0 ,  1 9 J ( [ 1 3 0 , 7 1 , 2 0 ] )  [ 1 4 6 , 8 1 ,  1 9 J ( [ 1 3 1 , 7 1 , 2 0 ] )  
[ 1 5 1 , 8 5 ,  1 9 J ( [ 1 2 7 , 7 1 , 1 9 ] )  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s :  4 7  s e e d s  ( 4 3  n e w ) ,  1 9 1  t o t a l  
[ 1 6 7 , 8 ,  8 1 J ( [ 1 2 7 , 1 , 1 2 7 ] )  [ 1 7 0 ,  8 ,  8 3 J ( [ 1 2 7 , 1 , 1 2 7 ] )  [ 1 7 4 , 8 ,  8 5 J ( [ 1 2 8 , 1 , 1 2 8 ] )  
[ 1 5 6 , 1 1 ,  7 2 J ( [ 1 5 4 , I O , 7 2 ] )  [ 8 6 ,  1 2 ,  3 6 J ( [ 8 4 , 1 1 , 3 6 ] )  [ 1 7 2 ,  1 2 ,  7 8 J ( [ 1 6 8 , 9 , 8 0 ] )  
[ 1 7 5 , 1 2 ,  8 0 J ( [ 1 6 8 , 9 , 8 0 ] )  [ 1 1 6 ,  1 4 ,  4 8 J ( [ 1 1 2 , 1 3 , 4 8 ] )  [ 1 0 4 ,  1 7 ,  4 0 J ( [ 1 0 2 , 1 6 , 4 0 ] )  
[ 1 8 9 , 1 7 ,  7 8 J ( [ 1 8 6 , 1 5 , 8 0 ] )  [ 1 9 2 , 1 7 ,  8 0 J ( [ 1 8 6 , 1 5 , 8 0 ] )  [ 1 6 6 , 1 8 ,  6 6 J ( [ 1 5 3 , 1 O , 7 0 ] )  
[ 1 7 3 , 1 8 ,  7 0 J ( [ 1 5 3 , 1 O , 7 0 ] )  [ 1 8 8 , 1 8 ,  7 7 J ( [ 1 8 6 , 1 6 , 7 7 ] )  [ 1 9 3 ,  1 8 ,  8 0 J ( [ 1 8 6 , 1 5 , 8 0 ] )  
[ 6 3 , 1 9 ,  2 0 J ( [ 6 0 , 1 7 , 2 0 ] )  [ 1 0 5 ,  1 9 ,  3 8 J ( [ 1 0 2 , 1 8 , 3 8 ] )  [ 1 5 5 ,  1 9 ,  6 2 j ( [ 1 5 3 , 1 8 , 6 2 ] )  
[ 1 6 0 , 1 9 ,  6 4 J ( [ 1 5 3 , 1 6 , 6 4 ] )  [ 2 1 4 ,  1 9 ,  8 6 J ( [ 2 1 O , 1 6 , 8 8 ] )  [ 2 1 7 ,  1 9 ,  8 8 J ( [ 2 1 0 , 1 6 , 8 8 ] )  
[ 1 7 5 , 2 0 ,  6 8 J ( [ 1 7 0 , 1 6 , 6 8 ] )  [ 1 6 7 ,  2 1 ,  6 4 J ( [ 1 6 5 , 2 0 , 6 4 ] )  [ 2 2 2 , 2 1 ,  8 8 J ( [ 2 2 0 , 2 0 , 8 8 ] )  
[ 2 5 6 , 2 2 ,  1 0 4 J ( [ 2 5 4 , 2 1 , 1 0 4 ] )  [ 1 1 1 , 2 6 ,  3 4 J ( [ 1 0 2 , 1 8 , 3 6 ] )  [ 1 1 5 , 2 6 ,  3 6 J ( [ 1 0 2 , 1 8 , 3 6 ] )  
[ 1 0 5 , 3 5 ,  2 6 J ( [ 1 0 2 , 3 3 , 2 6 ] )  [ 1 7 3 , 3 7 ,  5 0 J ( [ 1 7 0 , 3 6 , 5 0 ] )  [ 1 8 4 , 3 7 ,  5 6 J ( [ 1 8 2 , 3 6 , 5 6 ] )  
[ 1 8 6 , 3 7 ,  5 6 j ( [ 1 8 2 , 3 6 , 5 6 ] )  [ 1 8 6 , 3 9 ,  5 4 J ( [ 1 8 2 , 3 6 , 5 6 ] )  [ 1 8 9 , 3 9 ,  5 6 J ( [ 1 8 2 , 3 6 , 5 6 ] )  
[ 1 7 9 , 4 0 ,  5 0 J ( [ 1 7 0 , 3 2 , 5 2 ] )  [ 1 8 3 , 4 0 ,  5 2 J ( [ 1 7 0 , 3 2 , 5 2 ] )  [ 1 8 6 , 4 1 ,  5 2 J ( [ 1 8 2 , 4 0 , 5 2 ] )  
[ 1 8 6 , 4 2 ,  5 2 J ( [ 1 8 2 , 3 9 , 5 2 ] )  [ 1 8 9 , 4 3 ,  5 2 J ( [ 1 8 2 , 4 0 , 5 2 ] )  [ 1 5 6 , 4 5 ,  3 8 J ( [ 1 4 6 , 3 6 , 4 0 ] )  
[ 1 6 0 , 4 5 ,  4 0 J ( [ 1 4 6 , 3 6 , 4 0 ] )  [ 1 9 2 , 4 5 ,  5 2 J ( [ 1 8 6 , 4 0 , 5 2 ] )  [ 2 2 2 , 4 6 ,  6 2 J ( [ 2 1 9 , 4 5 , 6 2 ] )  
[ 1 7 9 , 4 8 ,  4 4 J ( [ 1 7 0 , 4 0 , 4 4 1 )  [ 2 0 7 , 4 9 ,  5 4 J ( [ 2 0 4 , 4 8 , 5 4 ] )  [ 2 1 0 , 5 0 ,  5 4 J ( [ 2 0 4 , 4 8 , 5 4 ] )  
[ 2 2 2 , 5 1 ,  5 8 J ( [ 2 2 0 , 5 0 , 5 8 ] )  [ 2 2 8 , 5 4 ,  5 8 J ( [ 2 2 0 , 5 0 , 5 8 ] )  
2 6 0  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n :  1 0 7  s e e d s  ( 2  n e w ) ,  1 0 1 8  t o t a l  
[ 2 2 1 , 9 ,  1 0 8 J ( [ 1 8 9 , 3 , 1 0 8 ] )  [ 6 0 ,  1 0 ,  2 5 J ( [ 5 6 , 6 , 2 8 ] )  [ 1 9 5 ,  1 1 ,  9 3 J ( [ 1 9 2 , 8 , 9 6 ] )  
[ 1 9 8 , 1 1 ,  9 5 J ( [ 1 9 2 , 8 , 9 6 ] )  [ 2 4 7 ,  1 2 ,  1 1 5 J ( [ 2 4 0 , 8 , 1 2 0 ] )  [ 2 0 5 ,  1 3 ,  9 4 J ( [ 1 8 9 , 8 , 9 4 ] )  
[ 2 1 4 , 1 3 , 9 7 ] ( [ 2 1 0 , 9 , 9 8 ] )  [ 2 2 9 ,  1 3 ,  1 0 5 J ( [ 2 2 5 , 9 , 1 0 5 ] )  [ 2 3 4 ,  1 3 ,  1 0 8 J ( [ 2 2 5 , 8 , 1 I 2 ] )  
[ 2 4 5 , 1 3 ,  1 1 3 J ( [ 2 4 0 , 8 , 1 2 0 ] )  [ 2 4 9 ,  1 3 ,  1 1 5 ] ( [ 2 4 0 , 8 , 1 2 0 ] )  [ 2 0 2 ,  1 5 ,  9 0 J ( [ I 9 4 , 8 , 9 6 ] )  
[ 2 0 6 , 1 5 ,  9 2 J ( [ 1 9 4 , 8 , 9 6 ] )  [ 2 1 0 ,  1 5 ,  9 4 ] ( [ 1 9 4 , 8 , 9 6 ] )  [ 2 1 3 ,  1 5 ,  9 6 J ( [ 1 9 4 , 8 , 9 6 ] )  
[ 1 0 8 , 1 6 ,  4 1 J ( [ 1 0 4 , 1 2 , 4 4 ] )  [ 1 1 6 ,  1 6 ,  4 5 J ( [ 1 1 2 , 1 2 , 4 8 ] )  [ 1 2 4 ,  1 6 ,  4 9 J ( [ 1 2 0 , 1 2 , 5 2 ] )  
[ 2 1 4 ,  1 7 ,  8 9 J  ( [ 2 1 0 , 1 3 , 9 6 ] )  [ 2 1 7 ,  1 7 ,  9 1  J  ( [ 2 1 0 , 1 3 , 9 6 ] )  [ 2 2 1 ,  1 7 ,  9 3 J  ( [ 2 1 0 , 1 3 , 9 6 ] )  
[ 2 2 9 ,  1 7 ,  9 7 J  ( [ 2 2 5 , 1 3 , 1 0 4 ] )  [ 2 3 2 ,  1 7 , 9 9 ] ( [ 2 2 5 , 1 3 , 1 0 4 ] )  [ 2 3 6 ,  1 7 ,  1 0 1 ] ( [ 2 2 5 , 1 3 , 1 0 4 ] )  
[ 1 3 2 , 2 0 ,  4 9 J ( [ 1 2 8 , 1 6 , 5 2 ] )  [ 1 8 0 ,  2 0 ,  6 9 J ( [ 1 7 6 , 1 6 , 7 2 ] )  [ 1 8 8 , 2 0 ,  7 3 J ( [ 1 8 4 , 1 6 , 7 6 ] )  
[ 1 9 6 , 2 0 ,  7 7 J ( [ 1 9 2 , 1 6 , 8 0 ] )  [ 2 0 8 ,  2 0 ,  8 1 ] ( [ 2 0 0 , 1 2 , 8 8 ] )  [ 2 1 1 ,  2 0 ,  8 3 J ( [ 1 9 2 , 1 2 , 8 4 ] )  
[ 2 1 4 , 2 2 , 8 1  J ( [ 2 1 O , 1 8 , 8 4 ] )  [ 2 1 7 , 2 2 ,  8 3 J ( [ 2 1 O , 1 8 , 8 4 ] )  [ 2 2 9 , 2 2 ,  8 9 J ( [ 2 2 5 , 1 8 , 9 0 ] )  
[ 2 4 6 , 2 2 ,  9 7 J ( [ 2 4 0 , 1 6 , 1 0 4 ] )  [ 2 5 0 ,  2 2 ,  9 9 J ( [ 2 4 0 , 1 6 , 1 0 4 ] )  [ 1 7 2 , 2 4 ,  6 1 J ( [ 1 6 8 , 2 0 , 6 4 ] )  
[ 1 8 0 , 2 4 ,  6 5 J ( [ 1 7 6 , 2 0 , 6 8 ] )  [ 1 8 8 , 2 4 ,  6 9 J ( [ 1 8 4 , 2 0 , 7 2 ] )  [ 1 9 6 , 2 4 ,  7 3 J ( [ 1 9 2 , 2 0 , 7 6 ] )  
[ 2 0 8 , 2 4 ,  7 7 J ( [ 2 0 0 , 1 6 , 8 4 ] )  [ 2 1 1 , 2 4 ,  7 9 J ( [ 1 9 2 , 1 6 , 8 0 ] )  [ 2 1 2 , 2 4 ,  8 0 J ( [ 1 9 2 , 1 6 , 8 0 ] )  
[ 2 2 0 , 2 4 ,  8 4 J ( [ 2 0 0 , 1 6 , 8 4 ] )  [ 1 8 0 , 2 8 ,  6 1 J ( [ 1 7 6 , 2 4 , 6 4 ] )  [ 1 8 8 , 2 8 ,  6 5 J ( [ 1 8 4 , 2 4 , 6 8 ] )  
[ 1 9 6 , 2 8 ,  6 9 J ( [ 1 9 2 , 2 4 , 7 2 ] )  [ 2 0 8 , 2 8 ,  7 3 J ( [ 2 0 0 , 2 0 , 8 0 ] )  [ 2 1 1 ,  2 8 ,  7 5 J ( [ 1 9 2 , 2 0 , 7 6 ] )  
[ 2 2 0 , 2 8 ,  8 0 J ( [ 2 0 0 , 2 0 , 8 0 ] )  [ 9 0 ,  3 2 ,  2 1 J ( [ 8 7 , 3 0 , 2 2 ] )  [ 1 6 4 , 3 2 ,  4 9 J ( [ 1 6 0 , 2 8 , 5 2 ] )  
[ 1 7 2 , 3 2 ,  5 3 J ( [ 1 6 8 , 2 8 , 5 6 ] )  [ 1 8 0 ,  3 2 ,  5 7 J ( [ 1 7 6 , 2 8 , 6 0 ] )  [ 1 8 8 ,  3 2 ,  6 1 J ( [ 1 8 4 , 2 8 , 6 4 ] )  
[ 1 9 6 , 3 2 ,  6 5 J ( [ 1 9 2 , 2 8 , 6 8 ] )  [ 2 0 8 ,  3 2 ,  6 9 ] ( [ 2 0 0 , 2 4 , 7 6 ] )  [ 2 1 1 , 3 2 ,  7 1 J ( [ 1 9 2 , 2 4 , 7 2 ] )  
[ 2 2 0 , 3 2 ,  7 6 J ( [ 2 0 0 , 2 4 , 7 6 ] )  [ 2 2 8 , 3 2 , 7 7 ] ( [ 2 2 4 , 2 8 , 8 0 ] )  [ 1 8 8 ,  3 6 ,  5 7 J ( [ 1 8 4 , 3 2 , 6 0 ] )  
[ 1 9 6 , 3 6 ,  6 1 J ( [ 1 9 2 , 3 2 , 6 4 ] )  [ 2 0 8 , 3 6 , 6 5 ] ( [ 2 0 0 , 2 8 , 7 2 ] )  [ 2 1 1 , 3 6 ,  6 7 J ( [ 1 9 2 , 2 8 , 6 8 ] )  
[ 2 2 0 ,  3 6 ,  72J([200,28,~2]) [ 2 2 8 , 3 6 ,  7 3 J ( [ 2 2 4 , 3 2 , 7 6 ] )  [ 2 0 8 , 3 7 ,  6 4 J ( [ 2 o o , 3 6 , 6 4 ] )  
[ 1 0 0 , 3 9 ,  2 1 J  ( [ 9 6 , 3 5 , 2 2 ] )  [ 2 0 8 , 4 0 ,  6 1 J  ( [ 2 0 0 , 3 2 , 6 8 ] )  [ 2 1 1 , 4 0 ,  6 3 J ( [ 1 9 2 , 3 2 , 6 4 ] )  
[ 2 2 0 , 4 0 ,  6 8 J ( [ 2 0 0 , 3 2 , 6 8 ] )  [ 2 2 8 , 4 0 , 6 9 ] ( [ 2 2 4 , 3 6 , 7 2 ] )  [ 2 1 5 , 4 1 ,  6 3 J ( [ 1 9 6 , 3 3 , 6 4 ] )  
[ 1 9 6 , 4 4 ,  5 3 J ( [ 1 9 2 , 4 0 , 5 6 ] )  [ 2 1 1 , 4 4 ,  5 9 J ( [ 1 9 2 , 3 6 , 6 0 j )  [ 2 2 0 , 4 4 ,  6 4 J ( [ 2 0 0 , 3 6 , 6 4 ] )  
[ 2 0 5 , 4 5 ,  5 5 J ( [ 1 9 5 , 4 0 , 5 6 ] )  [ 2 1 3 , 4 5 ,  5 8 J ( [ 1 9 6 , 3 7 , 6 0 ] )  [ 9 4 , 4 8 ,  1 5 J ( [ 9 0 , 4 4 , 1 5 ] )  
[ 2 2 0 , 4 8 ,  6 0 J ( [ 2 0 0 , 4 0 , 6 0 ] )  [ 2 3 6 , 4 8 ,  6 5 J ( [ 2 3 2 , 4 4 , 6 8 ] )  [ 2 4 4 , 4 8 , 6 9 ] ( [ 2 4 0 , 4 4 , 7 2 ] )  
[ 2 5 2 , 4 8 ,  7 3 J ( [ 2 4 8 , 4 4 , 7 6 ] )  [ 2 0 3 ,  5 1 ,  5 1 J ( [ 2 0 0 , 4 8 , 5 2 ] )  [ 2 1 4 , 5 1 ,  5 5 J ( [ 1 9 2 , 4 0 , 5 6 ] )  
[ 1 7 2 , 5 2 ,  3 9 J ( [ 1 6 0 , 4 4 , 4 0 ] )  [ 2 0 6 ,  5 2 ,  5 1  J ( [ 2 0 3 , 5 1 , 5 1 ] )  [ 2 4 4 , 5 2 ,  6 5 J ( [ 2 4 0 , 4 8 , 6 8 ] )  
2 6 1  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 2 5 2 , 5 2 , 6 9 ] < [ 2 4 8 . 4 8 , 7 2 ] )  [ 2 2 8 ,  5 3 ,  5 8 J  ( [ 2 2 2 , 4 8 , 5 8 ] )  [ 1 7 2 ,  5 6 ,  3 7 J ( [ 1 6 0 , 4 8 , 3 8 ] )  
[ 2 5 2 , 5 6 ,  6 5 J ( [ 2 4 8 , 5 2 , 6 8 ] )  [ 1 6 8 ,  5 7 ,  3 6 J ( [ 1 6 5 , 5 6 , 3 6 ] )  [ 2 3 6 ,  5 9 ,  5 7 J ( [ 2 3 2 , 5 5 , 5 8 ] )  
[ 1 7 3 , 6 1 ,  3 5 J ( [ 1 6 0 , 5 2 , 3 6 ] )  [ 2 0 4 , 6 5 ,  4 4 J ( [ 2 0 0 , 6 2 . 4 4 ] )  [ 2 0 1 , 6 6 ,  4 2 J  ( [ 1 9 0 , 6 0 , 4 2 ] )  
[ 2 3 0 , 6 9 ,  5 0 J ( [ 2 2 5 , 6 8 , 5 0 ] )  [ 2 2 8 , 7 3 ,  4 8 J  ( [ 2 2 5 . 7 2 , 4 8 ] )  [ 2 0 6 , 7 5 ,  3 9 J ( [ 1 9 2 , 6 5 , 4 0 ] )  
[ 2 0 1 , 8 1 ,  3 6 J ( [ 1 9 8 . 8 0 , 3 6 ] )  [ 2 0 7 , 8 6 , 3 5 ] < [ 1 9 2 , 7 5 , 3 6 ] )  [ 2 0 7 , 9 1 ,  3 3 J ( [ 1 9 2 , 8 0 , 3 4 ] )  
[ 2 0 6 , 9 6 ,  3 1 J ( [ 1 9 2 , 8 6 , 3 2 ] )  [ 2 0 1 , 9 7 ,  2 9 J ( [ 1 9 8 , 9 6 . 3 0 ] )  [ 2 0 9 , 9 7 ,  3 2 J ( [ 1 9 8 , 9 1 . 3 2 ] )  
[ 2 0 6 , 1 0 1 ,  2 9 J ( [ 1 9 2 , 9 1 , 3 0 ] )  [ 2 1 2 ,  1 0 6 ,  2 9 J ( [ 1 9 8 , 9 6 , 3 0 ] )  
U s i n g  o t h e r  c o d e s :  
[ 6 7 , 8 , 3 1 ] < [ 6 3 , 1 0 . 2 7 ] )  [ 1 3 5 , 8 ,  6 5 J ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 1 3 9 , 8 , 6 7 ] ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  
[ 1 4 3 , 8 , 6 9 ] ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 1 4 6 , 8 , 7 1 ] < [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 1 5 4 , 8 ,  7 5 J ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  
[ 1 7 7 , 8 , 8 7 ]  ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 1 9 8 , 8 ,  9 7 J ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 3 9 ,  1 0 ,  1 5 ] ( [ 3 1 , 1 1 , 1 1 ] )  
[ 6 7 , 1 0 , 2 9 ] ( [ 6 3 , 1 0 , 2 7 ] )  [ 7 0 ,  1 0 , 3 1 ] ( [ 6 3 , 1 0 , 2 7 ] )  [ 6 5 ,  1 1 ,  2 7 J ( [ 6 3 , 1 1 , 2 3 ] )  
[ 1 4 3 , 1 3 , 6 3 ] < [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] )  [ 1 3 5 ,  1 5 , 5 7 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] )  [ 1 3 9 ,  1 5 , 5 9 ] < [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] )  
[ 1 4 3 , 1 5 , 6 1 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] )  [ 1 4 6 ,  1 5 , 6 3 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] )  [ 7 0 ,  1 6 ,  2 5 j ( [ 6 3 , 1 6 , 2 3 ] )  
[ 7 4 ,  1 6 , 2 7 ] ( [ 6 3 , 1 6 , 2 3 ] )  [ 8 8 ,  1 7 , 3 2 ] ( [ 8 5 , 1 7 , 2 5 ] )  [ 6 6 ,  1 8 ,  2 3 J ( [ 6 3 , 1 8 , 2 1 ] )  
[ 8 6 , 1 8 ,  2 9 J ( [ 6 3 , 1 8 , 2 1 ] )  [ 1 3 9 ,  1 9 ,  5 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] )  [ 1 3 5 ,  2 2 ,  4 9 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] )  
[ 1 3 9 , 2 2 ,  5 1 J ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] )  [ 1 4 3 ,  2 2 ,  5 3 J ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] )  [ 1 4 6 ,  2 2 ,  5 5 J ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] )  
[ 1 3 5 , 2 6 , 4 7 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ] )  [ 7 6 ,  2 8 ,  2 0 ] ( [ 7 3 , 2 8 , 1 3 ] )  [ 1 3 5 ,  2 9 ,  4 5 ] ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ] )  
[ 1 3 9 , 2 9 ,  4 7 J ( [ 1 2 7 , 2 9 , 4 3 ] )  [ 1 4 4 , 3 0 ,  4 5 j ( [ 1 3 5 , 2 9 , 4 5 ] )  [ 1 5 4 , 3 6 ,  4 4 J ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 1 ] )  
[ 1 4 5 , 3 8 ,  3 8 j ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  [ 6 7 , 3 9 , 1 1  j ( [ 6 3 , 3 9 , 9 ] )  [ 1 4 3 , 4 0 ,  3 6 J ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  
[ 2 2 6 , 4 1 ,  6 8 J  ( [ 2 2 0 , 4 0 , 6 8 ] )  [ 1 4 7 , 4 3 , 3 6 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  [ 1 5 1 , 4 3 , 3 8 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  
[ 1 5 5 , 4 3 ,  3 9 J ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  [ 1 6 1 ,  4 3 ,  4 1 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  [ 1 6 4 , 4 3 , 4 3 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 2 9 ] )  
[ 1 3 1 , 4 4 , 3 1 ] ( [ 1 2 7 , 5 0 , 2 7 ] )  [ 2 2 6 ,  4 5 ,  6 4 ] ( [ 2 2 0 , 4 4 , 6 4 ] )  [ 1 3 5 , 4 7 , 3 1 ] ( [ 1 2 7 , 5 0 , 2 7 ] )  
[ 2 2 6 , 4 9 ,  6 0 j ( [ 2 2 0 , 4 8 , 6 0 ] )  [ 1 3 5 ,  5 0 ,  2 9 ] ( [ 1 2 7 , 5 0 , 2 7 ] )  [ 1 3 9 ,  5 0 ,  3 1 ] ( [ 1 2 7 , 5 0 , 2 7 ] )  
[ 2 2 9 , 5 0 , 6 0 ] ( [ 2 2 0 , 4 8 , 6 0 ] )  [ 1 3 5 ,  5 4 ,  2 7 ] ( [ 1 2 7 , 5 7 , 2 3 ] )  [ 1 3 5 ,  5 7 ,  2 5 J ( [ 1 2 7 , 5 7 , 2 3 ] )  
[ 1 3 9 , 5 7 ,  2 7 J ( [ 1 2 7 , 5 7 , 2 3 ] )  [ 1 3 5 ,  7 1 ,  2 1 J ( [ 1 2 7 , 7 1 , 1 9 ] )  [ 1 3 5 ,  7 5 ,  1 9 J ( [ 1 2 7 , 7 8 , 1 5 ] )  
[ 1 3 5 , 7 8 ,  1 7 J ( [ 1 2 7 , 7 8 , 1 5 ] )  [ 1 3 9 ,  7 8 ,  1 9 J ( [ 1 2 7 , 7 8 , 1 5 ] )  [ 1 3 5 ,  8 5 ,  1 5 ] ( [ 1 2 7 , 8 5 , 1 3 ] )  
[ 1 3 5 , 9 2 , 1 3 ] ( [ 1 2 7 , 9 2 , 1 1 ] )  [ 1 3 5 , 9 9 ,  1 1 J ( [ 1 2 7 , 9 9 , 9 ] )  [ 1 3 5 ,  1 0 6 ,  9 ] ( [ 1 2 7 , 1 0 6 , 7 ] )  
2 6 2  
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Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
s e e d s  =  2 1 1  ( 7 1  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  9 5 6 .  
[
8 0  5  4 0 ] , , 4 , 4 , 2 , 4 , 1 0 , ' 3 , 4 ,  [ 4 2  7  1 9 ]  2 ,  4 , 1 1 ,  [ 7 7  7  3 6 ]  2 ,  4 ,  5 , 1 3 , 1 3 , 1 8 ,  
"  4 , 7 , 7 , 7 , 2 ,  5 ,  5 , 7 ,  "  1 6 , 2 1 , 3 9 ,  "  1 6 , 2 1 , 4 3 , 4 1 , 3 8 ,  
[ 8 4  
7  4 0 ]  
2 ,  4 ,  4 ,  8 , 1 1 , 1 0 ,  [ 3 4  8  1 4 ] 2 8 9 ,  [ 4 8  8  2 2 ]  2 ,  7 , 1 8 ,  [ 5 6  8  2 4 ] 3 3 7 , 3 2 9 ,  
"  1 6 , 1 9 , 2 1 , 3 8 , 4 1 , 4 5 ,  "  4 5 1 ,  "  3 8 , 3 3 , 7 3 ,  "  2 6 3 , 2 7 7 ,  
[
7 5  8  3 4 ] 3 6 3 , 3 5 1 , 3 4 9 ,  [ 8 0  8  3 7 ]  2 ,  4 ,  8 , 1 6 , 2 1 ,  [ 8 4  8  4 0 ] 5 1 3 , 5 0 8 ,  
"  2 5 0 ,  9 6 ,  " 4 1 , 3 9 , 3 3 , 6 7 , 7 4 , "  4 8 1 , 4 7 9 ,  
[
8 5  8  4 0 ] 3 6 4 , 4 3 0 , 4 0 3 ,  [ 9 6  8  4 6 ]  2 ,  4 ,  8 , 1 0 , 1 6 , 2 1 ,  [ 1 0 2  8  4 8 ] 3 6 4 , 4 3 0 , 3 7 3 ,  
" 4 0 3 , 2 2 9 ,  " 2 7 , 3 9 , 4 1 , 4 3 , 5 9 , 6 2 ,  "  3 8 3 , 3 6 7 , 3 2 4 ,  
[
1 1 2  8  5 4 ]  2 ,  7 ,  8 , 1 1 , 1 6 , 1 8 , 2 1 ,  [ 1 5 2  8  7 4 ]  2 ,  5 ,  7 , 1 0 , 1 1 , 1 5 , 1 6 , 1 7 , 1 8 , 2 1 ,  
"  2 6 , 3 0 , 3 3 , 3 9 , 4 1 , 4 3 , 7 6 ,  "  2 6 , 3 3 , 3 8 , 3 9 , 4 1 , 5 8 , 5 9 , 7 6 , 4 3 ,  
[
1 9 6  8  9 6 ] ' 8 , , 2 3 9 ,  9 5 , 1 9 7 , 2 1 3 , 1 8 1 , 1 9 7 ,  
J  1  2 3 1 , 2 7 6 , 2 0 3 , 1 5 9 , 2 3 6 , 2 8 6 , 2 3 1 ,  
[
2 0 3  8  1 0 0 ] 4 7 , 6 3 , 3 , 3 9 , 2 9 , 1 2 , 3 5 , 3 3 , 1 9 , 8 , 7 4 , 5 7 , 3 7 ,  7 5 ,  7 0 , 5 2 , 4 8 , 6 3 ,  3 , 4 9 , 3 8 , 5 1 , 3 3 , 7 2 , 1 2 , 5 4 , 3 5 , 1 1 , 6 0 , 2  
"  1 ,  1 , 1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 , 1 ,  1 ,  1 ,  1 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 , 7 6 ,  
[
2 7  9  1 0 ]  2 , 7 9 ,  [ 5 6  9  2 4 ] 2 5 8 , 2 1 7 ,  [ 6 0  9  2 6 ] ' 8 4 , ' 8 6 , ' 7 9 ,  [ 7 5  9  3 3 ] 3 6 8 , 3 5 2 , 2 8 4 ,  
" 1 4 3 ,  "  2 0 9 , 2 3 2 ,  "  8 2 ,  6 5 ,  " 2 9 6 , 1 9 8 ,  
[
8 5  9  3 9 ] 3 3 4 , 3 5 3 , 3 4 4 ,  [ 9 9  9  4 6 ]  2 , 1 1 , 1 9 , 2 4 , 3 3 , 5 3 ,  [ 1 0 5  9  4 8 ] 3 6 8 , 3 6 5 , 3 4 2 , 3 3 2 ,  
" 2 2 0 , 3 1 4 ,  " 5 7 , 5 8 , 6 4 , 8 3 , 8 9 ,  , ' 3 5 2 , 3 3 9 , 2 9 9 ,  
[
1 0 8  9  5 0 ]  2 ,  7 , 1 0 , 1 6 , 1 7 , 1 8 ,  [ 1 1 2  9  5 2 ] ' 7 7 , ' 7 9 , 8 9 , 2 4 3 ,  
"  4 5 , 5 0 , 6 7 , 6 9 , 7 6 , 8 9 ,  "  2 0 1 , 1 8 9 , 2 0 3 , 1 0 4 ,  
[
1 1 7  9  5 5 ]  2 , 1 3 , 1 6 , 3 8 , 4 1 ,  4 3 , 5 0 ,  [ 1 2 0  9  5 6 ] 3 6 8 , 3 6 5 , 3 4 2 , 2 9 6 ,  
"  6 4 , 6 7 , 7 6 , 8 8 , 8 9 , 1 0 6 ,  " 2 4 8 , 3 5 2 , 2 2 3 , 2 4 4 ,  
[
1 4 0  9  6 6 ] ' 2 0 , 2 5 ,  2 7 , 1 4 2 , 1 3 9 , 1 3 8 , 1 7 3 ,  [ 1 4 4  9  6 8 ] 5 8 , 3 3 , 5 9 , 1 1 , 1 5 , 1 0 , 6 2 , 9 1 ,  
"  4 5 , 1 3 5 , 1 2 2 , 1 2 9 ,  3 8 , 1 5 5 , 1 7 0 ,  "  3 0 , 3 6 , 4 1 , 8 3 , 6 1 , 8 5 , 2 4 , 1 6 ,  
[
1 5 0  9  7 2 ] ' 7 2 , ' 6 6 , ' 7 0 , 1 6 0 , 1 1 3 , 1 5 5 , 1 4 8 , 3 0 ,  [ 1 5 4  9  7 2 ] ' 7 7 , 2 5 8 , 2 7 0 , 2 3 2 , 2 0 3 , 2 0 ' ,  
"  1 6 3 ,  4 2 , 1 5 8 , 1 5 6 , 1 3 9 , 1 5 0 ,  3 2 ,  " 1 9 6 , 2 1 7 , 2 2 2 , 2 6 5 , 2 7 2 ,  
[
1 5 6  9  7 4 ]  3 6 , 3 1 6 , 1 1 8 , 3 0 9 , 1 5 1 , 3 0 7 , 1 6 8 ,  [ 1 7 1  9  8 1 ] 7 3 , 1 0 6 , 7 6 , 4 0 , 4 3 , 2 1 , 1 6 , 3 9 ,  8 9 , 9 8 ,  
"  1 6 9 , 1 3 3 ,  4 2 , 3 0 2 , 1 4 0 ,  2 3 ,  " 6 9 ,  1 8 , 5 8 ,  4 , 5 7 , 5 9 , 1 9 , 6 8 , 1 0 1 ,  
[
1 8 0  9  8 7 ] 3 3 , 2 8 , 1 8 , 3 0 , 6 2 , 5 8 , 6 6 , 5 9 , 6 4 , 8 3 ,  [ 2 0 4  9  9 8 ] 3 7 3 , 3 5 0 , 3 6 7 , 3 9 4 , 3 9 9 , 3 6 2 ,  
"  7 6 , 9 1 , 1 4 , 1 6 , 3 1 , 2 4 , 1 5 , 1 7 , 4 3 , 1 0 ,  "  3 3 1 , 1 1 4 , 2 4 7 , 3 8 7 , 4 1 9 , 4 4 3 ,  
[
2 0 7  9  1 0 0 ] ' 8 , 4 3 ,  1 6 , 3 3 , 1 5 , 2 7 ,  2 , 3 1 , 5 7 ,  4 , 6 7 , 6 2 ,  
"  2 8 , 4 1 , 1 0 6 , 7 1 , 6 6 ,  7 , 7 4 ,  4 , 5 8 , 6 8 , 8 9 ,  
[
2 2 5  9  1 1 0 ]  6 , 1 3 8 , 1 0 0 , 1 4 9 ,  9 , 9 8 ,  9 9 ,  2 0 , 1 4 1 , 1 1 9 , 1 6 7 , 1 5 2 , 7 9 ,  
"  6 3 ,  2 7 , 1 6 4 , 1 4 4 , 8 1 , 2 2 , 1 1 2 , 1 2 7 , 1 0 5 , 1 0 8 ,  5 8 ,  7 0 ,  
[
2 3 8  9  1 1 6 ] 4 0 6 , 1 1 4 , 4 1 4 , 4 2 8 , 4 0 0 , 4 2 1 , 2 9 7 ,  
"  4 0 4 , 4 2 7 , 2 5 4 , 4 1 0 , 4 5 7 , 4 1 3 , 3 1 2 ,  
[
2 4 3  9  1 1 8 ] 7 4 , 7 6 , 3 6 , 1 0 1 , 8 5 , 8 3 , 1 6 , . 4 1 , 8 8 , 5 0 , 6 1 , 1 0 6 , 5 6 , 9 8 ,  [ 4 2  1 0  1 6 ] 2 6 1 ,  
"  4 3 , 2 1 , 8 9 ,  2 8 , 6 7 , 6 6 , 2 6 , 1 9 ,  5 , 3 8 , 5 8 ,  5 9 , 6 4 ,  " 5 1 9 ,  
[
4 5  1 0  1 8 ] 3 9 1 , 3 8 6 ,  [ 4 8  1 0  2 0 ] 1 1 5 , 3 1 3 ,  [ 9 6  1 0  4 4 ] 2 8 7 , 1 5 4 , 1 7 1 , 1 2 1 ,  
,  ' 3 8 4 ,  " 4 0 , 3 1 9 , "  1 3 4 ,  5 , 3 0 2 , 2 7 9 ,  
[
1 0 5  1 0  4 8 ] 4 6 7 , 4 8 3 , 4 6 3 ,  [ 1 2 1  1 0  5 6 ] 2 0 5 , 1 0 4 , 1 7 4 ,  6 8 , 1 2 6 , 9 7 ,  
,  ' 4 5 0 , 4 7 5 ,  " 8 5 , 1 0 7 , 1 2 8 , 1 7 3 , 1 5 7 ,  
[
1 5 0  1 0  7 0 ] 3 5 1 , 2 1 5 , 2 9 0 , 2 4 2 , 1 3 1 ,  [ 1 5 4  1 0  7 2 ] 3 8 ,  8 , 7 8 ,  8 1 , 1 2 1 , 1 2 3 , 1 3 2 ,  
,  ,  3 5 4 , 3 3 5 , 3 0 4 , 3 4 3 , 1 9 6 ,  "  8 9 , 1 3 , 4 5 , 1 0 0 , 1 2 8 ,  6 5 , 1 9 1 ,  
[
1 6 5  1 0  7 8 ] 2 9 2 , 2 7 3 , 2 9 4 , 2 8 8 , 2 7 1 , 3 0 5 ,  [ 1 8 9  1 0  9 0 ] 4 9 5 , 4 3 2 , 4 4 4 , 4 1 7 , 4 9 9 ,  
,  ' 2 6 7 , 3 0 8 , 4 1 6 , 2 6 0 , 3 1 5 ,  " 4 5 5 , 5 1 4 , 5 0 7 , 5 3 0 ,  
[
1 9 5  1 0  9 4 ] 2 2 4 , 2 9 0 , 2 6 6 , 2 9 5 , 2 1 9 , 3 2 3 , 2 5 9 ,  [ 2 0 4  1 0  9 6 ] 6 8 7 , 6 8 6 ,  
,  ' 3 2 7 , 2 7 5 , 2 8 2 , 1 3 6 , 2 1 5 , 3 4 0 ,  " 6 8 3 , 6 5 8 ,  
[
2 1 0  1 0  1 0 0 ] ' 9 4 , 2 8 1 , 2 3 8 , ' 0 3 , 1 1 7 , 2 1 0 , 1 9 0 , 1 2 6 ,  [ 2 5 5  1 0  1 2 2 ] 6 8 7 , 6 8 6 , 6 8 3 ,  [ 4 2  1 1  1 6 ] 5 1 1 ,  
"  1 7 6 , 3 0 6 , 2 3 0 , 3 0 3 , 1 8 7 , 3 3 3 , 4 0 ,  " 6 5 8 , 6 7 7 ,  " 4 8 6 ,  
[
7 2  1 1  3 0 ] 2 5 1 , 1 7 2 , 2 2 6 ,  [ 8 0  1 1  3 2 ] 3 7 0 , 3 6 1 , 3 6 0 ,  [ 8 4  1 1  3 6 ] 5 4 1 , 5 3 7 ,  
J  ,  1 6 2 , 1 9 9 ,  1 9 ,  ,  ' 3 6 6 , 3 1 0 ,  " 4 9 8 , 4 7 3 ,  
[
9 9  1 1  4 3 ]  2 ,  3 1 ,  4 1 ,  2 7 , 5 6 ,  [ 1 0 8  1 1  4 8 ] 2 5 1 ,  5 7 , 1 6 8 , 1 9 2 , 2 4 0 ,  
,  ' 8 3 , 1 6 4 , 1 4 6 , 1 2 5 ,  J '  1 3 2 , 1 0 9 ,  9 5 , 1 4 7 ,  
2 6 3  
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[
1 3 2  1 1  6 0 ]  4 6 , 2 3 4 , 2 2 8 , 2 3 5 , 2 3 7 , 1 8 8 ,  [ 1 4 0  1 1  6 3 ] 3 1 8 ,  2 4 , 3 0 1 , 1 3 7 , 2 7 4 ,  
,  ,  2 2 5 , 1 1 0 ,  9 3 , 1 8 2 , 1 0 2 ,  8 4 ,  "  3 1 1 , 3 0 7 , 2 9 3 , 2 9 1 ,  3 7 ,  
[
1 4 7  1 1  6 6 ] 4 1 2 , 5 4 3 , 4 2 3 , 4 7 7 ,  [ 1 5 0  1 1  6 8 ] 3 9 8 , 1 5 3 , 2 8 5 , 2 9 8 , 2 5 6 ,  
,  ' 5 4 7 , 4 7 8 , 4 1 5 ,  "  1 1 7 , 3 0 0 , 2 8 0 , 3 9 3 , 4 2 5 ,  
[
1 5 4  1 1  7 0 ]  6 , 1 2 1 , 2 4 9 , 1 2 4 , 2 4 6 , 2 1 6 , 1 5 3 ,  [ 1 6 5  1 1  7 6 ] 2 0 4 , 2 0 7 , 1 9 5 , 1 6 1 , 2 0 6 , 2 1 8 , 2 4 1 , 4 4 ,  
,  ,  1 1 1 ,  8 7 , 1 8 0 , 2 2 1 , 2 1 1 , 1 7 5 ,  1 8 ,  "  1 3 0 , 1 7 5 ,  8 6 , 1 1 6 , 2 1 4 , 2 2 7 , 1 4 5 ,  
[
2 5 2  1 1  1 2 0 ] 5 0 0 , 3 9 5 , 4 9 1 , 4 8 8 , 4 2 3 , 4 2 4 ,  [ 2 5 5  1 1  1 2 0 ] 6 9 6 , 6 8 3 , 6 7 7 ,  [ 4 6  1 2  1 6 ] 5 1 0 ,  
"  5 4 8 , 4 9 0 , 4 7 2 , 4 9 6 , 2 6 8 , 4 9 4 ,  "  6 8 4 , 6 6 6 ,  " 5 3 3 ,  
[
7 8  1 2  3 2 ] 6 4 4 ,  [ 7 8  1 2  3 2 ] 5 9 3 ,  [ 8 0  1 2  3 2 ] 4 8 7 , 4 7 0 ,  [ 1 0 5  1 2  4 4 ] 2 1 2 , 3 2 2 , 2 0 8 , 3 2 1 ,  
J  ,  6 4 3 ,  '  ,  6 1 1 ,  '  ,  4 7 4 , 4 5 6 ,  "  3 2 8 , 2 7 8 , 3 5 1 ,  
[
1 0 8  1 2  4 6 ]  2 ,  2 1 ,  5 5 ,  7 3 , 9 4 ,  [ 1 6 1  1 2  7 2 ] 5 2 4 , 4 5 8 , 5 1 0 , 5 1 8 ,  
,  ' 1 3 2 , 2 0 2 , 1 9 0 , 1 9 3 ,  " 4 2 6 , 5 4 4 , 5 1 5 ,  
[
1 6 8  1 2  7 6 ] 4 6 6 , 4 7 1 , 4 6 8 , 5 0 2 ,  [ 7 0  1 3  2 8 ] 3 5 5 , 3 0 7 , 1 6 5 ,  [ 8 0  1 3  3 2 ] 4 8 2 , 4 8 4 ,  
,  ,  4 8 9 , 3 8 0 , 5 4 6 , 4 0 8 ,  '  ' 2 6 4 , 2 6 9 ,  " 4 7 6 , 2 9 2 ,  
[
1 0 8  1 3  4 4 ] 3 8 1 , 3 7 2 , 4 2 2 ,  [ 1 1 2  1 3  4 8 ] 5 6 8 , 5 5 7 ,  [ 1 5 6  1 3  6 8 ] 6 2 7 , 6 1 6 ,  
,  ,  4 0 2 , 4 4 1 , 3 7 7 ,  "  5 5 1 , 5 3 8 ,  "  6 3 2 , 6 1 9 ,  
[
1 6 8  1 3  7 2 ] 5 6 9 , 5 6 2 , 5 6 5 ,  [ 1 8 0  1 3  8 0 ] 6 6 4 , 6 5 0 ,  [ 4 5  1 4  1 6 ]  4 , 2 6 2 ,  [ 8 4  1 4  3 2 ] 4 0 7 , 5 6 6 ,  
,  ,  5 6 3 , 5 7 0 , 5 5 9 ,  "  6 4 9 , 6 4 2 ,  '  ' 3 2 5 ,  " 5 7 1 ,  
[
1 0 8  1 4  4 4 ] 4 2 0 ,  9 0 , 4 5 9 ,  [ 1 1 7  1 4  4 8 ] 6 2 8 , 6 2 0 ,  [ 1 5 6  1 4  6 6 ] 5 7 3 , 6 2 9 ,  
,  ,  3 2 0 , 3 8 9 ,  8 0 ,  " 5 8 2 ,  " 6 2 1 , 6 0 6 ,  
[ 1 7 2 ,  1 4 ,  7  4]~~8'~~~' [ 2 3 4 ,  1 4 ,  104]~~g'~6g,~~~, [ 7 2 ,  1 5 ,  26]39~'~~~' [ 8 6 ,  1 5 ,  32]~~g' 
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  
[
1 1 2  1 5  4 4 ]  4 , 3 4 5 , 3 5 9 , 3 7 0 ,  [ 8 4  1 6  3 2 ]  3 4 , 5 0 9 ,  [ 9 0  1 6  3 2 ] 6 4 7 ,  
,  ' 3 3 2 , 2 5 2 , 3 7 5 ,  " 5 3 0 , 4 6 4 , "  6 5 9 ,  
[
9 6  1 6  3 6 ]  2 , 3 4 6 , 1 8 5 ,  [ 1 0 2  1 6  4 0 ] 5 9 6 , 6 0 9 ,  [ 1 0 5  1 6  4 0 ] 5 2 2 , 6 0 1 ,  
,  ,  3 4 1 , 3 3 8 , 2 5 5 ,  " 5 8 9 ,  " 5 9 2 ,  
[
1 4 0  1 6  5 6 ] 5 8 5 , 5 9 0 ,  [ 1 5 3  1 6  6 4 ] 6 6 1 , 6 7 6 ,  [ 1 7 0  1 6  7 2 ] 7 9 8 ,  [ 8 5  1 7  3 0 ]  2 , 3 8 8 , 3 2 6 ,  
,  ,  5 9 1 , 5 9 5 ,  " 6 9 0 ,  r ,  7 9 4 ,  '  J  2 5 3 , 2 3 3 ,  
[
9 0  1 7  3 2 ]  4 , 4 3 5 , 4 3 7 ,  [ 9 6  1 7  3 4 ]  9 2 , 5 2 0 ,  [ 1 0 2  1 7  3 8 ] 4 9 2 , 5 8 7 ,  
,  1  4 4 9 , 3 9 7 ,  " 5 2 5 , 5 5 4 ,  "  5 7 9 ,  
[
1 8 0  1 7  7 2 ]  4 , 3 8 2 , 4 4 8 , 4 4 0 , 4 3 8 ,  [ 1 8 6  1 7  7 6 ] 8 3 4 ,  [ 5 7  1 8  1 6 ]  4 . 4 3 3 ,  
,  ,  2 0 0 , 3 8 5 , 4 1 1 , 4 3 6 , 3 9 6 ,  "  8 4 3 ,  '  ,  4 6 0 ,  
[
7 2  1 8  2 4 ]  7 1 , 3 7 6 ,  [ 9 0  1 8  3 2 ]  2 , 4 2 9 , 4 4 7 ,  [ 9 5  1 8  3 2 ]  4 , 4 3 3 , 4 6 0 ,  [ 1 0 2  1 8  3 8 ] 7 3 5 ,  
,  ' 5 0 6 ,  "  4 3 4 , 4 4 6 ,  "  4 5 3 , 4 5 4 ,  " 7 1 0 ,  
[
1 5 3  1 8  6 2 ] 6 0 8 , 6 8 0 ,  [ 1 8 6  1 8  7 6 ] 8 4 1 ,  [ 9 5  1 9  3 2 ]  2 , 4 4 2 , 4 6 1 ,  
,  ' 6 7 1 ,  " 8 2 6 , "  4 6 2 , 4 6 5 ,  
[
1 5 3  1 9  6 0 ] 7 0 3 , 7 2 8 , 7 0 9 , 2  [ 2 0 4  1 9  8 1 ] , 0 1 , 7 0 0 ,  [ 2 1 0  1 9  8 4 ] 6 0 3 , 5 9 7 , 6 0 2 ,  
"  1 , 7 3 7 , 7 3 7 ,  " 6 9 3 , 6 9 2 ,  "  6 0 4 , 5 9 8 , 6 0 0 ,  
[
2 2 8  1 9  9 2 ] 7 3 8 , 7 4 1 ,  [ 6 0  2 0  1 7 ]  2 , 3 9 0 ,  [ 7 2  2 0  2 2 ] ' 3 0 , 4 0 5 ,  [ 8 1  2 0  2 6 ] 2 6 0 , 3 7 9 ,  
,  ,  7 4 5 , 7 4 2 ,  '  ' 5 0 4 ,  " 5 3 5 ,  " 5 6 0 ,  
[
9 9  2 0  3 4 ] 4 1 8 , 5 4 9 ,  [ 1 1 0  2 0  4 0 ] 7 2 6 ,  [ 1 6 5  2 0  6 4 ] 6 3 0 , 7 3 0 ,  [ 1 7 0  2 0  6 6 ] 8 0 7 ,  
,  ' 5 7 7 ,  " 7 1 5 , "  7 2 9 ,  " 7 9 3 ,  
[
2 0 5  2 0  8 0 ] 6 2 6 , 6 3 8 , 6 3 6 ,  [ 2 2 0  2 0  8 8 ] 7 2 0 , 7 5 0 ,  [ 5 4  2 1  1 4 ] 5 5 5 ,  [ 6 2  2 1  1 7 ] 5 7 4 ,  
,  ' 6 1 5 , 6 3 1 ,  " 7 2 1 , 7 3 1 , "  5 3 2 ,  '  ,  5 5 2 ,  
[
6 3  2 1  1 8 ]  2 , 5 1 6 ,  [ 6 6  2 1  2 0 ]  4 , 3 4 8 ,  [ 8 1  2 1  2 4 ] 4 3 1 , 1 8 3 ,  [ 8 4  2 1  2 7 ]  2 , 5 0 5 ,  
,  ' 4 9 3 ,  " 4 8 0 ,  " 5 6 1 ,  " 4 0 1 , 4 6 9 ,  
[
9 3  2 1  3 1 ] 2 4 5 , 5 7 5 ,  [ 1 0 0  2 1  3 2 ] 5 4 0 , 5 2 1 ,  [ 1 0 5  2 1  3 6 ]  2 , 4 8 5 , 4 9 7 ,  [ 1 1 0  2 1  3 6 ] 6 1 7 ,  
,  ' 5 6 4 ,  " 5 5 0 , 5 5 6 , "  5 0 1 , 5 4 5 ,  " 7 3 9 ,  
[
2 2 0  2 1  8 6 ] 7 1 9 , 7 4 9 ,  [ 5 6  2 2  1 4 ] 4 5 2 ,  [ 6 6  2 2  1 8 ]  2 , 1 7 8 ,  [ 1 1 0  2 2  3 6 ]  2 , 5 3 1 , 5 2 9 ,  
,  ,  7 2 3 , 6 9 7 ,  '  )  5 6 7 ,  '  ' 5 2 3 ,  " 5 1 2 , 5 2 6 ,  
[ 1 8 4 ,  2 2 ,  68]~t~'~~1' [ 2 5 4 ,  2 2 ,  102]~~~' [ 9 2 ,  2 3 ,  28]51N~~' [ 2 1 0 , 2 3 ,  8 0 m r '  
,  ,  ,  ,  ,  ,  
[ 7 5 ,  2 4 ,  20]55~,77, [ 9 6 ,  2 4 ,  28]52N~~' [ 1 1 0 ,  2 4 ,  36m~' [ 7 5 ,  2 5 ,  2 0 ] 5 3 § , 5 3 6 ,  
,  ,  ,  ,  ,  
[ 9 0 ,  2 5 ,  25]~~8: [ 1 1 0 ,  2 5 ,  3 5 ] m :  [ 9 3 ,  2 6 ,  26]~~~:581, [ 1 0 2 ,  2 6 ,  32m~: 
[ 1 0 4 , 2 6 ,  3 2 m z , m ,  [ 1 0 2 ,  2 7 ,  3 0 ] m '  [ 1 8 2 ,  2 7 ,  64]~iY' [ 1 0 5 ,  3 0 ,  28]~~~,624, 
,  ,  ,  ,  ,  
[
1 1 0  3 0  3 2 ] 7 5 5 ,  [ 1 8 9  3 0  6 4 ] 7 6 7 , 7 6 8 ,  [ 1 6 5  3 1  5 1 ] 7 5 3 , 7 5 8 ,  [ 1 0 2  3 2  2 6 ] 7 2 2 ,  
,  ,  7 5 9 ,  " 7 6 6 ,  " 6 9 5 ,  " 6 8 9 ,  
2 6 4  
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[
1 0 2  3 3  2 6 ] 6 8 5 ,  [ 1 7 0  3 3  5 2 ] 8 0 1 ,  [ 1 7 8  3 3  5 6 ] 8 1 3 ,  [ 2 0 7  3 3  6 8 ] 7 7 2 , 7 7 1 ,  
,  ,  6 9 1 ,  "  8 0 8 ,  "  7 9 6 ,  "  7 6 9 ,  
[
1 1 0  3 4  2 8 ] 7 4 3 ,  [ 1 7 0  3 4  5 0 ] 6 1 3 , 6 1 4 , 6 1 0 ,  [ 1 7 8  3 4  5 4 ] 8 0 9 ,  [ 1 1 0  3 5  2 7 ] 7 4 8 ,  
,  ,  7 6 1 ,  ' J  6 1 2 , 5 9 4 ,  ' J  8 1 4 ,  ' J  7 4 0 ,  
[
1 0 8  3 6  2 6 ] 3 5 7 , 3 6 9 ,  [ 1 7 0  3 6  5 0 ] 8 0 6 ,  [ 1 8 2  3 6  5 6 ] 8 2 0 ,  [ 1 1 1  3 7  2 6 ] 3 5 6 , 3 7 1 ,  
J  ' 3 7 4 ,  " 8 0 2 , "  8 3 5 ,  "  3 7 8 ,  
[ 1 8 2 ,  3 7 ,  54]~56: [ 1 1 4 ,  3 8 ,  2 7 ] d :
6 3 5
,  [ 1 8 2 ,  3 9 ,  52]~~~: [ 1 0 2 ,  4 0 ,  2 2 ] m :  
[ 1 5 8 , 4 0 ,  4 3 i + § i :  [ 1 7 0 ,  4 0 ,  48]n~: [ 1 8 2 , 4 0 ,  5 2 ] m :  [ 1 7 0 ,  4 1 ,  46]~g~: 
[ 1 9 0 ,  4 1 ,  55m~: [ 1 8 2 ,  4 2 ,  50]~~.l: [ 1 7 2 ,  4 3 ,  45]~gUgi: [ 2 1 0 ,  4 3 ,  60]~g~: 
[ 1 7 8 , 4 4 ,  4 8 ] m :  [ 1 4 6 ,  4 5 ,  36m~: [ 1 8 6 ,  4 5 ,  50m~: [ 2 0 0 ,  4 5 ,  54]m:~~~: 
[
2 1 9  4 5  6 2 ] 7 8 0 , 7 7 8 ,  [ 9 2  4 6  1 6 ] 2 8 3 ,  [ 1 9 6  4 6  5 2 ] 7 0 6 , 7 0 7 ,  [ 2 1 9  4 6  6 2 ] 7 7 3 , 7 7 5 ,  
,  ' 7 7 4 ,  ' J  3 5 8 ,  "  6 7 0 , 6 6 8 ,  "  7 8 2 ,  
[
1 8 6  4 7  4 8 ] 8 1 5 ,  [ 2 1 0  4 7  5 6 ] 8 5 2 ,  [ 2 2 5  4 7  6 1 ] 7 8 5 , 7 8 6 ,  
,  ,  8 4 4 ,  "  8 5 3 ,  "  7 8 7 ,  
[
2 3 5  4 7  6 6 ]  2 , 6 7 3 , 6 7 5 ,  [ 1 7 0  4 8  4 2 ] 7 9 9 ,  [ 1 8 6  4 8  4 8 ] 8 4 2 ,  
,  ' 6 8 1 , 6 8 2 ,  " 7 9 7 , "  8 4 5 ,  
[ 2 0 4 , 4 8 ,  5 4 m m g :  [ 1 7 0 ,  4 9 ,  41]~g5: [ 1 8 2 ,  4 9 ,  45]~i~: [ 2 0 0 ,  4 9 ,  52]~bHli: 
[
2 1 0  4 9  5 4 ] 8 5 0 ,  [ 1 8 6  5 0  4 6 ] 8 3 2 ,  [ 2 2 0  5 0  5 8 ] 7 5 2 , 7 5 6 ,  [ 2 2 5  5 0  6 0 ] 7 8 4 , 7 8 3 ,  
,  ,  8 5 4 ,  "  8 4 7 ,  "  7 4 6 , 7 6 2 ,  "  7 7 6 ,  
[
2 5 0  5 0  7 0 ] 7 0 8 , 6 7 2 , 7 1 7 ,  [ 1 8 6  5 1  4 5 ] 8 3 7 ,  [ 1 8 6  5 7  4 2 ] 8 4 6 ,  
,  ' 7 1 8 , 6 9 4 ,  " 8 3 6 , "  8 2 2 ,  
S p o r a d i c  C o d e s  
s e e d s  =  1 8 9  ( 1 1  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  2 5 2 9 .  
[ 4 4 , 6 , 2 1 ]  [ 2 3 , 7 , 9 ]  [ 5 9 , 7 , 2 8 ]  [ 9 2 , 7 , 4 5 ]  [ 1 0 4 , 7 , 5 1 ]  [ 1 3 8 , 7 , 6 8 ]  [ 1 4 2 , 7 , 7 0 ]  
[ 1 4 5 , 7 , 7 2 ]  [ 1 4 9 , 7 , 7 3 ]  [ 1 5 2 , 7 , 7 5 ]  [ 3 3 , 8 , 1 4 ]  [ 3 6 , 8 , 1 6 ]  [ 4 2 , 8 , 1 8 ]  [ 4 5 , 8 , 2 0 ]  
[ 5 8 , 8 , 2 6 ]  [ 6 0 , 8 , 2 7 ]  [ 6 5 , 8 , 3 0 ]  [ 7 4 , 8 , 3 4 ]  [ 7 6 , 8 , 3 5 ]  [ 8 1 , 8 , 3 8 ]  [ 8 9 , 8 , 4 2 ]  
[ 9 2 , 8 , 4 4 ]  [ 9 9 , 8 , 4 8 ]  [ 1 0 5 , 8 , 5 0 ]  [ 1 0 8 , 8 , 5 2 ]  [ 1 1 5 , 8 , 5 6 ]  [ 1 2 0 , 8 , 5 8 ]  [ 1 5 9 , 8 , 7 8 ]  
[ 1 6 2 , 8 , 8 0 ]  [ 1 8 8 , 8 , 9 3 ]  [ 2 1 3 , 8 ,  1 0 5 ]  [ 2 1 6 , 8 ,  1 0 7 ]  [ 2 2 0 , 8 ,  1 0 9 ]  [ 2 2 9 , 8 ,  1 1 3 ]  
[ 2 3 2 , 8 , 1 1 5 ]  [ 2 3 6 , 8 , 1 1 7 ]  [ 2 4 4 , 8 , 1 2 1 ]  [ 3 7 , 9 , 1 5 ]  [ 7 6 , 9 , 3 4 ]  [ 7 9 , 9 , 3 6 ]  
[ 1 2 3 , 9 , 5 8 ]  [ 1 2 6 , 9 , 6 0 ]  [ 1 3 0 , 9 , 6 2 ]  [ 1 3 3 , 9 , 6 4 ]  [ 1 4 7 , 9 , 7 0 ]  [ 1 5 9 , 9 , 7 6 ]  
[ 1 6 2 , 9 , 7 8 ]  [ 1 6 5 , 9 , 8 0 ]  [ 1 7 5 , 9 , 8 4 ]  [ 1 7 8 , 9 , 8 6 ]  [ 2 4 2 , 9 ,  1 1 8 ]  [ 2 4 5 , 9 ,  1 2 0 ]  
[ 5 3 , 1 0 , 2 2 ]  [ 5 6 ,  1 0 ,  2 4 ]  [ 9 3 , 1 0 , 4 2 ]  [ 1 2 4 , 1 0 , 5 7 ]  [ 1 2 7 , 1 0 , 5 9 ]  [ 1 3 2 ,  1 0 , 6 1 ]  
[ 1 3 5 , 1 0 , 6 3 ]  [ 1 4 2 ,  1 0 , 6 5 ]  [ 1 4 6 , 1 0 , 6 8 ]  [ 1 5 9 , 1 0 , 7 4 ]  [ 1 6 2 , 1 0 , 7 6 ]  [ 1 6 8 , 1 0 , 8 0 ]  
[ 1 7 4 , 1 0 , 8 2 ]  [ 1 7 7 , 1 0 , 8 4 ]  [ 7 0 , 1 1 , 2 9 ]  [ 7 3 , 1 1 , 3 1 ]  [ 9 7 ,  1 1 , 4 2 ]  [ 1 0 3 , 1 1 , 4 6 ]  
[ 1 0 6 , 1 1 , 4 8 ]  [ 1 1 3 ,  1 1 , 5 0 ]  [ 1 1 6 ,  1 1 , 5 2 ]  [ 1 1 9 ,  1 1 , 5 4 ]  [ 1 2 9 , 1 1 , 5 8 ]  [ 1 3 7 , 1 1 , 6 1 ]  
[ 1 6 8 , 1 1 , 7 7 ]  [ 1 7 2 , 1 1 , 8 0 ]  [ 3 4 , 1 2 , 1 2 ]  [ 3 9 ,  1 2 ,  1 4 ]  [ 7 2 , 1 2 , 2 9 ]  [ 7 5 ,  1 2 , 3 1 ]  
[ 9 1 , 1 2 , 4 0 ]  [ 1 6 5 , 1 2 , 7 4 ]  [ 1 9 5 , 1 2 , 8 9 ]  [ 1 9 9 , 1 2 , 9 1 ]  [ 2 4 3 , 1 2 , 1 1 3 ]  [ 3 2 ,  1 3 ,  1 0 ]  
2 6 5  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 7 5 , 1 3 , 3 0 ]  [ 1 5 1 , 1 3 , 6 5 ]  [ 1 5 5 , 1 3 , 6 7 ]  [ 1 5 9 , 1 3 , 6 9 ]  [ 1 6 2 , 1 3 , 7 1 ]  [ 2 3 , 1 4 , 5 ]  
[ 3 6 , 1 4 , 1 1 ]  [ 1 9 8 , 1 4 , 8 9 ]  [ 2 0 2 , 1 4 , 9 1 ]  [ 2 1 6 , 1 4 , 9 7 ]  [ 2 2 0 , 1 4 , 9 9 ]  [ 2 2 4 ,  1 4 ,  1 0 1 ]  
[ 2 2 7 , 1 4 , 1 0 3 ]  [ 2 3 5 ,  1 4 ,  1 0 5 ]  [ 2 3 9 , 1 4 , 1 0 7 ]  [ 2 4 3 , 1 4 , 1 0 9 ]  [ 2 4 6 , 1 4 , 1 1 1 ]  
[ 2 5 3 , 1 4 , 1 1 3 ]  [ 3 6 , 1 6 , 1 0 ]  [ 4 5 , 1 6 , 1 3 ]  [ 4 8 ,  1 6 ,  1 5 ]  [ 7 8 , 1 6 , 2 9 ]  [ 9 1 ,  1 6 , 3 3 ]  
[ 2 0 3 , 1 6 , 8 9 ]  [ 2 0 7 , 1 6 , 9 1 ]  [ 2 1 1 ,  1 6 , 9 3 ]  [ 2 1 4 , 1 6 , 9 5 ]  [ 2 2 3 , 1 6 , 9 7 ]  [ 2 2 7 , 1 6 , 9 9 ]  
[ 2 3 1 , 1 6 , 1 0 1 ]  [ 2 3 4 , 1 6 , 1 0 3 ]  [ 2 4 0 , 1 6 , 1 0 5 ]  [ 2 4 3 , 1 6 , 1 0 7 ]  [ 2 4 6 ,  1 6 ,  1 0 9 ]  
[ 3 2 , 1 7 , 8 ]  [ 5 6 , 1 7 , 1 7 ]  [ 8 3 , 1 7 , 2 9 ]  [ 9 8 , 1 7 , 3 5 ]  [ 1 6 8 , 1 7 , 6 8 ]  [ 2 4 2 , 1 7 , 1 0 5 ]  
[ 2 3 1 ,  1 8 , 9 5 ]  [ 2 3 6 ,  1 8 , 9 9 ]  [ 2 4 1 ,  1 8 ,  1 0 3 ]  [ 2 4 6 ,  1 8 ,  1 0 7 ]  [ 1 6 8 ,  1 9 , 6 6 ]  [ 1 7 1 ,  1 9 , 6 8 ]  
[ 1 7 7 , 1 9 , 6 9 ]  [ 2 2 5 , 1 9 , 9 1 ]  [ 2 3 3 , 2 0 , 9 5 ]  [ 2 3 9 , 2 0 , 9 9 ]  [ 2 4 4 , 2 0 , 1 0 3 ]  
[ 2 0 5 , 2 1 , 8 0 ]  [ 2 1 2 , 2 1 , 8 2 ]  [ 2 1 4 , 2 1 , 8 3 ]  [ 2 1 7 , 2 1 , 8 5 ]  [ 3 8 , 2 2 , 8 ]  [ 8 5 , 2 2 , 2 6 ]  
[ 3 3 , 2 3 , 5 ]  [ 9 5 , 2 3 , 3 1 ]  [ 1 0 5 , 2 3 , 3 3 ]  [ 8 9 , 2 4 , 2 5 ]  [ 9 4 , 2 4 , 2 8 ]  [ 5 1 , 2 5 , 1 1 ]  
[ 9 5 , 2 5 , 2 7 ]  [ 4 9 , 2 7 , 9 ]  [ 1 2 7 , 3 0 , 3 7 ]  [ 4 8 , 3 1 , 8 ]  [ 5 5 , 3 1 , 1 0 ]  [ 8 1 , 3 1 , 2 0 ]  [ 4 7 , 3 6 , 5 ]  
[ 8 7 , 3 6 , 2 0 ]  [ 8 1 , 4 2 , 1 4 ]  [ 7 8 , 4 6 , 1 1 ]  [ 7 2 , 4 7 , 9 ]  [ 6 9 , 5 0 , 8 ]  [ 7 7 , 5 1 , 9 ]  [ 8 2 , 6 8 , 6 ]  
[ 1 5 6 , 6 8 , 2 7 ]  [ 8 9 , 6 9 , 8 ]  [ 1 4 9 , 6 9 , 2 5 ]  [ 1 5 6 , 7 2 , 2 5 ]  [ 1 4 2 , 7 4 , 2 1 ]  [ 9 6 , 7 5 , 8 ]  
[ 1 6 0 , 8 0 , 2 4 ]  [ 1 4 2 , 8 4 , 1 7 ]  [ 1 4 9 , 9 0 , 1 7 ]  [ 1 4 2 , 9 1 , 1 5 ]  [ 1 5 6 , 9 6 , 1 7 ]  [ 1 4 9 , 9 7 , 1 5 ]  
[ 1 4 2 , 9 8 , 1 3 ]  [ 1 6 3 , 1 0 2 , 1 7 ]  [ 1 5 6 , 1 0 3 , 1 5 ]  [ 1 4 9 , 1 0 4 , 1 3 ]  [ 1 4 2 ,  1 0 5 , 1 1 ]  
[ 1 7 0 , 1 0 8 , 1 7 ]  [ 1 6 3 , 1 0 9 , 1 5 ]  [ 1 5 6 , 1 1 0 , 1 3 ]  [ 1 4 9 , 1 1 1 , 1 1 ]  [ 1 4 2 , 1 1 2 , 9 ]  
[ 1 5 5 ,  1 3 3 ,  7 ]  [ 1 6 2 ,  1 3 9 , 7 ]  
C o n c a t e n a t i o n  
s e e d s  =  1 8 4  ( 9  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  2 4 4 6 .  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s :  9 5  s e e d s ,  1 5 0 7  t o t a l  
[ 1 7 6 , 2 0 , 6 8 ] ( [ 2 2 , 5 . 1 7 ] , 0 )  [ 1 8 4 ,  2 0 ,  7 2 ] ( [ 2 3 , 5 , 1 8 ] , 0 )  [ 1 9 2 , 2 0 , 7 6 ] ( [ 2 4 , 5 , 1 9 ] ' 0 )  
[ 2 0 0 , 2 0 , 8 0 ] ( [ 2 5 , 5 , 2 0 ] ' 0 )  [ 1 6 8 , 2 4 , 6 0 ] ( [ 2 1 , 6 , 1 5 ] ' 0 )  [ 1 7 6 ,  2 4 ,  6 4 ] ( [ 2 2 , 6 , 1 6 ] , 0 )  
[ 1 8 4 , 2 4 , 6 8 ] ( [ 2 3 , 6 , 1 7 ] ' 0 )  [ 1 9 2 , 2 4 , 7 2 ] ( [ 2 4 , 6 , 1 8 ] ' 0 )  [ 2 0 0 ,  2 4 ,  7 6 ] ( [ 2 5 , 6 , 1 9 ] , 0 )  
[ 9 6 , 2 7 , 2 6 ] ( [ 2 4 , 9 , 1 3 ] 8 )  [ 1 7 6 ,  2 8 ,  6 0 ] ( [ 2 2 , 7 , 1 5 ] ' 0 )  [ 1 8 4 , 2 8 , 6 4 ] ( [ 2 3 , 7 , 1 6 ] ' 0 )  
[ 1 9 2 , 2 8 , 6 8 ] ( [ 2 4 , 7 , 1 7 ] ' 0 )  [ 2 0 0 ,  2 8 ,  7 2 ] ( [ 2 5 , 7 , 1 8 ] , 0 )  [ 1 0 5 , 3 2 , 2 6 ] ( [ 2 1 , 8 , 1 3 ] ' 0 )  
[ 1 6 8 , 3 2 , 5 2 ] ( [ 2 1 , 8 , 1 3 ] ' 6 )  [ 1 7 6 , 3 2 , 5 6 ] ( [ 2 2 , 8 , 1 4 ] , , )  [ 1 8 4 , 3 2 , 6 0 ] ( [ 2 3 , 8 , 1 5 ] ' 0 )  
[ 1 9 2 , 3 2 , 6 4 ] ( [ 2 4 , 8 , 1 6 ] ' 0 )  [ 2 0 0 , 3 2 , 6 8 ] ( [ 2 5 , 8 , 1 7 ] ' 0 )  [ 2 2 4 , 3 2 , 7 6 ] ( [ 2 8 , 8 , 1 9 ] ' 0 )  
[ 2 3 2 , 3 2 , 8 0 ] ( [ 2 9 , 8 , 2 0 ] ' 0 )  [ 1 1 0 , 3 6 , 2 6 ] ( [ 2 2 , 9 , 1 3 ] , , )  [ 1 6 8 ,  3 6 ,  4 8 ] ( [ 2 1 , 9 , 1 2 ] , 0 )  
2 6 6  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 1 7 6 , 3 6 , 5 2 ] ( [ 2 2 , 9 . 1 3 ] ' 6 )  [ 1 8 4 , 3 6 , 5 6 ] ( [ 2 3 , 9 , 1 4 ] , 6 )  [ 1 9 2 , 3 6 , 6 0 ] ( [ 2 4 , 9 , 1 5 ] , 6 )  
[ 2 0 0 , 3 6 , 6 4 ] ( [ 2 5 , 9 , 1 6 ] 1 6 )  [ 2 2 4 , 3 6 , 7 2 ] ( [ 2 8 , 9 , 1 8 ] , 6 )  [ 2 3 2 , 3 6 , 7 6 ] ( [ 2 9 , 9 , 1 9 ] , 6 )  
[ 1 7 6 , 4 0 , 4 8 ]  ( [ 2 2 , 1 0 , 1 2 ] 1 6 )  [ 1 8 4 , 4 0 , 5 2 ] ( [ 2 3 , 1 0 , 1 3 ] , 6 )  [ 1 9 2 , 4 0 , 5 6 ] ( [ 2 4 , 1 0 , 1 4 ] , 6 )  
[ 2 0 0 , 4 0 , 6 0 ] ( [ 2 5 , 1 0 , 1 5 ] , 6 )  [ 2 2 4 , 4 0 , 6 8 ] ( [ 2 8 , 1 0 , 1 7 ] ' 6 )  [ 2 3 2 , 4 0 , 7 2 ] ( [ 2 9 , 1 0 , 1 8 ] , 6 )  
[ 1 5 5 , 4 4 , 3 8 ] ( [ 3 1 , 1 1 , 1 9 ] , 6 )  [ 1 6 0 , 4 4 , 4 0 ] ( [ 3 2 , 1 1 , 2 0 ] , 6 )  [ 1 6 5 , 4 4 , 4 2 ] ( [ 3 3 , 1 1 , 2 1 ] , 6 )  
[ 1 9 2 , 4 4 , 5 2 ] ( [ 2 4 , 1 1 , 1 3 ] , 6 )  [ 2 0 0 , 4 4 , 5 6 ] ( [ 2 5 , 1 1 , 1 4 ] , 6 )  [ 2 2 4 , 4 4 , 6 4 ] ( [ 2 8 , 1 1 , 1 6 ] , 6 )  
[ 2 3 2 , 4 4 , 6 8 ] ( [ 2 9 , 1 1 , 1 7 ] , 6 )  [ 1 6 0 , 4 8 , 3 8 ] ( [ 3 2 , 1 2 , 1 9 ] , 6 )  [ 1 6 5 , 4 8 , 4 0 ] ( [ 3 3 , 1 2 , 2 0 ] 1 6 )  
[ 1 8 0 , 4 8 , 4 4 ] ( [ 3 6 , 1 2 , 2 2 ] , 6 )  [ 2 0 0 , 4 8 , 5 2 ] ( [ 2 5 , 1 2 , 1 3 ] , 6 )  [ 2 2 4 , 4 8 , 6 0 ] ( [ 2 8 , 1 2 , 1 5 ] , 6 )  
[ 2 3 2 , 4 8 , 6 4 ] ( [ 2 9 , 1 2 , 1 6 ] 1 6 )  [ 2 4 0 , 4 8 , 6 8 ] ( [ 3 0 , 1 2 , 1 7 ] , 6 )  [ 2 4 8 , 4 8 , 7 2 ] ( [ 3 1 , 1 2 , 1 8 ] ' 6 )  
[ 2 5 6 , 4 8 , 7 6 ] ( [ 3 2 , 1 2 , 1 9 ] . 6 )  [ 1 5 5 ,  5 2 ,  3 4 ] ( [ 3 1 , 1 3 , 1 7 ] , 6 )  [ 1 6 0 , 5 2 , 3 6 ] ( [ 3 2 , 1 3 , 1 8 ] , 6 )  
[ 1 6 5 , 5 2 , 3 8 ] ( [ 3 3 , 1 3 , 1 9 ] , 6 )  [ 1 8 0 ,  5 2 ,  4 2 ] ( [ 3 6 , 1 3 , 2 1 ] . 6 )  [ 1 8 5 ,  5 2 ,  4 4 ] ( [ 3 7 , 1 3 , 2 2 ] , 6 )  
[ 1 9 0 , 5 2 , 4 6 ] ( [ 3 8 , 1 3 , 2 3 ] . 6 )  [ 2 0 5 , 5 2 , 5 0 ] ( [ 4 1 , 1 3 , 2 5 ] , 6 )  [ 2 1 5 ,  5 2 ,  5 4 ] ( [ 4 3 , 1 3 , 2 7 ] , 6 )  
[ 2 2 0 , 5 2 , 5 6 ] ( [ 4 4 , 1 3 , 2 8 ] . 6 )  [ 2 2 5 , 5 2 , 5 8 ] ( [ 4 5 , 1 3 , 2 9 ] . 6 )  [ 2 3 2 ,  5 2 ,  6 0 ] ( [ 2 9 , 1 3 , 1 5 ] , 6 )  
[ 2 4 0 , 5 2 , 6 4 ] ( [ 3 0 , 1 3 , 1 6 ] . 6 )  [ 2 4 8 , 5 2 , 6 8 ] ( [ 3 1 , 1 3 , 1 7 ] , 6 )  [ 2 5 6 ,  5 2 ,  7 2 ] ( [ 3 2 , 1 3 , 1 8 ] , 6 )  
[ 1 6 0 , 5 6 , 3 4 ] ( [ 3 2 , 1 4 , 1 7 ] . 6 )  [ 1 6 5 , 5 6 , 3 6 ] ( [ 3 3 , 1 4 , 1 8 ] , 6 )  [ 1 8 0 ,  5 6 ,  4 0 ] ( [ 3 6 , 1 4 , 2 0 ] , 6 )  
[ 1 8 5 , 5 6 , 4 2 ] ( [ 3 7 , 1 4 , 2 1 ] , 6 )  [ 1 9 0 , 5 6 , 4 4 ] ( [ 3 8 , 1 4 , 2 2 ] , 6 )  [ 2 0 5 ,  5 6 ,  4 8 ] ( [ 4 1 , 1 4 , 2 4 ] . 6 )  
[ 2 1 0 , 5 6 , 5 0 ] ( [ 4 2 , 1 4 , 2 5 ] , 6 )  [ 2 1 5 ,  5 6 ,  5 2 ] ( [ 4 3 , 1 4 , 2 6 J 1 6 )  [ 2 2 0 ,  5 6 ,  5 4 ] ( [ 4 4 , 1 4 , 2 7 ] , 6 )  
[ 2 2 5 , 5 6 , 5 6 ] ( [ 4 5 , 1 4 , 2 8 ] , 6 )  [ 2 4 8 , 5 6 , 6 4 ] ( [ 3 1 , 1 4 , 1 6 ] 1 6 )  [ 2 5 6 , 5 6 ,  6 8 ] ( [ 3 2 , 1 4 , 1 7 J 1 6 )  
[ 1 8 5 , 6 0 , 4 0 ] ( [ 3 7 , 1 5 , 2 0 ] , 6 )  [ 1 9 0 , 6 0 , 4 2 ] ( [ 3 8 , 1 5 , 2 1 ] , 6 )  [ 2 0 5 ,  6 0 ,  4 6 ] ( [ 4 1 , 1 5 , 2 3 ] , 6 )  
[ 2 1 0 , 6 0 , 4 8 ] ( [ 4 2 , 1 5 , 2 4 ] , 6 )  [ 2 1 5 , 6 0 , 5 0 ] ( [ 4 3 , 1 5 , 2 5 ] , 6 )  [ 2 2 0 ,  6 0 ,  5 2 ] ( [ 4 4 , 1 5 , 2 6 ] , 6 )  
[ 2 2 5 , 6 0 , 5 4 ] ( [ 4 5 , 1 5 , 2 7 ] , 6 )  [ 1 9 0 , 6 4 , 4 0 ] ( [ 3 8 , 1 6 , 2 0 ] , 6 )  [ 2 1 0 ,  6 4 ,  4 6 ] ( [ 4 2 , 1 6 , 2 3 ] , 6 )  
[ 2 1 5 , 6 4 , 4 8 ] ( [ 4 3 , 1 6 , 2 4 ] , 6 )  [ 2 2 0 , 6 4 , 5 0 ] ( [ 4 4 , 1 6 , 2 5 ] , 6 )  [ 2 2 5 ,  6 4 ,  5 2 ] ( [ 4 5 , 1 6 , 2 6 ] , 6 )  
[ 2 1 5 , 6 8 , 4 6 ] ( [ 4 3 , 1 7 , 2 3 ] ' 6 )  [ 2 2 0 , 6 8 , 4 8 ] ( [ 4 4 , 1 7 , 2 4 ] , 6 )  [ 2 2 5 ,  6 8 ,  5 0 ] ( [ 4 5 , 1 7 , 2 5 ] , 6 )  
[ 2 2 0 , 7 2 , 4 6 ] ( [ 4 4 , 1 8 , 2 3 ] , 6 )  [ 2 2 5 , 7 2 , 4 8 ] ( [ 4 5 , 1 8 , 2 4 ] . 6 )  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  5 6  s e e d s  ( 7  n e w ) ,  4 7 6  t o t a l  
[ 1 5 0 , 1 2 , 6 6 ] ( [ 5 0 , 6 , 3 3 ] , )  [ 1 5 3 ,  1 2 ,  6 8 ] ( [ 5 1 , 6 , 3 4 ] , )  [ 1 5 6 ,  1 2 , 7 0 ] ( [ 5 2 , 6 , 3 5 ] 4 )  
[ 1 5 9 , 1 2 , 7 2 ] ( [ 5 3 , 6 , 3 6 ] , )  [ 1 7 7 ,  1 2 ,  8 0 ] ( [ 5 9 , 6 , 4 0 ] . )  [ 1 8 0 ,  1 2 ,  8 2 ] ( [ 6 0 , 6 , 4 1 J 4 )  
[ 1 8 3 , 1 2 ,  8 4 ] ( [ 6 1 , 6 , 4 2 J , )  [ 1 8 6 ,  1 2 ,  8 6 ] ( [ 6 2 , 6 , 4 3 J 4 )  [ 1 8 9 ,  1 2 , 8 8 ] ( 1 6 3 , 6 , 4 4 ] 4 )  
[ 2 0 7 , 1 2 , 9 6 ] ( [ 6 9 , 6 , 4 8 ] , )  [ 1 7 1 ,  1 4 ,  7 4 ]  ( [ 5 7 , 7 , 3 7 J 4 )  [ 1 7 4 ,  1 4 ,  7 6 ]  ( [ 5 8 , 7 , 3 8 J , )  
2 6 7  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  1 F 2  
[ 1 7 7 , 1 4 , 7 8 ] ( [ 5 9 . 7 . 3 9 ] , )  [ 1 8 0 ,  1 4 ,  8 0 ] ( [ 6 0 , 7 , 4 0 ] , )  [ 1 8 3 ,  1 4 , 8 2 ] ( [ 6 1 , 7 , 4 1 ] , )  
[ 1 8 6 , 1 4 , 8 4 ] ( [ 6 2 , 7 , 4 2 [ , )  [ 1 8 9 ,  1 4 , 8 6 ] ( [ 6 3 , 7 , 4 3 ] , )  [ 1 9 2 ,  1 4 , 8 8 ] ( [ 6 4 , 7 , 4 4 ] , )  
[ 2 0 7 , 1 4 , 9 4 ] ( [ 6 9 , 7 , 4 7 ] , )  [ 2 1 0 ,  1 4 ,  9 6 ] ( [ 7 0 , 7 , 4 8 ] , )  [ 1 0 4 ,  1 6 , 4 0 ] ( [ 1 3 , 4 , 1 0 ] ' 6 )  
[ 1 1 2 , 1 6 , 4 4 ] ( [ 1 4 , 4 , 1 1 ] ' 6 )  [ 1 2 0 ,  1 6 , 4 8 ] ( [ 1 5 , 4 , 1 2 ] ' 6 )  [ 1 2 8 ,  1 6 , 5 2 ] ( [ 1 6 , 4 , 1 3 ] ' 6 )  
[ 1 4 4 , 1 6 , 5 8 ] ( [ 4 8 , 8 , 2 9 ] , )  [ 1 4 7 ,  1 6 , 6 0 ] ( [ 4 9 , 8 , 3 0 ] , )  [ 1 5 0 ,  1 6 , 6 2 ] ( [ 5 0 , 8 , 3 1 ] , )  
[ 1 6 2 , 1 6 , 6 6 ] ( [ 5 4 , 8 , 3 3 ] , )  [ 1 6 5 ,  1 6 ,  6 8 ] ( [ 5 5 , 8 , 3 4 J , )  [ 1 6 8 ,  1 6 ,  7 0 ]  ( [ 5 6 , 8 , 3 5 J , )  
[ 1 7 1 ,  1 6 ,  7 2 ] ( [ 5 7 , 8 , 3 6 J , )  [ 1 7 4 ,  1 6 , 7  4 ] ( [ 5 8 , 8 , 3 7 J , )  [ 1 7 7 ,  1 6 ,  7 6 ] ( [ 5 9 , 8 , 3 8 J , )  
[ 1 8 0 , 1 6 ,  7 8 ] ( [ 6 0 , 8 , 3 9 J , )  [ 1 8 3 ,  1 6 ,  8 0 ]  ( [ 6 1 , 8 , 4 0 J , )  [ 1 8 6 ,  1 6 , 8 2 ] ( [ 6 2 , 8 , 4 1 ] , )  
[ 1 8 9 , 1 6 ,  8 4 ] ( [ 6 3 , 8 , 4 2 J , )  [ 1 9 2 ,  1 6 ,  8 6 ]  ( [ 6 4 , 8 , 4 3 J , )  [ 1 9 5 ,  1 6 , 8 8 ] ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] , )  
[ 1 4 7 , 1 8 , 5 8 ] ( [ 4 9 , 9 , 2 9 ] , )  [ 1 5 0 ,  1 8 ,  6 0 ] ( [ 5 0 , 9 , 3 0 ] , )  [ 1 5 6 ,  1 8 ,  6 4 ] ( [ 5 2 , 9 , 3 2 J , )  
[ 1 8 0 , 1 8 ,  7 2 ]  ( [ 6 0 , 9 , 2 4 J , )  [ 2 0 1 ,  1 8 ,  8 2 ] ( [ 6 7 , 9 , 4 1 J , )  [ 2 0 4 ,  1 8 , 8 4 ] ( [ 6 8 , 9 , 4 1 ] , )  
[ 2 0 7 , 1 8 ,  8 6 ] ( [ 6 9 , 9 , 4 1 J , )  [ 2 1 0 ,  1 8 ,  8 8 ] ( [ 7 0 , 9 , 4 1 J , )  [ 2 1 3 ,  1 8 , 8 8 ] ( [ 7 1 , 9 , 4 1 ] , )  
[ 2 1 6 , 1 8 , 8 8 ] ( [ 7 2 , 9 , 4 4 ] , )  [ 2 0 7 , 2 2 , 7 8 ] ( [ 6 9 , 1 1 , 3 9 ] , )  [ 2 1 0 , 2 2 ,  8 0 ] ( [ 7 0 , 1 1 , 4 0 J , )  
[ 2 3 4 , 2 2 ,  9 2 ] ( [ 7 8 , 1 l , 4 6 ] , )  [ 2 3 7 , 2 2 ,  9 4 ] ( [ 7 9 , 1 l , 4 7 J , )  [ 2 4 0 , 2 2 ,  9 6 ] ( [ 8 0 , 1 l , 4 8 J , )  
[ 1 1 2 , 2 4 , 3 6 ] ( [ 1 4 , 6 , 9 ] ' 6 )  [ 1 3 6 ,  6 8 ,  2 4 ] ( [ 6 8 , 3 4 , 1 8 ] , )  
U s i n g  o t h e r  c o d e s :  
[ 1 8 3 , 8 ,  9 0 ] ( [ 6 1 , 4 , 4 5 J , )  [ 2 0 7 , 8 , 1 0 2 ] ( [ 6 9 , 4 , 5 1 ] , )  [ 1 5 3 ,  1 0 ,  7 2 ] ( [ 5 1 , 5 , 3 6 ] , )  
[ 2 1 3 , 1 2 ,  9 8 ] ( [ 7 1 , 6 , 5 5 J , )  [ 2 1 6 ,  1 2 ,  1 0 0 ] ( [ 7 2 , 6 , 5 5 ] , )  [ 2 1 9 ,  1 2 ,  1 0 2 ] ( [ 7 3 , 6 , 5 5 ] , )  
[ 2 2 2 , 1 2 , 1 0 4 ] ( [ 7 4 , 6 , 5 5 ] , )  [ 2 2 5 ,  1 2 ,  1 0 6 ] ( [ 7 5 , 6 , 5 5 ] , )  [ 2 2 8 ,  1 2 ,  1 0 8 ] ( [ 7 6 , 6 , 5 5 ] , )  
[ 2 3 1 , 1 2 ,  1 1 0 ]  ( [ 7 7 , 6 , 5 5 J , )  [ 2 3 4 ,  1 2 , 1 1 2 ] ( [ 7 8 , 6 , 5 6 ] , )  [ 1 3 2 , 1 6 ,  5 4 ] ( [ 4 4 , 8 , 2 7 J , )  
[ 1 3 6 , 1 6 , 5 6 ] ( [ 1 7 , 4 , 1 4 ] ' 6 )  [ 1 3 6 , 2 0 ,  5 2 ] ( [ 1 7 , 5 , 1 3 J 1 6 )  [ 1 3 6 , 3 2 , 4 0 ] ( [ 1 7 , 8 , 1 0 ] ' 6 )  
[ 1 8 0 , 4 2 , 4 8 ] ( [ 6 0 , 2 1 , 2 4 ] , )  [ 1 8 0 , 6 0 , 3 8 ] ( [ 3 0 , 1 2 , 1 9 ] , , )  [ 1 7 4 , 6 5 , 3 4 ] ( [ 2 9 , 1 3 , 1 7 ] , , )  
[ 1 8 0 , 6 5 , 3 6 ] ( [ 3 0 , 1 3 , 1 8 ] ' 2 )  [ 1 9 2 , 6 5 , 4 0 ] ( [ 3 2 , 1 3 , 2 0 ] ' 2 )  [ 1 9 8 , 6 5 , 4 2 ] ( [ 3 3 , 1 3 , 2 1 ] ' 2 )  
[ 1 6 8 , 7 0 ,  3 0 ] ( [ 2 8 , 1 4 , 1 5 J 3 2 )  [ 1 7 4 , 7 0 , 3 2 ] ( [ 2 9 , 1 4 , 1 6 ] ' 2 )  [ 1 8 0 ,  7 0 ,  3 4 ] ( [ 3 0 , 1 4 , 1 7 ] , 2 )  
[ 1 8 6 , 7 0 ,  3 6 ] ( [ 3 1 , 1 4 , 1 8 J , , )  [ 1 9 2 ,  7 0 ,  3 8 ] ( [ 3 2 , 1 4 , 1 9 J 3 2 )  [ 1 9 8 ,  7 0 ,  4 0 ] ( [ 3 3 , 1 4 , 2 0 ] , 2 )  
[ 1 8 0 , 7 5 , 3 2 ] ( [ 3 0 , 1 5 , 1 6 ] ' 2 )  [ 1 8 6 , 7 5 , 3 4 ] ( [ 3 1 , 1 5 , 1 7 ] ' 2 )  [ 1 9 2 ,  7 5 ,  3 6 ] ( [ 3 2 , 1 5 , 1 8 ] 3 2 )  
[ 1 9 8 , 7 5 , 3 8 ] ( [ 3 3 , 1 5 , 1 9 ] ' 2 )  [ 1 9 2 , 8 0 , 3 4 ] ( [ 3 2 , 1 6 , 1 7 ] 3 2 )  [ 1 9 8 , 8 0 , 3 6 ] ( [ 3 3 , 1 6 , 1 8 ] ' 2 )  
2 6 8  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
C o n s t r u c t i o n  X X  
s e e d s  =  6 7  ( 2 4  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  5 5 5 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  5 7  s e e d s  ( 2 1  n e w ) ,  5 2 7  t o t a l  
[ 1 5 3 , 1 4 , 6 5 ] ( [ 1 2 7 , 7 , 6 4 1 , 1 1 2 7 , 7 , 6 4 ] )  [ 1 5 7 ,  1 4 , 6 7 ] ( [ 1 2 7 , 7 , 6 4 1 , [ 1 2 7 , 7 , 6 4 ] )  
[ 1 6 1 , 1 4 , 6 9 ] ( [ 1 2 7 , 7 , 6 4 1 , 1 1 2 7 , 7 , 6 4 ] )  [ 1 6 4 ,  1 4 , 7 1 ] ( [ 1 2 7 , 7 , 6 4 [ , [ 1 2 7 , 7 , 6 4 ] )  
[ 1 5 4 , 1 5 , 6 5 ] ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 [ , [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  [ 1 5 8 , 1 5 , 6 7 ] ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 [ , [ 1 2 7 , 8 , 6 3 ] )  
[ 1 6 2 , 1 5 ,  6 9 ] ( 1 1 2 7 , 8 , 6 3 [ , [ 1 2 7 , 8 , 6 3 J )  [ 1 6 5 ,  1 5 ,  7 1 ] ( [ 1 2 7 , 8 , 6 3 1 , [ 1 2 7 , 8 , 6 3 J )  
[ 1 5 3 , 2 1 ,  5 7 ] ( [ 1 2 7 , 1 4 , 5 6 1 , [ 1 2 7 , 1 4 , 5 6 J )  [ 1 5 7 ,  2 1 ,  5 9 ] ( [ 1 2 7 , 1 4 , 5 6 1 , 1 1 2 7 , 1 4 , 5 6 J )  
[ 1 5 4 , 2 2 ,  5 7 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  [ 1 5 8 ,  2 2 ,  5 9 j ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 , 1 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  
[ 1 6 2 , 2 2 ,  6 1 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  [ 1 6 5 ,  2 2 ,  6 3 j ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 , 1 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  
[ 1 4 8 , 2 3 ,  5 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 [ , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  [ 1 5 1 , 2 3 ,  5 5 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 1 , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  
[ 1 6 0 , 2 3 ,  5 7 ] ( [ 1 3 6 , 2 2 , 4 9 1 , [ 1 3 6 , 1 5 , 5 7 J )  [ 1 6 4 , 2 3 ,  5 9 ]  ( [ 1 4 0 , 2 2 , 5 1 [ , [ 1 4 0 , 1 5 , 5 9 J )  
[ 1 5 4 , 2 4 ,  5 5 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 1 , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 J )  [ 1 6 4 ,  2 4 ,  5 8 ] ( [ 1 3 5 , 2 1 , 5 0 I , 1 1 3 5 , 1 4 , 5 8 J )  
[ 1 4 3 , 2 5 ,  5 0 ] ( [ 1 2 7 , 1 8 , 4 8 1 , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 1 l  [ 1 4 7 ,  2 5 ,  5 2 ] ( [ 1 2 7 , 1 8 , 4 8 ] , 1 1 2 7 , 2 1 , 4 8 J )  
[ 1 5 6 , 2 5 ,  5 5 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 ] , 1 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 l  [ 1 6 6 , 2 5 ,  5 8 j ( [ 1 3 5 , 2 1 , 5 0 I , [ 1 3 5 , 1 4 , 5 8 1 l  
[ 1 7 0 , 2 5 ,  6 0 ] ( [ 1 3 9 , 2 1 , 5 2 ] , [ 1 3 9 , 1 4 , 6 0 J )  [ 1 5 8 , 2 6 ,  5 5 ] ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 [ , [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 l  
[ 1 6 7 , 2 6 ,  5 7 ] ( [ 1 3 6 , 2 2 , 4 9 [ , [ 1 3 6 , 1 5 , 5 7 J )  [ 1 7 1 , 2 6 ,  5 9 j ( [ 1 4 0 , 2 2 , 5 1 [ , [ 1 4 0 , 1 5 , 5 9 1 l  
[ 1 4 6 , 2 8 ,  4 9 ] ( [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 [ , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 1 l  [ 1 5 0 ,  2 8 ,  5 1 ] ( [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 ] , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 1 l  
[ 1 5 7 , 2 8 ,  5 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 ] , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 1 l  [ 1 7 2 ,  2 8 ,  5 8 ] ( [ 1 2 7 , 1 4 , 5 6 ] , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 ] )  
[ 1 4 8 ,  2 9 ,  4 9 ]  ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 [ ' [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 ] )  [ 1 5 2 ,  2 9 ,  5 1  j ( [ 1 2 7 , 2 2 , 4 7 1 , 1 1 2 7 , 2 1 , 4 8 J )  
[ 1 5 9 , 2 9 , 5 3 ] ( [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 [ , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 ] )  [ 1 7 3 , 2 9 ,  5 7 ] ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 1 , 1 1 2 7 , 2 1 , 4 8 J )  
[ 1 7 7 ,  2 9 ,  5 9 ]  ( [ 1 2 7 , 1 5 , 5 5 ] , [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 J )  [ 1 5 4 ,  3 5 ,  4 6 ]  ( [ 1 2 7 , 2 8 , 4 4 ] , [ 1 2 7 , 2 8 , 4 0 J )  
[ 1 5 8 , 3 5 ,  4 8 ] ( [ 1 2 7 , 2 8 , 4 4 ] , [ 1 2 7 , 2 8 , 4 0 J )  [ 1 7 4 ,  3 5 ,  5 2 ] ( [ 1 2 7 , 2 1 , 4 8 [ , [ 1 2 7 , 2 8 , 4 4 1 l  
[ 7 3 ,  3 8 ,  1 3 ]  ( [ 6 3 , 3 5 , 1 2 ] , [ 6 3 , 3 2 , 1 0 1 l  [ 7 5 ,  3 9 ,  1 3 ]  ( [ 6 3 , 3 2 , 1 2 [ , [ 6 3 , 3 6 , 7 1 l  
[ 1 4 7 , 4 9 ,  3 4 ] ( [ 1 2 7 , 4 2 , 3 2 1 , [ 1 2 7 , 4 2 , 3 2 J )  [ 1 5 1 , 4 9 ,  3 6 ] ( [ 1 2 7 , 4 2 , 3 2 ] , [ 1 2 7 , 4 2 , 3 2 J )  
[ 1 4 7 , 5 0 ,  3 3 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 3 l j , [ 1 2 7 , 4 3 , 3 1 J )  [ 1 5 1 ,  5 0 ,  3 5 ] ( [ 1 2 7 , 4 3 , 3 1 [ , [ 1 2 7 , 4 3 , 3 1 ] )  
[ 1 6 7 , 5 0 ,  3 9 ] ( [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] , [ 1 2 7 , 4 3 , 3 1 1 l  [ 1 4 2 , 6 3 ,  2 5 ] ( [ 1 2 7 , 5 6 , 2 4 ] , [ 1 2 7 , 5 6 , 2 4 J )  
[ 1 4 9 , 6 3 ,  2 7 ] ( [ 1 2 7 , 5 6 , 2 4 ] , [ 1 2 7 , 5 6 , 2 4 1 l  [ 1 4 2 , 7 0 ,  2 3 ] ( [ 1 2 7 , 6 3 , 2 2 [ , [ 1 2 7 , 6 3 , 2 2 J )  
[ 1 4 3 , 7 1 ,  2 3 ] ( [ 1 2 7 , 6 4 , 2 1 [ , [ 1 2 7 , 6 4 , 2 1 J )  [ 1 4 6 , 7 7 ,  2 1 ] ( [ 1 2 7 , 7 0 , 1 8 ] , 1 1 2 7 , 7 o , 2 o l l  
2 6 9  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  ] [ 1 2  
[ 1 4 8 , 7 8 , 2 1 ] < [ 1 2 7 , 7 0 , 1 7 ] , [ 1 2 7 , 7 1 , 1 7 ] )  [ 1 5 2 ,  7 9 ,  2 2 ] ( [ 1 3 5 , 7 7 , 1 8 ] , [ 1 3 5 , 7 0 . 2 2 ] )  
[ 1 5 4 , 8 0 , 2 2 ] ( [ 1 3 5 , 7 7 , 1 8 ] , [ 1 3 5 , 7 0 , 2 2 ] )  [ 1 5 8 , 8 4 , 2 1 ] ( [ 1 2 7 , 7 7 , 1 6 ] , [ 1 2 7 , 7 0 , 2 0 ] )  
[ 1 5 9 , 8 5 , 2 1 ] ( [ 1 2 7 , 7 8 , 1 5 ] , [ 1 2 7 , 7 1 , 1 9 ] )  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s :  3  s e e d s  ( 3  n e w ) ,  8  t o t a l  
[ 2 1 9 , 1 8 , 8 9 ] ( [ 1 8 6 , 8 , 9 2 ] , [ 1 8 6 , 1 6 . 7 7 ] )  [ 2 2 4 ,  1 8 , 9 2 ] < [ 1 8 6 , 8 , 9 2 ] , [ 1 8 6 , 1 5 , 8 0 ] )  
[ 2 1 2 , 4 5 , 5 8 ]  ( [ 1 8 6 , 3 5 , 5 6 ] , [ 1 8 6 . 4 0 , 5 2 ] )  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n :  7  s e e d s ,  2 0  t o t a l  
[ 2 0 3 , 9 , 9 8 ] ( [ 1 8 9 , 3 , 1 0 8 ] , [ 1 8 9 , 6 , 9 6 ] )  [ 2 1 1 , 9 , 1 0 2 ] ( [ 1 8 9 , 3 . 1 0 8 ] , [ 1 8 9 , 6 , 9 6 ] )  
[ 2 1 4 , 9 , 1 0 4 ] ( [ 1 8 9 , 3 , 1 0 8 ] , [ 1 8 9 , 6 , 9 6 ] )  [ 2 2 8 , 9 , 1 1 2 ] ( [ 1 8 9 , 3 , 1 0 8 ] , [ 1 8 9 , 6 , 9 6 ] )  
[ 2 4 6 ,  1 0 ,  1 1 8 ]  ( [ 1 9 2 , 8 , 9 6 ] , [ 1 9 2 , 2 , 1 2 8 ] )  [ 2 4 9 ,  1 0 ,  1 2 0 ] < [ 1 9 2 , 8 , 9 6 ] , [ 1 9 2 , 2 , 1 2 8 ] )  
[ 2 5 6 , 5 7 , 6 6 ] ( [ 2 4 8 , 5 6 , 6 4 ] , [ 2 4 8 , 5 2 , 6 8 ] )  
G e n e r a l i z e d  C o n  c a t e n a t i o n  
s e e d s  =  6 0  ( 1  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  1 2 6 4 .  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s :  1 5  s e e d s ,  2 9 2  t o t a l  
[ 1 7 6 , 4 7 , 4 4 ] ( [ 2 2 , 1 1 , 1 1 ] ' 6 , [ 2 2 , 1 , 2 2 ] 8 )  [ 1 9 2 , 5 1 , 4 8 ] ( [ 2 4 , 1 2 , 1 2 ] ' 6 , [ 2 4 , 1 , 2 4 ] , )  
[ 2 0 0 , 5 1 , 5 0 ] ( [ 2 5 , 1 2 , 1 3 ] ' 6 , [ 2 5 , 1 , 2 5 ] 8 )  [ 2 0 0 ,  5 5 , 4 8 ] ( [ 2 5 , 1 3 , 1 2 ] ' 6 , [ 2 5 , 1 , 2 5 ] 8 )  
[ 2 3 2 , 5 5 , 5 8 ] ( [ 2 9 , 1 3 , 1 5 ] ' 6 , [ 2 9 , 1 , 2 9 ] 8 )  [ 2 3 2 ,  5 9 ,  5 6 ]  ( [ 2 9 , 1 4 , 1 4 ] ' 6 , [ 2 9 , 1 , 2 9 ] , )  
[ 2 4 0 , 5 9 , 6 0 ] ( [ 3 0 , 1 4 , 1 5 ] ' 6 , [ 3 0 , 1 , 3 0 ] 8 )  [ 2 0 0 , 6 2 , 4 4 ] ( [ 2 5 , 1 4 , 1 1 ] ' 6 , [ 2 5 , 2 , 2 2 ] , )  
[ 2 5 6 , 6 3 , 6 4 ] ( [ 3 2 , 1 5 , 1 6 ] ' 6 , [ 3 2 , 1 , 3 2 ] 8 )  [ 1 9 0 , 6 9 , 3 8 ] ( [ 3 8 , 1 7 , 1 9 ] ' 6 , [ 3 8 , 1 , 3 8 ] , )  
[ 2 1 0 , 7 3 , 4 2 ] < [ 4 2 , 1 8 , 2 1 ] ' 6 , [ 4 2 , 1 , 4 2 ] , )  [ 2 1 5 ,  7 7 ,  4 2 ] ( [ 4 3 , 1 9 , 2 1 ] ' 6 , [ 4 3 , 1 , 4 3 ] , )  
[ 2 1 6 , 9 6 , 3 4 ] ( [ 3 6 , 1 9 , 1 7 ] 3 2 , [ 3 6 , 1 , 3 6 ] , )  [ 2 1 6 ,  1 0 1 ,  3 2 ] ( [ 3 6 , 2 0 , 1 6 ] ' 2 , [ 3 6 , 1 , 3 6 ] , )  
[ 2 2 2 , 1 0 6 , 3 2 ] ( [ 3 7 , 2 1 , 1 6 ] 3 2 , [ 3 7 , 1 , 3 7 ] ' )  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  2 3  s e e d s  ( 1  n e w ) ,  2 3 5  t o t a l  
[ 2 2 5 , 1 3 , 1 0 4 ] ( [ 1 5 , 3 , 1 3 ] ' 6 , [ 1 5 , 1 , 1 5 ] ' )  [ 2 4 0 ,  1 3 ,  1 1 2 ] ( [ 1 6 , 3 , 1 4 ] ' 6 , [ 1 6 , 1 , 1 6 ] , )  
[ 1 6 0 , 1 7 , 6 4 ] < [ 1 0 , 5 , 4 ] 2 , [ 1 0 , 3 , 8 ] ' 6 )  [ 1 9 5 ,  1 7 , 8 0 ] ( [ 1 3 , 4 , 1 0 ] ' 6 , [ 1 3 , 1 , 1 3 ] , )  
[ 2 1 0 , 1 7 , 8 8 ] ( [ 1 4 , 4 , 1 1 ] ' 6 , [ 1 4 , 1 , 1 4 ] , )  [ 2 2 5 ,  1 7 , 9 6 ] ( [ 1 5 , 4 , 1 2 ] ' 6 , [ 1 5 , 1 , 1 5 ] , )  
[ 2 4 0 , 1 7 , 1 0 4 ] ( [ 1 6 , 4 , 1 3 ] ' 6 , [ 1 6 , 1 , 1 6 ] ' )  [ 9 6 ,  3 3 ,  2 4 ] ( [ 2 4 , 1 4 , 6 ] , , [ 2 4 , 9 , 1 2 ] . , [ 2 4 , 1 , 2 4 ] , )  
2 7 0  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
[ 7 2 , 4 1 ,  1 2 ] ( l 9 . 8 . 2 ] , , { 9 , 7 , 3 ] s , { 9 , 4 , 6 J , )  [ 1 0 8 ,  4 1 ,  2 4 ] ( J 2 7 , 1 6 , 6 ] , , { 2 7 , 1 2 , 1 2 J , , { 2 7 , 1 , 2 7 ] , )  
[ 1 8 3 ,  4 7 ,  4 6 ]  ( l 6 1 , 2 3 , 2 3 { . , { 6 1 , 1 , 6 1 ] ' )  [ 2 0 7 ,  4 7 ,  5 4 ]  ( l 6 9 , 2 3 , 2 7 J ,  , { 6 9 , 1 , 6 9 ] ' )  
[ 9 6 , 4 9 ,  1 6 ] < { 1 6 , 1 2 , 4 j . , { 1 6 , 8 , 8 ] s , { 1 6 , 1 , 1 6 ] , )  [ 1 8 6 , 4 9 ,  4 6 ] ( l 6 2 , 2 4 , 2 3 J , , { 6 2 , 1 , 6 2 ] , )  
[ 1 2 0 , 5 0 ,  2 4 ] ( l 3 0 , 1 9 , 6 ] , , { 3 0 , 1 5 , 1 2 J , , { 3 0 , 1 , 3 0 ] , )  [ 1 9 2 , 5 3 ,  4 6 ] ( l 6 4 , 2 6 , 2 3 J , , { 6 4 , 1 , 6 4 ] , )  
[ 2 3 6 , 6 1 ,  5 6 ] ( l 5 9 , 2 0 , 2 8 J 8 , { 5 9 , 1 , 5 9 ] , )  [ 2 4 0 , 6 1 ,  5 8 ] ( l 6 0 , 2 0 , 2 9 J 8 , { 6 0 , 1 , 6 0 J , )  
[ 2 4 0 , 6 4 ,  5 6 ] ( l 6 0 , 2 1 , 2 8 J 8 , { 6 0 , 1 , 6 0 ] , )  [ 2 4 4 ,  6 4 ,  5 8 ] ( l 6 1 , 2 1 , 2 9 J 8 , { 6 1 , 1 , 6 1 ] , )  
[ 2 5 6 , 7 3 ,  5 8 ] ( l 6 4 , 2 4 , 2 9 J 8 , { 6 4 , 1 , 6 4 ] , )  [ 1 9 8 , 9 6 ,  3 0 ] ( J 3 3 , 1 9 , 1 5 ] a , , { 3 3 , 1 , 3 3 ] , )  
[ 1 9 8 , 1 0 1 , 2 8 J ( { 3 3 , 2 0 , 1 4 ] " , { 3 3 , 1 , 3 3 ] , )  
U s i n g  o t h e r  c o d e s :  
[ 4 8 ,  1 7 ,  1 4 ]  ( J 1 6 , 8 ,  7 J , , { 1 6 , 1 , 1 6 ] , )  [ 9 6 ,  3 5 ,  2 2 ] < { 1 6 , 1 1 , 4 ] , , { 1 6 , 6 , 1 1 ] , 6 )  
[ 1 6 2 , 7 6 ,  2 6 ] ( J 2 7 , 1 5 , 1 3 J 3 2 , { 2 7 , 1 , 2 7 ] , )  [ 1 6 8 ,  7 6 ,  2 8 ]  ( J 2 8 , 1 5 , 1 4 J 3 2 , { 2 8 , 1 , 2 8 ] ' )  
[ 1 6 2 , 8 1 ,  2 4 ] ( J 2 7 , 1 6 , 1 2 ] a , , { 2 7 , 1 , 2 7 ] , )  [ 1 6 8 ,  8 1 ,  2 6 J ( J 2 8 , 1 6 , 1 3 J 3 2 , { 2 8 , 1 , 2 8 ] , )  
[ 1 7 4 , 8 1 ,  2 8 ] ( { 2 9 , 1 6 , 1 4 J 3 2 , { 2 9 , 1 , 2 9 ] , )  [ 1 8 0 ,  8 1 ,  3 0 J ( l 3 0 , 1 6 , 1 5 J 3 2 , { 3 0 , 1 , 3 0 ] , )  
[ 1 6 8 , 8 6 ,  2 4 ] ( J 2 8 , 1 7 , 1 2 ] a , , { 2 8 , 1 , 2 8 J 2 )  [ 1 7 4 ,  8 6 ,  2 6 J ( l 2 9 , 1 7 , 1 3 J 3 2 , { 2 9 , 1 , 2 9 ] , )  
[ 1 8 0 , 8 6 ,  2 8 J ( J 3 0 , 1 7 , 1 4 J 3 2 , { 3 0 , 1 , 3 0 J 2 )  [ 1 8 6 , 8 6 ,  3 0 ] ( J 3 1 , 1 7 , 1 5 ] a 2 , { 3 1 , 1 , 3 1 ] , )  
[ 1 9 2 , 8 6 ,  3 2 ] ( J 3 2 , 1 7 , 1 6 ] a 2 , { 3 2 , 1 , 3 2 ] , )  [ 1 9 8 ,  8 6 ,  3 3 ] ( J 3 3 , 1 7 , 1 7 J 3 2 , { 3 3 , 1 , 3 3 ] , )  
[ 1 7 4 , 9 1 ,  2 4 ] ( J 2 9 , 1 8 , 1 2 ] a 2 , { 2 9 , 1 , 2 9 J 2 )  [ 1 8 0 ,  9 1 ,  2 6 ]  ( J 3 0 , 1 8 , 1 3 ] a 2 , { 3 0 , 1 , 3 0 J 2 )  
[ 1 8 6 , 9 1 ,  2 8 ] ( J 3 1 , 1 8 , 1 4 J 3 2 , { 3 1 , 1 , 3 1 ] , )  [ 1 9 2 ,  9 1 ,  3 0 J ( J 3 2 , 1 8 , 1 5 ] a 2 , { 3 2 , 1 , 3 2 ] 2 )  
[ 1 9 8 , 9 1 ,  3 2 ] ( J 3 3 , 1 8 , 1 6 J 3 2 , { 3 3 , 1 , 3 3 ] , )  [ 1 8 6 , 9 6 ,  2 6 ] ( J 3 1 , 1 9 , 1 3 ] a 2 , { 3 1 , 1 , 3 1 ] , )  
[ 1 9 2 , 9 6 ,  2 8 ] ( J 3 2 , 1 9 , 1 4 J 3 2 , { 3 2 , 1 , 3 2 ] , )  [ 1 9 2 ,  1 0 1 ,  2 6 J ( J 3 2 , 2 0 , 1 3 j " , { 3 2 , 1 , 3 2 ] , )  
C y c l i c  C o d e s  
s e e d s  =  5 4  ( 1 0  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  1 2 8 5 .  
[ 5 1 , 8 , 2 4 ] 6 6 5  [ 8 9 ,  1 1 , 4 0 ] 7 9 0  [ 6 5 ,  1 3 ,  2 5 ] 1 4 7  [ 4 3 ,  1 5 ,  1 3 ] 5 7 8  [ 5 1 ,  1 7 ,  1 6 ] 6 2 3  
[ 5 1 , 1 9 ,  1 4 J 5 9 9  [ 5 5 , 2 1 , 1 5 ] 6 1 7  [ 7 3 , 2 7 , 2 0 ] 6 8 8  [ 8 7 , 3 1 ,  2 2 J 7 6 3  [ 9 3 , 3 3 , 2 2 ] 1 6 5  
[ 7 3 , 3 6 ,  1 6 J 6 3 9  [ 1 1 7 , 3 6 , 3 2 ] 1 9 5  [ 1 2 7 , 3 6 , 3 5 ] 8 3 8  [ 1 7 1 , 3 7 ,  4 8 J 8 6 5  [ 2 2 3 ,  3 7 ,  7 2 J 8 8 0  
[ 1 7 1 , 3 8 ,  4 8 j B 6 4  [ 2 2 3 ,  3 8 ,  7 1 ] 8 7 9  [ 1 9 5 , 4 0 ,  5 8 J 8 7 4  [ 1 9 5 , 4 1 , 5 6 ] 8 7 3  
[ 2 0 5 , 4 1 , 6 0 ] 8 7 5  [ 2 1 7 , 4 1 , 6 4 ] 8 7 8  [ 6 3 , 4 2 ,  8 J 5 5 3  [ 1 1 7 , 4 2 , 2 6 ] 7 8 9  [ 2 1 5 , 4 2 , 6 2 ] 8 7 7  
[ 1 2 9 , 4 4 , 3 0 ] 8 1 0  [ 1 9 5 , 4 5 , 5 2 ] 8 7 2  [ 6 3 , 4 6 , 7 ] 5 0 3  [ 2 1 7 , 4 6 ,  6 0 J
8 7 6  
[ 1 9 5 , 4 8 , 5 0 ] 8 7 1  
2 7 1  
T a b l e  A . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  1 F 2  
[ 1 1 7 , 4 9 , 2 4 ] 7 7 0  [ 1 9 5 , 4 9 ,  5 0 J
8 7 0  
[ 9 1 , 5 1 ,  1 4 J 6 4 8  [ 6 5 , 5 3 , 5 ] , 3 6  [ 1 9 5 , 5 3 ,  4 9 J 8 6 9  
[ 1 9 5 , 5 4 ,  4 8 J 8 6 8  [ 1 9 5 , 5 5 ,  4 7 J 8 6 7  [ 8 9 , 5 6 ,  1 1 J 6 0 7  [ 1 9 5 ,  5 6 ,  4 6 J 8 6 6  
[ 1 5 1 , 6 0 ,  3 2 J 8 3 9  [ 1 5 1 , 6 1 ,  3 1 J 8 2 8  [ 1 9 5 , 6 2 ,  4 4 J 8 6 3  [ 1 9 5 , 6 5 ,  4 2 J 8 6 2  
[ 1 9 5 , 6 6 ,  4 2 J 8 6 1  [ 1 9 5 , 6 7 ,  4 1 J 8 6 0  [ 1 4 1 ,  6 9 ,  2 4 ] 7 8 1  [ 1 5 1 , 7 6 ,  2 3 f 8 8  
[ 1 2 9 , 8 4 ,  1 4 J 6 7 9  [ 1 2 9 , 8 7 ,  1 3 J 6 5 7  [ 1 5 1 ,  1 0 6 ,  1 3 J 6 7 4  [ 1 5 1 ,  1 2 1 ,  8 J 5 8 4  
[ 1 9 5 , 1 4 3 ,  1 4 J 7 4 4  [ 2 5 7 ,  2 0 8 ,  1 4 ] 7 1 4  [ 2 5 5 , 2 2 9 ,  8 J 5 7 6  [ 2 5 5 , 2 3 0 , 8 ] 5 7 2  
B C H  C o d e s  
s e e d s  =  5 1 ,  t o t a l  c o d e s  =  8 3 2 1 .  
[ 6 4 , 1 0 ,  2 8 J 6 3 . 2 7  [ 3 2 ,  1 1 ,  1 2 ] ' 1 . 1 1  [ 6 3 ,  1 1 ,  2 6 J 6 3 . 1 8 . 4
8  
[ 2 5 6 ,  1 3 ,  1 2 0 ] 2 5 5 , 1 1 9  
[ 1 2 8 , 1 5 ,  5 6 J
1 2 7
, 5 5  [ 6 4 ,  1 6 ,  2 4 J 6 3 , 2 3  [ 6 4 ,  1 8 ,  2 2 J 6 3 , 2 1  [ 2 5 6 , 2 1 ,  1 1 2 J
2 5 5
, 1 1 1  
[ 1 2 8 , 2 2 ,  4 8 J
1 2 7
, 4 7  [ 8 9 ,  2 3 ,  2 8 J
8 9
, 1 9 , 1  [ 2 4 1 , 2 5 , 9 3 ] 2 4 1 , 4 9 , 6 5  [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] , 2 7 , 4 3  
[ 2 3 3 , 3 0 , 8 8 ] 2 3 3 , 2 9  [ 6 4 , 3 6 ,  1 2 J 6 3 , 1 1  [ 2 5 6 , 3 7 ,  9 2 J
2 5 5
, 9 1  [ 2 5 5 , 3 8 , 9 0 ] 2 5 5 , 9 0 , 1 7 1  
[ 6 5 , 4 0 ,  l O J
6 5
, 6 , 0  [ 1 2 7 , 4 3 ,  3 1 J  1 2 7 , 2 9 , 1  [ 2 5 6 , 4 5 , 8 8 ] 2 5 5 , 8 7  [ 2 5 6 , 4 7 ,  8 6 J
2 5 5
, 8 5  
[ 1 2 8 , 5 0 ,  2 8 J
1 2 7
, 2 7  [ 1 2 8 , 5 7 ,  2 4 J 1 2 7 , 2 3  [ 1 2 8 , 6 4 ,  2 2 J
1 2 7
, 2 1  [ 1 2 8 , 7 1 ,  2 0 J
1 2 7
, 1 9  
[ 2 5 5 , 7 1 , 6 1 ] 2 5 5 , 5 9 , 1  [ 1 2 9 , 7 2 ,  1 8 J
I 2 9
, 9 , 0  [ 2 5 6 ,  7 9 ,  5 6 J
2 5 5
, 5 5  [ 1 2 9 , 8 6 , 1 4 ] , 2 9 , 7 , 0  
[ 2 5 6 , 8 7 ,  5 4 J
2 5 5
, 5 3  [ 2 5 6 ,  9 1 ,  5 2 ] 2 5 5 , 5 1  [ 2 5 6 , 9 9 ,  4 8 F
5 5
, 4 7  [ 1 2 9 ,  1 0 0 ,  l O J
I 2 9
, 5 , 0  
[ 2 5 6 ,  1 0 7 ,  4 6 J 2 5 5 , 4 5  [ 1 2 9 ,  1 1 4 , 6 ] , 2 9 , 3 . 0  [ 2 5 6 ,  1 1 5 ,  4 4 F
5 5
, 4 3  [ 1 4 5 ,  1 1 7 ,  8 J
I 4 5
, 3 . 2 1  
[ 1 5 1 , 1 2 1 ,  8 J
1 5 1
, 5  [ 2 5 6 ,  1 2 3 , 4 0 ] 2 5 5 , 3 9  [ 2 5 6 ,  1 3 1 ,  3 8 J
2 5 5
, 3 7  
[ 2 5 5 , 1 3 4 , 3 4 ] 2 5 5 , 3 4 , 2 3 9  [ 2 5 6 ,  1 3 9 ,  3 2 J
2 5 5
, 3 1  [ 2 5 6 ,  1 4 7 ,  3 o F
5 5
, 2 9  
[ 2 5 6 , 1 5 5 ,  2 8 F
5 5
, 2 7  [ 2 5 6 ,  1 6 3 ,  2 6 J
2 5 5
, 2 5  [ 2 5 6 ,  1 7 1 ,  2 4 J
2 5 5
, 2 3  [ 2 5 6 ,  1 7 9 ,  2 2 F 5 5 , 2 1  
[ 2 5 6 , 1 8 7 ,  2 o F
5 5
, 1 9  [ 2 5 6 ,  1 9 2 ,  1 7 F
5 7
, 1 8 , 2 4 9  [ 2 5 6 , 2 0 8 ,  1 3 J
2 5 7
, 1 4 , 2 5 1  
[ 2 5 6 , 2 2 3 ,  l O F
5 5
, 9  [ 2 5 6 , 2 2 4 , 9 ] 2 5 7 , 1 0 , 2 5 3  
R e s i d u e  C o d e s  
s e e d s  =  1 2 ,  t o t a l  c o d e s  =  1 5 4 9 .  
[ 1 8 , 9 ,  6 F  [ 2 4 ,  1 2 ,  8 F  [ 2 7 ,  1 4 ,  7 J 2  [ 2 5 6 ,  1 6 ,  1 1 3 J 1 6  [ 4 2 , 2 1 ,  l O F  [ 4 8 ,  2 4 ,  1 2 ] 2  
[ 8 0 , 4 0 , 1 6 ] 2  [ 9 0 , 4 5 ,  1 8 F  [ 1 0 4 , 5 2 ,  2 0 J 2  [ 1 0 7 , 5 4 , 1 9 ] 2  [ 1 5 1 ,  1 3 6 ,  5 J I O  
[ 2 5 7 , 2 4 1 , 4 ] , 6  
2 7 2  
T a b l e  A . l :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  2  
C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
s e e d s  =  1 2  ( 1 1  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  6 1 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  6  s e e d s  ( 5  n e w ) ,  2 9  t o t a l  
[ 1 5 8 , 3 6 , 4 5 ] ( [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] . [ 1 2 8 , 2 2 , 4 8 ] )  [ 1 4 0 ,  3 7 ,  3 7 ] ( [ 1 2 8 , 3 6 , 3 6 ] , [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] )  
[ 1 4 3 , 3 8 , 3 7 ] ( [ 1 2 8 , 3 6 , 3 6 ] , [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] )  [ 1 4 6 , 4 0 , 3 7 ] ( [ 1 2 8 , 3 6 , 3 6 ] , [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] )  
[ 7 4 , 4 3 ,  1 1 ] ( [ 6 4 , 3 9 , 1 0 ] , [ 6 4 , 3 6 , 1 2 ] )  [ 1 5 0 , 4 3 , 3 7 ] ( [ 1 2 8 , 3 6 , 3 6 ] , [ 1 2 8 , 2 9 , 4 4 ] )  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s :  1  s e e d s  ( 1  n e w ) ,  3  t o t a l  
[ 1 5 7 , 1 9 , 6 3 ] ( [ 1 5 3 , 1 8 , 6 2 ] , [ 1 5 3 , 1 6 , 6 4 ] )  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n :  1  s e e d s  ( 1  n e w ) ,  7  t o t a l  
[ 2 0 7 , 4 4 , 5 7 ]  ( [ 1 9 2 , 4 0 , 5 6 ] ' [ 1 9 2 , 3 6 , 6 0 ] )  
U s i n g  o t h e r  c o d e s :  
[ 2 2 1 , 4 1 , 6 5 ] ( [ 2 1 2 , 4 0 , 6 4 ] , [ 2 1 2 , 3 6 , 6 8 ] )  [ 2 2 4 , 4 2 , 6 5 ] ( [ 2 1 2 , 4 0 , 6 4 ] , [ 2 1 2 , 3 6 , 6 8 ] )  
[ 2 2 7 , 4 4 , 6 5 ] ( [ 2 1 2 , 4 0 , 6 4 ] , [ 2 1 2 , 3 6 , 6 8 ] )  [ 2 2 7 , 4 8 , 6 1 ] ( [ 2 1 2 , 4 4 , 6 0 ] , [ 2 1 2 , 4 0 , 6 4 ] )  
G e n e r a l i z e d  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s  
s e e d s  =  1 0  ( 9  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  4 8 .  
[ 2 1 7 , 2 0 , 8 6 ]  [ 2 1 7 , 2 4 , 8 2 ]  [ 2 1 7 , 2 8 , 7 8 ]  [ 1 5 6 , 3 2 , 4 8 ]  [ 2 1 7 , 3 2 , 7 4 ]  
[ 2 1 7 , 3 6 , 7 0 ]  [ 2 1 7 , 4 0 , 6 6 ]  [ 2 1 7 , 4 4 , 6 2 ]  [ 2 1 7 , 4 8 , 5 8 ]  [ 2 3 2 , 4 9 , 6 2 ]  
G o p p a  C o d e s  
s e e d s  =  8 ,  t o t a l  c o d e s  =  2 3 3 7 .  
[ 5 5 , 1 6 , 1 9 ]  [ 6 0 , 1 7 , 2 0 ]  [ 1 2 8 , 7 9 , 1 5 ]  [ 1 2 8 , 9 3 ,  l l ]  [ 1 2 8 , 1 0 7 , 7 ]  [ 2 5 6 , 2 0 0 , 1 5 ]  
[ 2 5 6 , 2 1 6 ,  l l ]  [ 2 5 6 , 2 3 2 , 7 ]  
2 7 3  
T a b l e  A . 2 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I )  
j  g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1  
2  
1  3  2  
4  3  5  
5  
6  6  
7  7  
8  
9  9  
a  1 0  
b  1 1  
d  
1 2  e  
1 3  f  1 4  1 1  1 5  1 3  
1 6  1 5  1 7  1 7  1 8  
1 9  I  
1 9  
1 d  2 0  
l e  
2 1  1 f  2 2  
2 0  2 3  
2 2  
2 4  2 3  
2 5  
2 4  2 6  2 5  2 7  2 7  2 8  
2 9  2 9  
2 a  3 0  
2 b  
3 1  2 d  3 2  2 e  3 3  
2 f  3 4  3 1  3 5  3 2  3 6  3 3  
3 7  
3 4  3 8  3 5  3 9  3 7  
4 0  3 9  4 1  3 b  4 2  
3 c  
4 3  3 d  
4 4  
3 e  4 5  
3 f  4 6  4 0  
4 7  
4 1  4 8  
4 8  
4 9  4 a  5 0  4 b  5 1  4 d  
5 2  4 e  5 3  4 f  5 4  5 0  
5 5  5 1  5 6  5 3  5 7  5 5  5 8  
5 7  5 9  5 b  6 0  
5 c  
,  
6 1  5 d  
6 2  
5 f  6 3  
6 2  6 4  6 7  6 5  
6 9  
6 6  
6 b '  
6 7  
6 d  6 8  6 f  6 9  7 5  7 0  
7 6  7 1  
7 7  
7 2  7 8  
7 3  7 b  
7 4  
7 d  7 5  
7 e  7 6  
7 f  
7 7  8 7  7 8  
8 b  
7 9  
9 1  
8 0  9 7  
8 1  
a 3  
8 2  a 5  8 3  a b  
8 4  a d  
8 5  
a f  8 6  b 2  
8 7  
b 5  8 8  
b 7  
8 9  b b  9 0  
b d  
9 1  
b f  9 2  
c 3  9 3  
c 6  9 4  
c d  9 5  
c f  9 6  
d 1  
9 7  
d 7  9 8  d f  9 9  e 6  1 0 0  
e d  1 0 1  e f  1 0 2  f 1  
1 0 3  
f 3  1 0 4  f 5  1 0 5  f 9  1 0 6  
f f  1 0 7  1 0 1  1 0 8  1 0 9  
1 0 9  l O b  1 1 0  1 1 7  1 1 1  1 2 4  
1 1 2  1 2 8  1 1 3  1 3 4  1 1 4  1 3 9  
1 1 5  1 3 d  
1 1 6  
1 4 4  1 1 7  
1 4 9  1 1 8  1 4 a  1 1 9  1 4 b  1 2 0  
1 4 c  
1 2 1  1 4 f  
1 2 2  
1 5 2  1 2 3  
1 5 b  1 2 4  1 5 c  
1 2 5  
1 5 f  1 2 6  
1 6 7  
1 2 7  1 6 a  
1 2 8  
1 6 d  1 2 9  
1 6 e  1 3 0  
1 6 f  1 3 1  
1 7 3  
1 3 2  1 7 5  
1 3 3  1 7 6  
1 3 4  
1 7 9  1 3 5  
1 7 a  1 3 6  1 8 9  
1 3 7  
1 8 e  
1 3 8  1 9 2  
1 3 9  1 9 4  1 4 0  1 9 7  1 4 1  1 a O  
1 4 2  1 a 4  1 4 3  1 a 7  1 4 4  
l a c  
1 4 5  
l a d  1 4 6  1 a f  1 4 7  1 b 5  
1 4 8  1 b c  1 4 9  1 c 3  1 5 0  
1 c 4  
1 5 1  
l e d  1 5 2  
1 c f  
1 5 3  1 d 1  1 5 4  
1 d 3  1 5 5  
1 d 5  
1 5 6  1 d 6  
1 5 7  1 d 9  1 5 8  1 d a  1 5 9  1 d b  1 6 0  
1 d c  1 6 1  1 e 3  1 6 2  
1 e 5  
1 6 3  
1 e 6  1 6 4  
1 e 9  
1 6 5  l e a  1 6 6  
l e e  1 6 7  
l e e  
1 6 8  
1 e f  
2 7 4  
T a b l e  A . 2 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
j  g ( x )  
j  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1 6 9  l f 1  1 7 0  1 f 2  1 7 1  l f 4  1 7 2  1 f 7  1 7 3  l f d  1 7 4  2 0 1  
1 7 5  2 0 f  1 7 6  2 1 3  1 7 7  2 1 9  1 7 8  2 2 7  1 7 9  2 5 7  1 8 0  
2 6 8  
1 8 1  2 6 d  1 8 2  2 8 c  1 8 3  2 9 3  1 8 4  2 9 b  1 8 5  2 a 3  1 8 6  2 a 7  
1 8 7  2 a b  1 8 8  2 b d  1 8 9  2 c b  1 9 0  2 f 7  1 9 1  
2 f b  1 9 2  3 5 5  
1 9 3  3 5 f  1 9 4  3 6 3  1 9 5  3 6 a  1 9 6  3 6 f  1 9 7  
3 7 9  
1 9 8  
3 7 b  
1 9 9  3 b 7  
2 0 0  
3 b b  
2 0 1  
3 b d  2 0 2  3 e b  2 0 3  3 f 3  2 0 4  4 0 0  
2 0 5  4 0 1  
2 0 6  
4 3 1  2 0 7  4 3 4  2 0 8  4 3 d  2 0 9  4 5 b  2 1 0  4 6 d  
2 1 1  
4 7 7  2 1 2  4 8 9  2 1 3  
4 9 f  2 1 4  4 a f  2 1 5  4 b f  2 1 6  4 c 3  
2 1 7  4 c 7  2 1 8  4 d O  2 1 9  4 e 9  2 2 0  5 2 5  2 2 1  5 2 a  2 2 2  5 2 d  
2 2 3  5 3 7  
2 2 4  5 4 b  2 2 5  
5 5 2  2 2 6  5 9 9  2 2 7  
5 g e  
2 2 8  5 b O  
~29 
5 d d  2 3 0  
5 f 9  
2 3 1  6 3 d  2 3 2  6 6 5  2 3 3  6 7 7  2 3 4  6 9 1  
~35 
6 a 6  
2 3 6  
6 b 7  
2 3 7  
6 c f  2 3 8  6 f f  2 3 9  7 2 9  2 4 0  7 3 1  
~41 
7 4 b  2 4 2  
7 5 7  
2 4 3  
7 5 d  
2 4 4  
7 6 5  2 4 5  7 6 f  2 4 6  7 8 f  
~47 
7 a f  2 4 8  7 d f  2 4 9  7 e 4  2 5 0  
7 f b  
2 5 1  
8 0 1  2 5 2  8 5 7  
~53 
8 c 9  2 5 4  8 f l  2 5 5  8 f 5  2 5 6  8 f c  2 5 7  
9 2 f  
2 5 8  
9 3 5  
~59 
9 5 5  2 6 0  9 6 9  2 6 1  
9 8 5  
2 6 2  
9 9 9  
2 6 3  9 b d  2 6 4  
9 b e  
~65 
g e 7  
2 6 6  9 f 9  2 6 7  a 1 2  2 6 8  a 2 d  2 6 9  a 3 c  2 7 0  a 7 d  
~71 
a 9 6  2 7 2  a a f  2 7 3  a b 7  2 7 4  a b b  2 7 5  a b d  2 7 6  a c d  
~77 
a d 3  2 7 8  a d d  2 7 9  a e 4  2 8 0  a e 5  2 8 1  a e 7  2 8 2  b l f  
2 8 3  b 2 7  2 8 4  b 4 7  2 8 5  
b 4 d  2 8 6  b 5 3  2 8 7  b 5 4  2 8 8  b 7 9  
~89 
b 9 d  2 9 0  b b 3  2 9 1  
b b 4  2 9 2  b b f  2 9 3  b c 6  2 9 4  b d c  
~95 
b e 5  2 9 6  b f d  2 9 7  
c l 5  2 9 8  c 3 c  2 9 9  c 7 f  3 0 0  c 9 1  
~01 
c a d  3 0 2  d 6 4  
3 0 3  d 7 f  
3 0 4  
d 9 7  3 0 5  d a e  3 0 6  d b 5  
~07 
e a 4  3 0 8  e b 6  3 0 9  e d c  3 1 0  e f l  3 1 1  f 3 d  3 1 2  f 5 e  
~13 
f 6 c  3 1 4  f 6 f  3 1 5  f 9 f  3 1 6  f a a  3 1 7  f e d  3 1 8  f d 4  
~19 
f e e  3 2 0  l O d 7  3 2 1  1 2 5 3  3 2 2  1 2 6 5  3 2 3  1 2 7 b  3 2 4  1 2 a 9  
~25 
1 2 d 7  3 2 6  1 4 5 3  3 2 7  1 5 a b  3 2 8  1 5 c d  3 2 9  1 5 f 7  3 3 0  1 6 2 7  
~31 
1 6 4 d  3 3 2  1 6 d 3  3 3 3  1 6 d f  3 3 4  1 6 e d  
3 3 5  
1 7 4 d  
3 3 6  
1 7 5 d  
~37 
1 7 7 f  3 3 8  1 7 8 f  3 3 9  1 7 a 7  3 4 0  1 9 b 5  3 4 1  1 b 2 5  3 4 2  1 b 3 f  
2 7 5  
T a b l e  A . 2 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  1 F 2  ( I )  
)  
g ( x )  
)  
g ( x )  
)  
g ( x )  j  g ( x )  
)  
g ( x )  
)  
g ( x )  
3 4 3  1 b f f  3 4 4  1 c a 7  3 4 5  1 d 2 7  3 4 6  1 d 4 9  3 4 7  1 d 7 5  3 4 8  1 d d 1  
3 4 9  1 d d b  
3 5 0  
1 d f 7  3 5 1  1 e 9 f  3 5 2  1 e e f  
3 5 3  1 £ 0 9  3 5 4  I f 6 b  
3 5 5  2 0 0 1  3 5 6  2 1 2 5  3 5 7  2 1 3 5  
3 5 8  
2 3 b d  
3 5 9  
2 4 a 5  
3 6 0  2 4 d b  
3 6 1  2 6 7 3  3 6 2  2 9 4 7  
3 6 3  
2 a d f  
3 6 4  2 b 3 5  3 6 5  2 b b 7  3 6 6  2 c b 5  
3 6 7  
2 d a 3  
3 6 8  
2 d f b  
3 6 9  3 2 d 7  3 7 0  3 3 5 5  3 7 1  3 3 5 7  3 7 2  3 6 6 5  
3 7 3  
3 7 f b  3 7 4  3 9 f b  
3 7 5  
3 a 7 b  
3 7 6  3 a c 5  3 7 7  3 b d 3  3 7 8  3 b e f  
3 7 9  
4 3 9 7  3 8 0  4 7 3 b  3 8 1  4 8 9 9  3 8 2  4 8 a 9  
3 8 3  
4 g e f  
3 8 4  4 a 6 7  
3 8 5  
4 a e 9  3 8 6  4 b 4 4  
3 8 7  
4 b 9 d  
3 8 8  
4 e 7 b  
3 8 9  
5 3 2 3  
3 9 0  5 3 b 5  
3 9 1  5 4 0 1  3 9 2  
5 5 3 5  3 9 3  
5 6 5 4  3 9 4  
5 7 5 3  3 9 5  5 7 7 3  3 9 6  5 7 b 9  
3 9 7  
5 7 d 3  3 9 8  5 7 f c  
3 9 9  
5 a 7 f  4 0 0  5 c e 9  4 0 1  5 d 3 4  4 0 2  
5 d 4 f  
4 0 3  5 e 9 b  4 0 4  5 f a 2  4 0 5  6 2 1 b  4 0 6  
6 5 7 5  
4 ( ) 7  
6 7 4 f  4 0 8  
6 7 a b  
4 0 9  6 9 9 f  4 1 0  6 b 1 2  4 1 1  6 b 3 b  4 1 2  6 b 9 d  4 1 3  
6 c b d  
4 1 4  
6 d 8 4  
4 1 5  6 d 8 6  4 1 6  6 d f 4  4 1 7  6 e 7 1  4 1 8  6 e 7 6  4 1 9  6 e c f  4 2 0  6 f 5 1  
4 2 1  7 1 4 a  4 2 2  7 3 7 5  4 2 3  7 3 f l  4 2 4  7 5 e a  4 2 5  7 6 6 c  4 2 6  
7 6 7 7  
4 2 7  7 7 d c  4 2 8  7 9 b b  4 2 9  7 b 5 3  4 3 0  7 d 5 f  4 3 1  8 0 0 9  4 3 2  8 d 8 f  
4 3 3  
9 1 4 9  4 3 4  9 2 5 7  4 3 5  
9 2 9 7  4 3 6  9 2 9 b  4 3 7  9 3 5 3  4 3 8  
9 3 6 5  .  
4 3 9  
9 3 9 5  
4 4 0  9 7 9 b  4 4 1  
9 9 5 3  
4 4 2  
g e a d  
4 4 3  a b 7 b  4 4 4  a d 1 d  
4 4 5  c 5 d 3  4 4 6  c d a f  4 4 7  c e 6 b  4 4 8  c f 3 5  4 4 9  
d 9 b 5  
4 5 0  
d d f d  
4 5 1  f d 6 d  4 5 2  1 0 4 0 1  4 5 3  1 2 5 2 b  
4 5 4  1 2 6 f 5  4 5 5  1 5 5 f d  4 5 6  1 6 9 b 5  
T a b l e  A . 3 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  1 F 2  ( I l )  
j  g ( x )  j  g ( x )  
)  
g ( x )  
)  
g ( x )  
4 5 7  1 7 b 5 5  4 5 8  1 7 d O f  
4 5 9  1 9 5 7 3  4 6 0  1 9 d 4 d  
4 6 1  
1 a a a b  4 6 2  1 a f d 7  
4 6 3  1 c b 4 9  4 6 4  1 d 2 e 7  
' 1 6 5  1 d b f d  4 6 6  2 1 1 6 c  4 6 7  2 2 4 e d  
4 6 8  
2 2 5 a 6  
, , 6 9  
2 3 5 b 4  4 7 0  2 4 b 2 f  
4 7 1  2 4 c 3 2  4 7 2  2 4 e 3 b  
4 7 3  
2 5 6 d 6  4 7 4  
2 5 a a 7  4 7 5  2 6 8 c 5  4 7 6  2 6 9 7 5  
, , 7 7  
2 6 a b 9  4 7 8  
2 6 c a 2  4 7 9  2 6 e 5 5  4 8 0  2 7 7 8 9  
2 7 6  
T a b l e  A . 3 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F 2  ( I 1 )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
~81 
2 9 6 a 7  4 8 2  2 9 a 9 7  
4 8 3  
2 9 a a 9  
4 8 4  2 9 d 2 b  
~85 
2 g e 9 d  
4 8 6  
2 a 3 6 b  
4 8 7  2 a a 9 b  4 8 8  2 b 1 b 5  
~89 
2 c c 7 b  4 9 0  2 c e 7 2  
4 9 1  
2 e 6 c 6  
4 9 2  3 0 f c 3  
~93 
3 2 a a d  
4 9 4  
3 2 f 1 9  
4 9 5  3 3 d 6 b  
4 9 6  
3 5 6 c 5  
~97 
3 5 9 4 4  
4 9 8  
3 5 b 1 5  
4 9 9  3 5 c d d  
5 0 0  
3 8 7 e 4  
~01 
3 8 8 f 4  5 0 2  3 9 9 9 3  
5 0 3  
3 b 1 5 d  
5 0 4  3 b 3 6 a  
~05 
3 d e f 4  
5 0 6  
4 7 5 5 3  
5 0 7  
4 9 f c f  
5 0 8  
4 f 7 7 d  
~09 
4 f f 3 5  
5 1 0  
5 1 2 3 1  
5 1 1  
5 2 9 b 3  
5 1 2  
5 8 f e 7  
~13 
5 f e 6 b  5 1 4  6 b 6 7 d  
5 1 5  
6 e 3 5 7  
5 1 6  7 3 f 7 d  
~17 
7 5 3 d d  5 1 8  7 9 4 b b  
5 1 9  
7 a f f b  
5 2 0  
8 c 2 c 5  
~21 
9 2 b 2 1  
5 2 2  a 3 6 f 1  
5 2 3  
b 3 a f 5  
5 2 4  b f 7 5 d  
~25 
d O e a 9  5 2 6  d 3 7 3 b  
5 2 7  
d 3 b 7 f  
5 2 8  d 7 5 7 f  
~29 
d b 5 5 5  
5 3 0  d b f d f  5 3 1  d d d b 7  
5 3 2  
f 2 5 0 3  
f 5 3 3  
1 2 e 9 4 d  
5 3 4  
1 3 3 7 5 f  
5 3 5  
1 3 a 3 d b  
5 3 6  
1 5 1 8 d 1  
~37 
1 5 2 f 2 4  
5 3 8  1 6 e 8 7 9  
5 3 9  
1 7 f d c d  5 4 0  1 8 8 8 8 9  
~41 
1 9 b 2 9 4  
5 4 2  
l a d 6 6 f  
5 4 3  
I b 7 g e c  
5 4 4  1 b e e e d  
~45 
I d 5 b f c  5 4 6  1 d a d b a  
5 4 7  
1 e f d 6 4  
5 4 8  
I f 7 b a 4  
~49 
2 0 e 6 a 3  
5 5 0  
2 4 9 1 4 5  
5 5 1  
2 6 d b 4 9  
5 5 2  
2 8 a O b b  
~53 
2 d 5 d c 9  
5 5 4  
3 d 7 d 6 d  
5 5 5  
4 4 4 9 1 1  
5 5 6  
4 f f 9 f 5  
~57 
5 6 a c 3 9  5 5 8  5 b 2 f 7 d  
5 5 9  
6 7 5 1 4 3  
5 6 0  
7 7 3 b 5 b  
~61 
7 d 9 f 2 f  
5 6 2  9 6 4 f b d  
5 6 3  
d 6 8 b 3 5  
5 6 4  
f e c 8 e 7  
~65 
1 3 4 b 6 c 9  
5 6 6  1 3 5 1 7 7 3  
5 6 7  
1 4 9 5 3 4 f  
5 6 8  
1 6 3 8 a 4 d  
~69 
1 9 5 5 d 9 d  
5 7 0  
I b 5 3 f d 9  
5 7 1  
1 e e b 3 5 3  
5 7 2  
2 2 8 1 a c 9  
~73 
2 f 1 f 7 8 f  5 7 4  4 2 1 8 9 5 1  
5 7 5  
4 9 9 8 8 8 9  
5 7 6  5 c c 0 8 3 5  
~77 
c f 7 a 8 7 1  
5 7 8  
1 d 3 b 5 b 9 7  
5 7 9  
2 6 f f d 9 0 9  
5 8 0  
2 7 4 d e c b 9  
f 5 8 1  
2 8 e 2 6 1 5 5  
5 8 2  
3 f 8 2 d c 1 9  
5 8 3  
4 0 0 0 0 0 0 1  
5 8 4  4 0 8 8 f O f 5  
~85 
4 5 2 2 8 4 6 9  
5 8 6  
4 a O O O O O O  
5 8 7  
5 5 a a 2 7 f 9  
5 8 8  
6 9 a 7 4 3 1 8  
~89 
6 b 1 b 1 a c O  
5 9 0  
a 2 c 5 4 d a b  
5 9 1  
b 4 7 4 a 4 6 3  
5 9 2  c 8 d 9 9 3 b f  
~93 
d 8 2 2 2 1 2 7  
5 9 4  
f 7 5 7 7 0 b 4  
5 9 5  
f b f 5 3 e c d  
5 9 6  
1 1 0 4 5 0 0 0 1  
- - - - - - - - - - - - - - -
2 7 7  
T a b l e  A . 3 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F 2  ( I l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  j  g ( x )  
~97 
1 1 b 0 8 9 7 2 c  5 9 8  1 2 e d e 5 7 c 6  5 9 9  
1 4 1 2 9 5 f 6 b  6 0 0  1 4 d 4 f 3 e e c  
~01 
1 5 4 b 3 e d 4 d  6 0 2  1 7 7 7 2 d d 2 9  6 0 3  1 8 c 4 3 1 0 8 4  
6 0 4  
1 g e b 9 7 c 5 6  
T a b l e  A . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I I I )  
j  
g ( x )  j  
g ( x )  
6 0 5  
l f e e 7 1 7 4 7  6 0 6  
2 3 5 9 d c c 6 3  
6 0 7  
2 4 f 7 1 c e 4 d  6 0 8  
2 5 4 4 7 2 a 2 3  
6 0 9  
2 6 8 0 b 3 f b f  
6 1 0  
2 7 4 7 2 3 1 e e  
t i l l  2 7 7 e b 5 f c 7  
6 1 2  2 £ o l b e f 8 d  
6 1 3  2 f 1 0 b a 9 3 0  
6 1 4  3 £ 0 0 8 6 4 3 3  
6 1 5  
4 3 b 8 7 6 f 2 d  6 1 6  4 5 9 c 3 d O f 7  
6 1 7  
4 b 4 8 c 2 4 a b  6 1 8  5 b 4 e 7 c 6 5 3  
6 1 9  
5 b c 7 e b d 6 5  6 2 0  6 3 6 2 c 5 0 e f  
6 2 1  
6 6 3 d 5 7 f 3 3  6 2 2  
6 a 5 9 0 e c 2 a  
6 2 3  
6 c 7 d e 9 c 1 1  6 2 4  
7 3 2 2 c 1 1 5 1  
~25 
7 6 9 9 b 0 9 7 9  6 2 6  
8 2 0 8 c 2 4 3 1  
~27 
8 e a a b 4 8 9 f  6 2 8  
a c 7 3 2 5 b 2 3  
~29 
b 4 f e 6 d d e 5  6 3 0  
b f b 6 2 9 b b b  
~31 
c f 6 c b 5 2 0 f  6 3 2  
d b 5 3 9 b 5 5 f  
5 3 3  
1 7 d 3 7 3 7 e 6 f  
6 3 4  1 8 f 5 b 2 3 e 7 f  
0 3 5  
I f 3 7 c 9 7 5 b d  6 3 6  
2 2 2 2 a 7 b d 8 9  
0 3 7  
3 3 6 5 d 4 6 3 b 3  6 3 8  
3 3 a 5 3 5 5 a 6 9  
5 3 9  
3 7 0 b 6 c 8 d a 9  6 4 0  
3 a f 6 b b c 7 7 3  
5 4 1  
4 2 2 1 O a £ o f 5  6 4 2  
5 9 d 6 8 9 d 3 8 b  
5 4 3  
6 8 2 a 3 1 c b 8 4  6 4 4  
7 e f 9 a e d 2 c 8  
0 4 5  
9 f b 7 8 d a 8 b f  6 4 6  
1 1 1 1 4 1 4 4 1 1 5  
5 4 7  
1 4 3 2 4 4 b 4 2 c 3  6 4 8  
1 4 7 6 e d e 4 6 c 1  
5 4 9  
1 4 9 4 f c c e 5 4 3  6 5 0  
2 2 8 c 9 1 7 e 5 7 3  
2 7 8  
T a b l e  A A :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
~51 
3 1 5 5 f 9 7 f 5 1 a  6 5 2  
3 b 5 2 c c 1 4 4 7 4  
~53 
3 d 8 d 6 2 e 5 2 1 e  6 5 4  
4 4 6 3 1 9 2 b £ 1 5  
t i 5 5  
4 f 3 0 0 a b O O  1 9  6 5 6  
5 0 £ 1 5 3 1 2 f 5 2  
0 5 7  
5 2 6 d 4 f 9 5 b 2 5  6 5 8  
7 5 a 7 c f b 3 f a b  
5 5 9  
7 7 6 e f c f 5 c f 7  6 6 0  
8 5 f c c 6 f f a O b  
5 6 1  
8 9 1 1 4 1 e 8 8 2 b  6 6 2  
9 2 9 3 b e e 7 b e d  
5 6 3  
9 7 f e a f 3 d c d f  6 6 4  
d b 7 f f 7 f b 7 d f  
0 6 5  
e 3 2 6 e 7 b 3 4 b 1  
6 6 6  
f O c 4 a 3 b d 9 2 1  
5 6 7  
l O a 2 c a 6 1 e 9 5 f  
6 6 8  
1 7 1 7 0 3 0 c 6 0 6 3  
5 6 9  
1 c 4 7 f 2 0 0 8 0 0 0  
6 7 0  
1 d e 7 5 6 2 e 9 4 f a  
5 7 1  
1 d f 7 6 5 9 d b 5 b 3  6 7 2  
1 e 6 9 3 8 b 1  b e e 3  
~73 
1 £ 1  0 0 5 0 5  7 8 0 f  6 7 4  
2 1 7 5 8 9 0 5 5 7 c 3  
~75 
2 6 4 1 4 9 a 3 5 b e 6  
6 7 6  
2 b 7 c 7 c 8 c 3 4 9 9  
~77 
2 e 5 4 9 1 3 8 4 3 0 9  6 7 8  
3 2 7 a a d 7 3 e 7 1 1  
~79 
3 4 2 8 d b 3 6 c 5 0 b  6 8 0  
3 5 4 e 2 d 4 d 1 b f 5  
~81 
4 3 6 8 a 2 9 9 8 6 0 f  6 8 2  
4 d 7 f f e 8 f 7 5 9 2  
~83 
4 d  b d f c 3 c e d  7 1  
6 8 4  
4 e c c 9 b a  7  a 1 9 f  
~85 
5 2 8 a O O O O O O 0 1  6 8 6  
5 5 4 7 a 7 7 d c 6 e f  
~87 
5 b f 3 5 e 8 b b 9 b 9  6 8 8  
6 5 d e 4 9 7 7 3 6 6 d  
~89 
7 d a 0 8 l f 9 7 5 0 4  
6 9 0  
7 d f g e b 3 a e a e 3  
0 9 1  
7 f e e 6 6 d a 4 e d O  6 9 2  
8 a a 7 3 7 9 9 b 9 6 5  
6 9 3  
8 a c b 4 6 c 4 7 e 2 f  6 9 4  
9 2 8 7 4 3 9 5 8 a 6 3  
5 9 5  
c b b 2 9 1 4 7 2 7 3 3  6 9 6  
d 5 b 7 6 3 d e 7 b 7 d  
5 9 7  
f 6 9 4 a 2 9 c d a 5 4  6 9 8  
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
5 9 9  
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0  7 0 0  
1 2 6 f 4 9 5 5 b f c e f  
7 0 1  
1 3 d e c f e e f c f f 3  7 0 2  
1 5 1 1 6 9 6 b 8 4 0 f a  
7 0 3  
1 5 1 1 c a 8 8 c O O O 1  
7 0 4  
1 5 e 1 d b c O O O O O 1  
7 0 5  
1 7 6 d e 6 7 f 3 8 4 c 2  7 0 6  
1 a O O O O O O O O O 0 1  
7 0 7  1  b 9 5 g e 8 e d e O f c  
7 0 8  
2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
. . .  _ -
2 7 9  
T a b l e  A . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1 7
0 9  2 3 7 e a O d 5 3 8 b 5 3  7 1 0  
2 4 a d O c 4 8 6 b b 2 5  
1 7 1 1  
2 8 d 9 9 d 3 8 c 8 4 5 b  7 1 2  2 9 5 1 9 d 7 e b O b b a  
i n 3  2 c d 4 a a c 4 2 c 7 2 7  7 1 4  
2 d 4 e b f b 7 f 5 c a d  
1 7
1 5  2 d a d 2 1 b 4 l e 5 1 5  7 1 6  3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8  
7 1 7  
3 1 e 5 1 5 8 9 5 a 7 4 5  
7 1 8  
3 c e c c O b e 6 5 3 a a  
1 7 1 9  
4 3 2 0 8 2 c l 2 6 4 4 4  7 2 0  
4 4 5 0 8 9 2 4 6 2 8 4 c  
1 7 2 1  
4 5 4 4 6 2 9 1 c 8 9 5 3  
7 2 2  
4 b g e a 4 c c a a g e 7  
1 7 2 3  
5 2 2 e d 1 2 a 2 a 6 c 5  
7 2 4  5 2 7 0 0 0 0 0 6 d 7 8 7  
1 7
2 5  5 7 3 3 d b f O c b 6 b 8  7 2 6  
6 5 4 8 9 c 4 a 3 1 1 5 1  
1 7 2 7  
6 6 b O O O O O O O O O l  
7 2 8  6 7 6 d 6 c c O e f b b 2  
1 7 2 9  
6 b f 3 e d 2 8 f 5 d 5 5  7 3 0  
6 c 3 d 4 5 1 a 4 1 4 4 2  
1 7 3 1  
6 f 2 g e 8 4 b 6 9 d e l  7 3 2  7 0 6 7 4 c 8 0 0 0 0 0 1  
1 7 3 3  7 l f d b O c 0 8 5 8 e l  7 3 4  7 3 f 6 1 8 a c 9 d 7 1 a  
1 7 3 5  7 6 3 1 4 6 0 0 1 3 0 4 1  
7 3 6  
7 9 8 0 9 1 8 0 2 d 1 4 1  
1 7 3 7  
7  f f f f f f f f f f f f  
7 3 8  
8 5 9 a c d 0 8 2 4 4 8 9  
1 7 3 9  
8 c 5 c 9 2 2 a 3 c 5 6 5  7 4 0  
a 4 b 2 c 0 2 g e 2 8 b 2  
1 7 4 1  
d 2 1 8 6 8 b 4 7 1 a l l  7 4 2  
f 6 d f 8 4 4  b 8 c a d f  
1 7 4 3  
1 4 e e d c O O O O O O O l  7 4 4  
1 8 5 c l 6 1 1 8 4 d 8 6 f  
~45 l a 3 7 6 7 1 2 6 b 7 5 6 f  7 4 6  
1 d 4 f 9 4 2 b 2 c 4 0 c 9  
~47 1 e b 9 6 7 1 5 1 c d 3 a f  7 4 8  
2 9 d d b 8 0 0 0 0 0 0 0 2  
1 7 4 9  
2 e c b 8 e a c 4 9 f 4 a 4  7 5 0  
3 a e 2 b b 7 b 1 5 9 d a c  
1 7 5 1  
3 b 7 0 4 7 e 5 2 0 0 0 0 0  
7 5 2  4 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0  
~53 5 0 6 c a 7 c O O O 0 2 0 0  
7 5 4  5 3 2 a 8 9 d 3 5 1 6 5 1 7  
7 5 5  
5 7 a 5 3 2 8 0 0 0 0 0 2 0  7 5 6  
5 e a 9 4 0 e c 5 c 7 2 2 6  
5 7  
6 2 a 7 e 7 9 5 7 0 a a 6 6  7 5 8  6 4 9 c e 7 6 c 3 a e e 9 0  
7 5 9  
6 6 e e d 2 6 1 a 7 7 a 3 8  7 6 0  7 6 e 0 8 f c a 4 0 0 0 0 0  
7 6 1  
7  a d a 6 9 f e  b O e  b a 6  7 6 2  
7  e c 6 b d 3 2 9 f 9 9 a 8  
~63 
I b a d 4 2 1 5 2 2 9 5 e f 5  7 6 4  e c e 0 4 8 1 5 e O a O O b l  
1 7 6 5  1 6 9 3 4 b 4 7 9 d 6 4 7 5 0 b  7 6 6  
2 0 a 9 2 2 b b 4 6 2 4 3 4 1 6  
- - - - - - - - - -
2 8 0  
T a b l e  A . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  1 F 2  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
r r 6 7  
2 6 1 a l f e 4 0 0 0 0 0 8 0 0  7 6 8  6 f 3 2 0 9 d e 4 d 2 1 a 7 8 b  
r r 6 9  
1 2 1 0 3 0 e f 8 f 6 0 3 9 8 6 5 f  
7 7 0  1 7 e 8 a d f 5 4 8 7 b f 1 7 7 0 1  
r r 7 1  1 9 9 2 e 8 1 4 4 7 e 7 1 7 8 3 b f  
7 7 2  l b 6 3 c c e 7 e 6 0 0 0 0 0 0 0 1  
r r 7 3  
l b e 3 9 2 4 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0  7 7 4  2 8 b 4 c l f 6 2 8 c 4 e 2 9 3 c 5  
f 7 7 5  
2 8 b 8 2 8 c 5 2 5 6 7 7 1 2 5 e 8  7 7 6  6 9 3 0 5 1 O d d b f 2 4 d 2 1 2 0  
f 7 7 7  
8 9 c e 6 7 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
7 7 8  a 9 0 c 7 e 0 7 9 8 4 8 4 e a a a c  
r , . 7 9  
c 6 a f a 0 2 0 0 0 0 0 0 4 0 5 f O  
7 8 0  1 1 3 6 5 e 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
f 7 8 1  l c l a e 2 e 8 0 c f e 0 8 d b f 0 3  7 8 2  
l e 9 4 0 8 7 1  b 9 d e 2 b f f d d f  
f 7 8 3  3 7 7 b 0 9 4 0 c c a b 8 0 f f b 5 d  7 8 4  6 4 4 2 d e c 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
f 7 8 5  
6 8 a O d f 8 8 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0  
7 8 6  
7 7 d 6 d 4 4 1 6 0 9 6 a d 5 9 4 g e  
r , . 8 7  
7 9 3 2 e 9 8 3 e 3 8 1 d d f 4 3 8 7  
7 8 8  
e 4 8 9 8 1 5 6 1 b 4 d a 5 a c d 2 9  
r r 8 9  f f 3 4 0 9 2 c l l d 7 4 4 4 1 3 0 f  
7 9 0  
6 5 4 6 0 f 2 d 3 b 8 d b g e 1 4 c 3 9  
r r 9 1  
6 c 1 6 b c f 7 1 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  7 9 2  7 3 c 5 3 0 f 4 7 6 5 0 g e a 4 0 e 7 d  
f i ' 9 3  1 0 8 b 9 7 b 4 3 c 8 2 3 9 d l 0 0 3 6 3  7 9 4  2 4 c l d 9 d b 0 6 e 3 9 1 f 3 b 0 3 6 4  
f i ' 9 5  2 5 4 f f 6 9 4 4 f 2 b 5 0 4 4 9 7  a O d  7 9 6  4 b 0 5 b 5 4 2 0 d f 6 6 0 0 0 0 5 4 7 9  
r r 9 7  6 b 4 b 9 7 5 4 c O c 7 4 3 d c 0 6 a c c  
7 9 8  8 7 1 a 5 1 0 6 8 8 b 2 e O f b b O O O l  
r r 9 9  a 7 7 9 1 a 7 f b O O O O O O O O O O O l  
8 0 0  c 4 8 9 8 2 5 4 f O e 8 8 7 e 1 6 4 b 3 0  
~01 
d l a 4 7 g e c 8 2 a 7 a O O O O O O O l  8 0 2  d 5 2 c a 4 b l e d 4 f O O O O 0 2 d 8 1  
~03 
e 4 8 2 7 1 7 7 d a b 6 d l l d 2 3 0 f l  
8 0 4  
1 4 a 2 4 g e f 8 d 1 5 f 6 8 1 f b  7  4 5 f  
~05 
1 7 2 c 6 2 d 7 0 b c d 8 5 8 3 4 2 a 9 2 a  
8 0 6  
1 8 e 5 c e f f 8 7 5 a 1 0 0 0 0 0 0 0 0  1  
~07 
l d a 4 5 5 3 1 d 2 5 c 5 b d 6 d O O O O l  
8 0 8  
l e a f b 8 6 3 6 9 0 a 5 6 0 0 0 0 0 6 2 c  
~09 
2 a 5 a 2 b O d c 3 c f 5 c O O O O O O O l  8 1 0  3 0 c b a c f l 3 f 7 3 b f 2 3 c d  7 4 c 3  
~ll 
3 b l c 7 7 1 6 7 5 4 a 8 e 5 c 2 d 6 4 8 e  8 1 2  3 b 5 d e l f 9 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
~13 
1 2 a 2 f b 6 f d 9 8 7 a 4 2 0 0 0 0 0 0 0 1  
8 1 4  1 5 9 c e 2 e 4 9 1 d 2 9 4 c O O O O 0 3 9 a  
~15 
1 5 e d d 0 7 d 9 f 0 8 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0  
8 1 6  1 7 2 3 e O e 7 c 1 3 4 6 e e 0 8 0 0 0 0 0 1  
~17 
1 8 7  e O b 8 9 f a 3 4 0 f 7  c b 8 0 3 8 b 6  8 1 8  l d 6 0 a f 0 7 d 8 2 f c 8 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
~19 
l e 0 7 6 e 3 5 9 f 5 3 c 2 1 3 4 3 c c a b c  
8 2 0  2 9 7 8 1 1 0 c 3 d 2 d 5 7 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
I  
8 2 1  
2 a S b b b 3 f 9 d 6 3 a 7 a a S O O l a 3 8  
8 2 2  2 e 2 3 5 7 5 2 a 6 7 3 8 0 a 3 8 e 9 4 c 7 4  
~23 
2 e e 0 8 e 3 9 5 9 4 0 5 7 5 5 a d l f 5 4 3  8 2 4  3 a a l f b f 5 3 1 1 e l e 2 9 d 0 9 2 7 6 b  
2 8 1  
T a b l e  A . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
8 2 5  3 c f 9 d 3 f c 5 e O O O 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0  8 2 6  4 9 5 5 5 3 d a d 8 1 6 9 b f 5 9 f 9 4 0 4 5  
8 2 7  4 d 2 8 a 2 3 b 2 5 d 4 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
8 2 8  4 f d d 3 9 9 a 8 6 5 7 c 4 b c O f 6 8 9 d f  
i l 2 9  
5 2 b 1 5 1 f 9 4 7 8 4 d 2 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
8 3 0  
5 a 0 7 4 d 8 a f 6 0 c f 7 9 0 c a e c 3 4 f  
i l 3 1  
5 d e 1 f c 5 a 5 6 c 7 e 2 8 5 e 9 0 8 4 a 3  
8 3 2  6 4 4  7 f 5  7  e 8 5 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2  
S 3 3  
6 7  c d e f 3 0 e 8 9 4 a 7 5 c 3 d  7 2 8 c O  
8 3 4  7 0 4 5 a 3 a 4 6 2 2 a 1 d 5 8 3 b a O O 0 1  
S 3 5  
7 7 2 5 4 f 8 a 5 2 0 3 6 f O O O 0 1 5 9 9 7  
8 3 6  
a 8 6 4 7 c 1 7 0 7 1 5 6 5 8 6 c a 6 b a 4 4  
S 3 7  
a b 3 b 3 a d b 6 3 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8  
8 3 8  d 3 1 9 3 d d 5 7 9 3 d 2 1 0 d 8 2 a c 7 5 d  
~39 
d a a 6 a 1 9 f 3 8 g e 4 d c c d 2 c 2 5 3 d  
8 4 0  f 6 e b 7 6 b 0 8 b b c O O O O O O O O O 0 4  
~41 
1 0 7 7 2 c f 5 4 5 d 5 6 1 d 8 9 4 d 4 0 0 0 1  8 4 2  1 0 f 0 7 2 5 7 b f c 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2  
~43 
1 5 9 6 c 1 e f l 6 b 9 5 f 9 8 f d 6 6 0 0 2 0  8 4 4  1 6 b c 2 b 5 5 8 a  7  e f 4  7 2 9 d 9 6 4 6 e 4  
~45 
1 8 2 2 2 e b 2 8 7 4 3 4 5 1 b a 4 8 0 5 4 8 4  8 4 6  1 f c b 6 d 8 e 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0  
~47 
1 f f 2 5 0 2 c b e c 5 5 5 7 c 9 c 7 0 2 0 f c  8 4 8  
5 0 b f 6 d c a 8 b e 5 0 b f 2 9 2 8 d d 7 3 2  
T a b l e  A . 5 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I V )  
J  
g ( x )  
8 4 9  7 9 d 2 c 9 4 0 1 0 c e 4 9 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0  
8 5 0  9 1 9 a c d 7 6 d c 3 7 9 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  
8 5 1  d 8 5 0 a a 3 5 2 7 c 1 e a 4 d 9 8 6 6 8 0 1 e 9 8  
8 5 2  1 3 6 6 d d d 6 0 f c 8 5 7 2 a 6 f d 6 b a b f 9 0 3  
8 5 3  1 9 9 1 9 d 6 6 c f 0 0 3 5 b 7 5 a 1 9 1 d 6 0 f l 4  
8 5 4  1  b 7 7  a b f f 7 b 8 c d 7  4 1  b 1 1 a e c 3 e 7 2 e  
8 5 5  
1 d d 3 b 8 e 0 6 3 0 f 2 f 5 0 4 e e a b 6 2 2 g e 5  
8 5 6  1 f 0 8 2 4 6 g e 0 6 3 c O a 4 6 2 7 e 4 f f 1 0 3 2  
8 5 7  1 f 1 5 8 7 6 0 d f b 9 0 f 1 3 e 4 f 4 8 8 0 0 0 0 1  
8 5 8  6 2 7 8 e d 4 6 5 f c 7 f 0 2 f 5 f O f a d b 8 a b c O O O 0 1  
8 5 9  6 4 6 8 a 4 a 4 1 7 7 5 9 f 3 7 3 b 7 3 4 2 3 3 2 a 4 0 0 0 4 5  
8 6 0  1 4 5 7 7 b 5 2 8 3 6 8 d e 9 1 f 8 0 c b d 0 1 4 6 9 6 2 4 8 7 b  
8 6 1  
3 0 a b 4 8 1 c 3 e 6 6 e 3 9 6 9 3 4 d a 2 4 8 a 4 2 3 4 6 5 9 3  
2 8 2  
T a b l e  A . 5 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  2  ( I V )  
)  
g ( x )  
8 6 2  
7  4 6 a  7  d 1 4 4 d 3 8 7 5 7 b d e 8 3 f f 8 c f c d e 9 3 2 8 b  
8 6 3  
2 e e d 2 a d f 7 0 5 b e 3 e b 3 c d 8 f 8 3 4 e 6 a e e 6 b a d f  
8 6 4  
3 d 4 4 2 e 6 5 3 4 7 b e 5 f f d e f f e 9 f 7 8 b 2 9 9 d 0 8 a f  
8 6 5  
6 e 4 b b 9 1 6 8 4 d e 9 7 5 5 0 8 5 5 7 4 b d 9 0 b 4 4 e e 9 3 b  
8 6 6  
a e O f d 5 b 1 a f 9 6 5 4 3 1 9 6 3 b f f a 6 a 5 9 6 3 1 4 3 9 0 b  
8 6 7  
1 d 6 2 1 7 7 2 8 4 2 f 5 a 5 6 9 8 3 6 1 c 7 2 5 9 7 4 e 2 8 9 1 6 3 7  
8 6 8  
3 f d 7 4 5 4 0 4 6 8 6 e c 0 2 4 3 e 9 c 5 5 a g e d d a 5 d 9 6 4 7 3  
8 6 9  
4 6 d d 2 8 b e f 0 3 4 a 8 c O f 9 b d 0 6 8 e b 6 3 7 7 2 1 f 1 0 9 5  
8 7 0  
4 a 6 b 5 f 2 2 c 1 3 1 7 7 5 4 e 9 1 1 7 6 3 7 8 b 9 2 e b 7 d 0 3 8 e f  
8 7 1  
f 5 1 2 c 5 5 0 c e  1  b c 5 e f f 5 9 1  b f 0 7 b e 4 a 6 8 9 8 1 1 7 8 3  
8 7 2  
6 6 4 b c 5 d d 0 8 4 8 b 0 8 a 7 1 d a c e 5 3 2 f 9 8 3 1 6 0 a e O a f 9  
~73 
4 8 5 8 8 3 e 9 c c 4 1 a O  1 7 0 3 f 8 c f e b 1 9 d f 2 f f 4 6 c 1 5 b 8 f  
~74 
e O O l 1 8 e 2 9 9 8 d 8 a e 4 4 0 2 6 2 5 4 e 1 7 5 3 0 5 7 c b f 7 8 b 2 5  
~75 
1 a 3 0 5 0 d c 4 f 7 4 3 8 2 2 0 5 d 9 6 4 d 3 7 4 0 8 8 3 8 5 d e 4 7 6 1 4 1 8 b  
~76 
f a e d 3 7 3 7 d 8 c 2 2 5 4 2 1 a 9 2 9 0 0 0 a 5 2 e 9 8 b 0 2 2 5 e f c 9 1 e 7 3  
~77 
2 c 8 3 8 b 4 2 f f 8 0 6 e a f 0 6 4 3 2 b e 2 a 2 5 6 2 8 4 1 5 b 2 7 1 8 1 7 7 3 c f  
~78 
1 7 2 0 2 8 2 2 c 3 7 0 1 0 7 3 4 d 1 a 3 1 f 3 6 1 5 a e 4 d a d 7 5 b 9 0 3 e 9 2 f 8 1  
8 7 9  
3 5 9 5 0 5 c 5 e 9 5 9 a 0 6 a b c c b a b f 2 0 b e 6 3 8 c 3 f c 2 2 a  7 4 3 a f 8 d b 2 1  
8 8 0  
4 7 1 7  4 a f 6 5 e b 6 c 7 1 8 e 7 3 6 c f 6 f 4  7 3 9 d 9 d a 4 d 0 8 6 e 4  7  d 2 a b 5 5 d  
2 8 3  
A p p e n d i x  B  
S e e d  C o d e s  f o r  t h e  B K L C  
D a t a b a s e  O v e r  1 F  4  
T h e  t a b l e s  i n  t h i s  a p p e n d i x  l i s t  t h e  s e e d  c o d e s  f o r  t h e  b e s t  k n o w n  l i n e a r  c o d e s  
d a t a b a s e  o v e r  I F  4  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  9 ,  g r o u p e d  a c c o r d i n g  t o  c o n s t r u c t i o n .  
L i s t e d  w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  e a c h  s e e d  c o d e  i s  m o r e  d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n  
w h i c h  e x p l i c i t l y  s p e c i f i e s  h o w  t o  c o n s t r u c t  e a c h  c o d e .  I n  m o s t  c a s e s  t h e  i n -
f o r m a t i o n  g i v e n  i s  s u f f i c i e n t  t o  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e  t h e  c o n s t r u c t i o n ,  h o w e v e r  
f o r  s o m e  m o r e  c o m p l i c a t e d  c o n s t r u c t i o n s  t h e  M A G M A  d a t a b a s e  m a y  n e e d  t o  
b e  c o n s u l t e d  f o r  f u l l  d e t a i l s .  
T h e  n o t a t i o n  u s e d  i n  t h e  t a b l e s  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  i n  t h e  i n -
t r o d u c t i o n  t o  A p p e n d i x  A .  T h e  o n l y  d i f f e r e n c e  i s  i n  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
p o l y n o m i a l s  o v e r  l F 4 '  s o  t h i s  w i l l  b e  t h e  o n l y  n o t a t i o n  d e s c r i b e d  h e r e .  A s  
i n  A p p e n d i x  A ,  p o l y n o m i a l s  a r e  l i s t e d  i n  s e p e r a t e  t a b l e s  a n d  o n l y  i n d i c e s  
a r e  g i v e n  w i t h  s e e d  c o d e s .  A l l  r e l e v a n t  p o l y n o m i a l s  o v e r  I F  4  a r e  l i s t e d  i n  
h e x a d e c i m a l  f o r m  i n  T a b l e s  B . 2 ,  B . 3  a n d  B . 4 .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a  c o e f f i c i e n t  s e q u e n c e  o v e r  I F  4  f r o m  t h e  h e x a d e c i m a l  
r e p r e s e n t a t i o n ,  e a c h  e l e m e n t  o f  I F  4  i s  a s s i g n e d  a n  i n t e g e r  v a l u e :  
O f - >  0 ,  
1  1 - - - +  1 ,  w  1 - - - +  2 ,  w
2  
f - >  3  
,  
w h e r e  w  i s  t h e  d e s i g n a t e d  p r i m i t i v e  e l e m e n t  o f  I F  4 .  
F o r  e x a m p l e  t h e  [ 4 3 , 3 6 , 5 ] 1 3 4  s e e d  c o d e  i s  c y c l i c ,  g e n e r a t e d  b y  t h e  p o l y -
n o m i a l  i n d e x e d  b y  1 3 4 .  I n  T a b l e  B . 2  t h i s  p o l y n o m i a l  i s  g i v e n  i n  h e x a d e c i m a l  
f o r m  a s  5 a 3 9 .  T h e  h e x a d e c i m a l  n u m b e r  e x p a n d e d  b a s e  4  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
2 8 4  
c o e f f i c i e n t  s e q u e n c e  o f  t h e  d e s i r e d  p o l y n o m i a l :  
S i n c e  
t h e n  
g ( 4 )  =  5 a 3 9  ( b a s e  1 6 )  
=  2 3 0 9 7  ( b a s e  1 0 )  
=  1 1 2 2 0 3 2 1  ( b a s e  4 ) .  
( 1 , 1 , 2 , 2 , 0 , 3 , 2 , 1 )  f - +  ( 1 , 1 , w , w , 0 , w
2
, w , 1 ) ,  
g ( x )  =  x
7  
+  x
6  
+  w x
5  
+  w x '  +  W
2
x
2  
+  w x
2  
+  l .  
F u r t h e r ,  s i n c e  I F .  i s  n o n - b i n a r y  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  c y c l i c  b l o c k s  t o  b e  c o n s t a -
c y c l i c .  C o n s t a - c y c l i c  a n d  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  a r e  l i s t e d  w i t h  c y c l i c  a n d  q u a s i -
c y c l i c  c o d e s  r e s p e c t i v e l y .  T h o s e  c y c l i c  b l o c k s  w i t h  c o n s t a - c y c l i c  " t w i s t s "  a r e  
d e n o t e d  b y  a n  o v e r - l i n e .  F o r  e x a m p l e  t h e  [ 2 1 , 1 2 , 7 1
1 5 7  
c o d e  l i s t e d  w i t h  t h e  
c y c l i c  c o d e s  i s  c o n s t a - c y c l i c .  
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C o n s t r u c t i o n  X  
s e e d s  =  2 4 2  ( 8 8  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  8 2 2 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  2 3 1  s e e d s  ( 8 4  n e w ) ,  7 8 4  t o t a l  
[ 5 3 , 6 ,  3 6 J ( [ 5 2 . 5 , 3 6 ] )  [ 9 5 , 6 ,  6 6 J ( [ 8 5 , 2 , 6 8 ] )  [ 7 0 , 7 ,  4 8 J ( [ 6 4 , 4 , 4 8 ] )  [ 7 7 ,  8 ,  5 0 J ( [ 6 5 , 2 , 5 2 ] )  
[ 9 3 , 8 , 6 0 ] ( [ 8 5 . 4 , 6 4 ] )  [ 9 5 , 8 ,  6 2 J ( [ 8 5 , 4 , 6 4 ] )  [ 9 8 , 8 ,  6 4 J ( [ 8 5 , 4 , 6 4 ] )  [ 6 6 , 9 ,  4 0 J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 [ )  
[ 6 7 , 9 , 4 1  J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] )  [ 6 8 , 9 ,  4 2 J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] )  [ 6 9 , 9 ,  4 3 J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 [ )  [ 7 0 , 9 ,  4 4 J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] )  
[ 7 1 , 9 , 4 4 ] ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] )  [ 7 2 , 9 ,  4 4 J ( [ 6 5 , 8 , 4 4 ] )  [ 8 8 , 9 ,  5 6 J ( [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  [ 9 5 , 9 ,  5 9 J ( [ 8 5 , 5 , 6 1 ] )  
[ 5 5 , 1 0 ,  3 1 J ( [ 5 1 , 9 , 3 1 ] )  [ 5 8 ,  1 0 ,  3 2 J ( [ 5 1 , 8 , 3 2 ] )  [ 9 5 ,  1 0 ,  5 8 J ( [ 8 5 , 6 , 6 0 ] )  
[ 9 8 , 1 0 ,  6 0 J ( [ 8 5 , 6 , 6 0 ] )  [ 9 6 ,  1 1 ,  5 7 J ( [ 8 5 , 6 , 6 0 ] )  [ 9 5 ,  1 2 ,  5 4 J ( [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  
[ 9 8 , 1 2 ,  5 6 J ( [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  [ 6 9 ,  1 3 ,  3 6 J ( [ 6 3 , 1 O , 3 6 ] )  [ 9 1 ,  1 3 ,  5 2 J ( [ 8 5 , 1 0 , 5 2 ] )  
[ 9 4 , 1 3 ,  5 3 J ( [ 8 5 , 9 , 5 3 ] )  [ 7 0 ,  1 4 ,  3 6 J ( [ 6 5 , 1 2 , 3 6 ] )  [ 9 0 ,  1 4 ,  5 0 J ( [ 8 5 , 1 0 , 5 2 ] )  
[ 9 3 , 1 4 ,  5 2 J ( [ 8 5 , 1 0 , 5 2 ] )  [ 9 5 , 1 4 ,  5 2 J ( [ 8 5 , 1 O , 5 2 ] )  [ 9 7 ,  1 4 ,  5 4 J ( [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  
[ 1 0 0 , 1 4 ,  5 6 J ( [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  [ 8 6 ,  1 5 ,  4 6 J ( [ 8 5 , 1 4 , 4 6 ] )  [ 8 9 ,  1 5 ,  4 8 J ( [ 8 5 , 1 3 , 4 8 ] )  
[ 9 0 , 1 5 ,  4 8 J ( [ 8 5 , 1 2 , 4 8 ] )  [ 9 5 ,  1 5 ,  5 1 J ( [ 8 5 , 1 1 , 5 1 ] )  [ 9 8 ,  1 5 ,  5 2 J ( [ 8 5 , 1 O , 5 2 ] )  
[ 6 8 , 1 6 ,  3 2 J ( [ 6 3 , 1 3 , 3 2 ] )  [ 9 1 ,  1 6 ,  4 7 J ( [ 8 5 , 1 3 , 4 8 ] )  [ 9 3 ,  1 6 ,  4 8 J ( [ 8 5 , 1 2 , 4 8 ] )  
[ 7 1 , 1 7 ,  3 2 J ( [ 6 3 , 1 3 , 3 2 ] )  [ 8 6 ,  1 7 ,  4 4 J ( [ 8 5 , 1 6 , 4 4 ] )  [ 9 1 ,  1 7 , 4 6 ] ( [ 8 5 , 1 4 , 4 6 ] )  
[ 9 4 ,  1 7 ,  4 8 J ( [ 8 5 , 1 3 , 4 8 ] )  [ 6 7 ,  1 8 ,  3 0 ] ( [ 6 3 , 1 5 , 3 0 ] )  [ 9 0 ,  1 8 , 4 4 ] < [ 8 5 , 1 4 , 4 6 ] )  
[ 9 3 ,  1 8 , 4 6 ] ( [ 8 5 , 1 4 , 4 6 ] )  [ 9 7 ,  1 8 ,  4 8 J ( [ 8 5 , 1 2 , 4 8 ] )  [ 7 4 ,  1 9 ,  3 2 J ( [ 6 3 , 1 3 , 3 2 ] )  
[ 8 7 , 1 9 ,  4 1 J ( [ 8 5 , 1 7 , 4 1 ] )  [ 9 0 ,  1 9 ,  4 3 J ( [ 8 5 , 1 7 , 4 3 ] )  [ 9 1 ,  1 9 ,  4 4 j ( r 8 5 , 1 6 , 4 4 ] )  
[ 9 2 , 1 9 ,  4 4 J ( [ 9 1 , 1 8 , 4 4 ] )  [ 9 4 ,  1 9 ,  4 4 J ( [ 8 5 , 1 5 , 4 4 ] )  [ 9 5 ,  1 9 ,  4 5 J ( [ 8 5 , 1 5 , 4 5 ] )  
[ 6 6 , 2 0 ,  2 8 J ( [ 6 3 , 1 8 , 2 8 ] )  [ 7 5 ,  2 0 ,  3 2 ] ( [ 6 5 , 1 4 , 3 2 ] )  [ 9 3 , 2 0 ,  4 4 J ( [ 8 5 , 1 6 , 4 4 ] )  
[ 6 8 , 2 1 ,  2 8 J ( [ 6 5 , 2 0 , 2 8 ] )  [ 6 9 ,  2 1 ,  2 8 ] ( [ 6 3 , 1 8 , 2 8 ] )  [ 7 8 ,  2 1 ,  3 2 J ( [ 6 6 , 1 5 , 3 2 ] )  
[ 8 6 , 2 1 ,  4 0 J ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 5 ,  2 1 ,  4 3 J ( [ 8 5 , 1 7 , 4 3 ] )  [ 9 8 ,  2 1 ,  4 4 J ( [ 9 1 , 1 5 , 4 6 [ )  
[ 8 8 , 2 2 ,  4 0 J ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 5 , 2 2 ,  4 2 J ( [ 8 5 , 1 8 , 4 2 ] )  [ 9 7 , 2 2 ,  4 4 J ( [ 8 5 , 1 6 , 4 4 ] )  
[ 1 0 0 , 2 2 ,  4 4 J ( [ 8 5 , 1 4 , 4 4 ] )  [ 7 1 , 2 3 ,  2 8 J ( [ 6 5 , 2 0 , 2 8 ] )  [ 8 8 ,  2 3 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 2 , 3 8 ] )  
[ 9 1 , 2 3 ,  4 0 J ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 6 ,  2 3 ,  4 1 J ( [ 8 5 , 1 7 , 4 1 ] )  [ 7 3 , 2 4 , 2 8 ] < [ 6 3 , 1 8 , 2 8 ] )  
[ 9 0 , 2 4 , 3 8 ] < [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 3 , 2 4 ,  4 0 J ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 7 , 2 4 ,  4 0 J ( [ 9 1 , 2 1 , 4 0 ] )  
[ 1 0 0 , 2 4 ,  4 2 J ( [ 8 5 , 1 6 , 4 2 ] )  [ 4 1 ,  2 5 ,  9 J ( [ 3 9 , 2 4 , 9 ] )  [ 8 8 ,  2 5 ,  3 6 J ( [ 8 5 , 2 4 , 3 6 ] )  
[ 9 1 , 2 5 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 2 , 3 8 ] )  [ 9 6 ,  2 5 ,  3 9 ] < [ 8 5 , 2 0 , 4 0 [ )  [ 9 8 , 2 5 ,  4 0 J ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  
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[ 4 2 , 2 6 ,  9 J ( [ 4 1 , 2 5 , 9 ] )  [ 7 5 , 2 6 ,  2 8 J ( [ 6 5 , 2 0 , 2 8 ] )  [ 7 7 , 2 6 , 2 8 ] ( [ 6 5 , 1 8 , 2 8 ] )  
[ 8 8 , 2 6 ,  3 6 J ( [ 8 5 , 2 4 , 3 6 ] )  [ 9 3 ,  2 6 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 2 , 3 8 ] )  [ 9 5 ,  2 6 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 0 , 3 8 ] )  
[ 7 2 , 2 7 , 2 5 ] ( [ 6 5 , 2 1 , 2 5 ] )  [ 7 3 , 2 7 ,  2 6 J ( [ 6 6 , 2 1 , 2 6 ] )  [ 7 6 ,  2 7 ,  2 7 J ( [ 6 5 , 2 0 , 2 7 ] )  
[ 9 4 , 2 7 ,  3 6 J ( [ 8 6 , 2 3 , 3 6 ] )  [ 9 6 ,  2 7 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 2 , 3 8 ] )  [ 9 8 , 2 7 ,  3 8 J ( [ 9 1 , 2 1 , 4 0 ] )  
[ 6 7 , 2 8 ,  2 1 J ( [ 6 5 , 2 6 , 2 1 ] )  [ 7 0 , 2 8 ,  2 3 J ( [ 6 5 , 2 7 , 2 3 ] )  [ 7 2 , 2 8 ,  2 4 J ( [ 6 5 , 2 6 , 2 4 ] )  
[ 9 7 , 2 8 ,  3 6 J ( [ 8 5 , 2 0 , 3 8 ] )  [ 1 0 0 ,  2 8 ,  3 8 J ( [ 8 5 , 2 0 , 3 8 ] )  [ 6 7 , 2 9 ,  2 0 J ( [ 6 3 , 2 6 , 2 0 ] )  
[ 6 9 , 2 9 ,  2 2 J ( [ 6 3 , 2 6 , 2 2 ] )  [ 7 2 ,  2 9 ,  2 3 J ( [ 6 3 , 2 5 , 2 3 ] )  [ 7 4 , 2 9 ,  2 4 J ( [ 6 3 , 2 4 , 2 4 ] )  
[ 8 6 , 2 9 ,  3 2 J ( [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  [ 9 7 , 2 9 ,  3 5 J ( [ 8 5 , 2 3 , 3 5 ] )  [ 8 8 , 3 0 ,  3 2 J ( [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  
[ 6 8 , 3 1 ,  1 9 J ( [ 6 3 , 2 8 , 1 9 ] )  [ 8 6 , 3 1 ,  3 0 J ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 ] )  [ 9 1 , 3 1 ,  3 2 J ( [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  
[ 1 0 0 , 3 1 ,  3 5 J ( [ 8 5 , 2 3 , 3 5 ] )  [ 7 0 , 3 2 ,  1 9 J ( [ 6 3 , 2 8 , 1 9 ] )  [ 7 7 , 3 2 ,  2 3 J ( [ 6 5 , 2 6 , 2 4 ] )  
[ 9 2 , 3 2 ,  3 1 J ( [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  [ 9 7 ,  3 2 ,  3 4 J ( [ 8 5 , 2 6 , 3 4 ] )  [ 7 9 ,  3 3 ,  2 3 J ( [ 6 5 , 2 7 , 2 3 ] )  
[ 6 4 , 3 4 ,  1 6 J ( [ 6 3 , 3 3 , 1 6 ] )  [ 9 0 , 3 4 ,  3 0 J ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 ] )  [ 9 5 , 3 4 ,  3 2 J ( [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  
[ 1 0 0 , 3 4 ,  3 4 J ( [ 8 5 , 2 6 , 3 4 ] )  [ 5 3 , 3 5 ,  l O J ( [ 5 1 , 3 3 , 1 O ] )  [ 6 7 , 3 5 ,  1 6 J ( [ 6 3 , 3 2 , 1 6 ] )  
[ 6 8 , 3 5 ,  1 6 J ( [ 6 3 , 3 1 , 1 6 ] )  [ 7 1 , 3 5 ,  1 8 J ( [ 6 8 , 3 4 , 1 8 ] )  [ 8 6 ,  3 5 ,  2 6 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 6 ] )  
[ 9 0 , 3 5 ,  2 8 J ( [ 8 5 , 3 2 , 2 8 ] )  [ 9 1 , 3 5 ,  2 8 J ( [ 8 5 , 3 2 , 2 8 ] )  [ 9 3 , 3 5 ,  2 9 J ( [ 8 5 , 3 1 , 2 9 ] )  
[ 1 0 0 , 3 5 ,  3 2 J ( [ 8 5 , 2 7 , 3 2 ] )  [ 6 9 , 3 6 ,  1 6 J ( [ 6 3 , 3 3 , 1 6 ] )  [ 9 0 , 3 6 ,  2 7 J ( [ 8 5 , 3 2 , 2 7 ] )  
[ 9 7 , 3 6 ,  3 0 J ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 ] )  [ 9 7 , 3 7 ,  2 9 J ( [ 8 5 , 3 1 , 2 9 ] )  [ 6 8 , 3 8 ,  1 5 J ( [ 6 3 , 3 4 , 1 5 ] )  
[ 9 0 , 3 8 ,  2 6 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 6 ] )  [ 9 5 , 3 8 ,  2 8 J ( [ 8 5 , 3 2 , 2 8 ] )  [ 9 7 , 3 8 ,  2 8 J ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 ] )  
[ 1 0 0 , 3 8 ,  3 0 J ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 ] )  [ 7 3 , 3 9 ,  1 6 J ( [ 6 3 , 3 3 , 1 6 ] )  [ 8 7 , 3 9 ,  2 4 J ( [ 8 5 , 3 7 , 2 4 ] )  
[ 8 8 , 3 9 ,  2 4 J ( [ 8 5 , 3 6 , 2 4 ] )  [ 9 0 ,  3 9 ,  2 5 J ( [ 8 5 , 3 5 , 2 5 ] )  [ 9 6 , 3 9 ,  2 7 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 8 ] )  
[ 9 8 , 3 9 ,  2 8 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 8 ] )  [ 1 0 0 ,  3 9 ,  2 9 J ( [ 8 5 , 3 1 , 2 9 ] )  [ 9 6 , 4 0 ,  2 6 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 6 ] )  
[ 9 7 , 4 0 ,  2 7 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 7 ] )  [ 9 0 , 4 1 ,  2 3 J ( [ 8 5 , 3 7 , 2 3 ] )  [ 9 1 , 4 1 ,  2 4 J ( [ 8 5 , 3 8 , 2 4 ] )  
[ 8 4 , 4 2 ,  2 3 J ( [ 8 3 , 4 1 , 2 3 ] )  [ 9 3 , 4 2 ,  2 4 J ( [ 8 5 , 3 8 , 2 4 ] )  [ 8 8 , 4 3 ,  2 2 J ( [ 8 5 , 4 0 , 2 2 ] )  
[ 9 0 , 4 3 ,  2 3 J ( [ 8 5 , 3 9 , 2 3 ] )  [ 9 7 ,  4 3 ,  2 5 J ( [ 8 5 , 3 5 , 2 5 ] )  [ 1 0 0 , 4 3 ,  2 6 J ( [ 8 5 , 3 4 , 2 6 ] )  
[ 7 2 , 4 4 ,  1 4 J ( [ 6 5 , 3 8 , 1 4 ] )  [ 9 0 , 4 4 ,  2 2 J ( [ 8 5 , 4 0 , 2 2 ] )  [ 6 8 , 4 5 , 1 2 ] ( [ 6 5 , 4 4 , 1 2 ] )  
[ 9 6 , 4 5 ,  2 3 J ( [ 8 5 , 3 9 , 2 3 ] )  [ 7 2 , 4 6 ,  1 2 J ( [ 6 5 , 4 0 , 1 2 ] )  [ 8 7 , 4 6 ,  2 0 J ( [ 8 5 , 4 4 , 2 0 ] )  
[ 9 0 , 4 6 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] )  [ 9 7 , 4 6 ,  2 3 J ( [ 8 5 , 3 8 , 2 4 ] )  [ 6 6 , 4 7 ,  1 0 J ( [ 6 5 , 4 6 , 1 O ] )  
[ 7 1 , 4 7 ,  1 2 J ( [ 6 5 , 4 4 , 1 2 ] )  [ 9 0 , 4 7 , 2 0 ] ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] )  [ 9 2 , 4 7 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] )  
[ 9 6 , 4 7 ,  2 2 J ( [ 8 5 , 4 0 , 2 2 ] )  [ 6 6 , 4 8 , 9 ] ( [ 6 3 , 4 6 , 9 ] )  [ 8 7 , 4 8 ,  1 9 J ( [ 8 5 , 4 6 , 1 9 ] )  
[ 9 0 , 4 8 ,  2 0 J ( [ 8 5 , 4 4 , 2 0 ] )  [ 9 6 , 4 8 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 2 , 2 1 ] )  [ 8 8 , 4 9 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] )  
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[ 9 0 , 4 9 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 6 , 1 8 ] )  [ 9 3 ,  4 9 ,  2 0 J ( [ 8 5 , 4 5 , 2 0 ] )  [ 9 6 ,  4 9 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] )  
[ 8 7 , 5 0 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 8 , 1 8 ] )  [ 9 0 , 5 0 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] )  [ 9 7 ,  5 0 ,  2 0 J ( [ 8 5 , 4 2 , 2 1 ] )  
[ 9 9 , 5 0 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 2 , 2 1 ] )  [ 9 0 ,  5 1 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] )  [ 9 2 , 5 1 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] )  
[ 1 0 0 , 5 1 ,  2 1 J ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 j )  [ 8 8 ,  5 2 ,  1 6 J ( [ 8 5 , 5 0 , 1 6 ] )  [ 9 4 ,  5 2 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 6 , 1 8 j )  
[ 9 7 , 5 2 ,  2 0 J ( [ 8 5 , 4 4 , 2 0 j )  [ 8 6 ,  5 3 ,  1 6 J ( [ 8 5 , 5 2 , 1 6 j )  [ 9 0 ,  5 3 ,  1 7 J ( [ 8 5 , 4 9 , 1 7 j )  
[ 9 7 , 5 3 ,  1 9 J ( [ 8 5 , 4 5 , 2 0 j )  [ 9 9 ,  5 3 ,  2 0 j ( [ 8 6 , 4 4 , 1 6 j )  [ 8 8 ,  5 4 ,  1 6 J ( [ 8 5 , 5 2 , 1 6 j )  
[ 9 6 , 5 4 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 8 , 1 8 j )  [ 8 6 ,  5 5 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] )  [ 9 0 ,  5 5 ,  1 6 J ( [ 8 5 , 5 1 , 1 6 j )  
[ 9 7 , 5 5 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 7 , 1 8 j )  [ 8 8 , 5 6 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] )  [ 9 0 ,  5 6 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 2 , 1 5 j )  
[ 9 7 , 5 6 ,  1 7 J ( [ 8 5 , 4 8 , 1 8 j )  [ 9 9 ,  5 6 ,  1 8 J ( [ 8 5 , 4 8 , 1 8 ] )  [ 6 5 ,  5 7 ,  5 J ( [ 6 4 , 5 6 , 5 ] )  
[ 9 0 , 5 7 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 j )  [ 9 2 , 5 7 ,  1 5 J ( [ 8 6 , 5 2 , 1 5 j )  [ 8 7 ,  5 9 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 5 8 , 1 3 j )  
[ 9 0 , 5 9 ,  1 4 J ( [ 8 5 , 5 5 , 1 4 ] )  [ 9 7 ,  5 9 ,  1 6 j ( [ 8 5 , 5 1 , 1 6 j )  [ 8 9 , 6 0 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 5 6 , 1 3 j )  
[ 9 0 , 6 0 ,  1 4 J ( [ 8 5 , 5 6 , 1 4 j )  [ 9 2 ,  6 0 ,  1 4 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] )  [ 9 4 , 6 0 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 j )  
[ 9 6 , 6 0 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 2 , 1 5 j )  [ 1 0 0 , 6 0 ,  1 6 J ( [ 8 5 , 5 1 , 1 6 j )  [ 8 6 , 6 1 ,  1 2 J ( [ 8 5 , 6 0 , 1 2 j )  
[ 9 0 , 6 1 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 5 7 , 1 3 j )  [ 9 6 , 6 1 ,  1 5 ] < [ 8 5 , 5 4 , 1 5 j )  [ 9 2 ,  6 2 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 5 8 , 1 3 j )  
[ 9 7 , 6 3 ,  1 4 J ( [ 8 5 , 5 5 , 1 4 ] )  [ 1 0 0 , 6 3 ,  1 5 J ( [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] )  [ 8 8 ,  6 4 ,  1 1 J ( [ 8 5 , 6 2 , 1 1 j )  
[ 9 0 , 6 4 ,  1 2 J ( [ 8 5 , 6 0 , 1 2 j )  [ 9 4 ,  6 4 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 5 8 , 1 3 j )  [ 8 6 , 6 5 ,  l O J ( [ 8 5 , 6 4 , 1 O ] )  
[ 9 1 , 6 5 ,  1 1 J ( [ 8 5 , 6 0 , 1 2 [ )  [ 9 8 ,  6 6 ,  1 3 J ( [ 9 1 , 6 0 , 1 3 j )  [ 9 0 ,  6 7 ,  l O J ( [ 8 5 , 6 3 , 1 O ] )  
[ 9 2 , 6 7 ,  1 1 J ( [ 9 1 , 6 6 , 1 1 j )  [ 8 7 , 6 8 ,  9 J ( [ 8 5 , 6 6 , 9 j )  [ 9 0 , 7 0 ,  9 J ( [ 8 5 , 6 6 , 9 ] )  
[ 9 5 , 7 2 ,  l O J ( [ 9 3 , 7 0 , 1 O j )  [ 9 0 ,  7 4 ,  8 J ( [ 8 5 , 7 0 , 8 j )  [ 9 6 , 7 4 ,  9 J ( [ 8 5 , 6 6 , 9 j )  
[ 8 6 , 7 5 ,  6 J ( [ 8 5 , 7 4 , 6 j )  [ 9 8 ,  7 6 ,  9 J ( [ 9 1 , 7 0 , 9 j )  
U s i n g  Q u a s i - C y c l i c  C o d e s :  5  s e e d s  ( 4  n e w ) ,  1 0  t o t a l  
[ 9 7 , 8 ,  6 3 J ( [ 6 5 , 1 , 6 4 j )  [ 4 6 ,  1 4 ,  2 0 J ( [ 4 2 , 1 1 , 2 0 j )  [ 5 9 ,  1 5 ,  2 8 J ( [ 5 8 , 1 4 , 2 8 j )  
[ 6 0 , 1 6 ,  2 8 J ( [ 5 8 , 1 5 , 2 8 [ )  [ 7 9 ,  1 9 ,  3 6 J ( [ 7 8 , 1 8 , 3 6 j )  
U s i n g  C o n c a t e n a t i o n :  6  s e e d s ,  2 8  t o t a l  
[ 9 0 , 8 ,  5 8 J ( [ 8 0 , 4 , 6 0 j )  [ 8 6 ,  1 1 ,  5 2 J ( [ 8 0 , 8 , 5 2 j )  [ 9 1 ,  1 1 ,  5 4 J ( [ 8 0 , 6 , 5 6 j )  
[ 9 4 , 1 1 ,  5 6 J ( [ 8 0 , 6 , 5 6 j )  [ 6 5 ,  1 3 ,  3 3 j ( [ 6 0 , 1 0 , 3 3 [ )  [ 7 0 ,  1 3 ,  3 6 ] ( [ 6 5 , 1 1 , 3 6 j )  
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C y c l i c  C o d e s  
s e e d s  =  1 0 8  ( 2 6  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  1 2 5 0 .  
[ 5 1 ,  S ,  3 2 ] 3 9 6  [ S 5 ,  S ,  5 6 ] 4 0 7  [ 5 1 , 9 , 3 1 ] 3 9 5  [ 4 1 ,  1 1 ,  2 0 ] 3 4 8  [ 2 1 ,  1 2 , 7 ] 1 5 7  
[ 3 9 , 1 2 ,  l S ] 3 2 6  [ 5 1 ,  1 3 , 2 4 ] 3 8 5  [ 4 3 ,  1 4 ,  l S ] 3 4 2  [ 2 1 ,  1 5 ,  5 F
2 3  
[ 5 1 ,  1 6 , 2 2 ] 3 7 7  
[ 5 1 , 1 7 , 2 1 ] 3 5 9  [ 5 1 ,  i s ,  1 9 ] 3 5 6  [ 3 9 ,  2 1 ,  1 1 ] 2 6 3  [ 3 9 ,  2 4 ,  9 ] 2 4 0  [ 6 3 ,  2 S ,  1 9 ] 3 7 6  
[ 6 3 ,  2 S ,  1 9 ] 3 7 6  [ 4 3 , 2 9 ,  S ] 2 2 2  [ 5 1 , 2 9 , 1 2 ] 3 0 1  [ 8 5 , 2 9 , 3 1 ] 4 0 6  [ 5 1 , 3 3 , 1 0 ] 2 6 2  
[ 6 3 , 3 3 ,  1 6 j 3 4 9  [ 6 3 , 3 4 , 1 5 ] 3 4 0  [ 6 5 , 3 4 , 1 6 ] 3 5 3  [ 5 1 , 3 5 , 9 ] 2 5 1  [ 8 5 , 3 5 , 2 6 ] 4 0 1  
[ 4 3 , 3 6 , 5 ] 1 3 4  [ 6 3 , 3 6 , 1 4 ] 3 2 8  [ 6 5 , 3 6 , 1 5 ] 3 4 3  [ 8 5 ,  3 6 ,  2 5 ] 3 9 9  [ 6 3 , 3 7 , 1 3 ] 3 2 3  
[ 6 5 , 3 7 , 1 4 ] 3 3 5  [ 6 3 ,  3 S ,  1 3 ] 3 1 7  [ 6 5 ,  3 S ,  1 4 ] 3 2 9  [ 6 3 , 3 9 , 1 2 ] 3 1 6  [ 6 5 , 3 9 , 1 3 ] 3 2 4  
[ 8 5 , 3 9 , 2 3 ] 3 9 7  [ 6 3 , 4 0 , 1 2 ] 3 0 9  [ 5 1 , 4 1 , 6 ] 1 7 4  [ 5 1 , 4 2 , 6 ] 1 6 0  [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] 3 9 4  
[ 6 3 , 4 4 ,  1 0 ] 2 7 2  [ 6 5 , 4 4 ,  1 2 ] 2 9 6  [ 8 5 , 4 4 , 2 0 ] 3 9 3  [ 6 3 , 4 5 , 9 ] 2 6 6  [ 6 5 , 4 5 ,  1 0 ] 2 8 3  
[ 8 5 , 4 5 , 2 0 ] 3 9 2  [ 6 3 , 4 6 , 9 ] 2 5 7  [ 6 3 , 4 6 , 9 ] 2 5 5  [ 8 5 , 4 6 , 1 9 ] 3 9 1  [ 6 3 , 4 7 ,  S ] 2 4 8  
[ 6 3 , 4 7 ,  S ] 2 5 2  [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] 3 8 6  [ 8 5 , 4 7 , 1 8 ] 3 8 4  [ 6 3 ,  4 S ,  S ] 2 4 1  [ 8 5 , 4 8 , 1 8 ] 3 8 1  
[ 6 3 , 4 9 ,  S ] 2 2 0  [ 6 3 , 4 9 ,  S ] 2 2 7  [ 8 5 , 4 9 , 1 7 ] 3 7 8  [ 6 3 , 5 0 , 7 ] 2 1 6  [ 8 5 , 5 0 , 1 7 ] 3 7 5  
[ 6 5 , 5 1 , 7 ] 2 2 6  [ 8 5 , 5 1 , 1 6 ] 3 6 0  [ 8 5 , 5 1 , 1 6 ] 3 5 8  [ 8 5 , 5 2 , 1 6 ] 3 5 7  [ 6 5 , 5 3 , 6 ] 2 0 4  
[ 8 5 , 5 3 , 1 5 ] 3 5 5  [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] 3 5 2  [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] 3 5 4  [ S 5 ,  5 5 ,  1 4 ] 3 4 7  [ S 5 ,  5 5 ,  1 4 ] 3 4 5  
[ 8 5 , 5 6 , 1 4 ] 3 4 1  [ 8 5 , 5 7 , 1 3 ] 3 3 4  [ 8 5 , 5 7 , 1 3 ] 3 3 6  [ 8 5 ,  5 8 , 1 3 ] 3 2 7  [ S 5 ,  5 9 , 1 2 ] 3 2 2  
[ S 5 ,  6 0 ,  1 2 ] 3 1 8  [ S 5 ,  6 1 , 1 1 ] 3 1 4  [ S 5 ,  6 1 , 1 1 ] 3 1 5  [ 9 1 , 6 1 , 1 3 ] " 4 6  [ 8 5 , 6 2 , 1 1 ] 3 0 7  
[ 8 5 , 6 2 , 1 1 ] 3 0 8  [ S 5 ,  6 3 , 1 0 ] 3 0 0  [ 9 1 , 6 3 , 1 2 ] 3 3 7  [ S 5 ,  6 4 ,  1 0 ] 2 9 5  [ S 5 ,  6 4 , 1 0 ] 2 9 5  
[ 9 1 , 6 4 , 1 2 ] 3 3 0  [ S 5 ,  6 5 ,  9 ] 2 7 8  [ S 5 ,  6 5 ,  9 ] 2 8 2  [ S 5 ,  6 6 ,  9 ] 2 7 3  [ 9 1 , 6 6 , 1 1 ] 3 1 9  
[ S 5 ,  6 7 ,  S ] 2 6 5  [ 9 3 , 6 7 , 1 1 ] 3 2 1  [ S 5 ,  6 S ,  S ] 2 5 6  [ S 5 ,  6 9 ,  S ] 2 5 0  [ 9 1 ,  6 9 ,  1 0 ] 2 9 9  
[ S 5 ,  7 0 ,  S ] 2 3 9  [ S 5 ,  7 0 ,  S ] 2 4 2  [ 9 1 ,  7 0 ,  9 ] 2 9 4  [ 9 1 , 7 0 , 9 ] 2 9 1  [ 9 3 , 7 0 , 1 0 ] 3 0 6  
[ S 5 ,  7 1 ,  7 ] 2 1 8  [ S 5 ,  7 1 ,  7 ] 2 3 1  [ 9 3 , 7 2 , 9 ] 2 9 2  [ S 5 ,  7 4 ,  6 F
9 2  
[ S 5 ,  7 6 ,  5 F
5 9  
[ S 5 ,  7 6 ,  5 F
5 9  
[ 9 1 , 7 6 , 7 ] 2 4 3  [ S 5 ,  7 7 ,  5 F
4 3  
2 S 9  
T a b l e  B . l :  S e e d  C o d e s  f o r  l F 4  
Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
s e e d s  =  8 1  ( 3 3  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  3 2 2 .  
[
3 0  5  2 0 J
3 2
.
7 0
, 6 4 ,  [ 4 0  5  2 8 J
6 5
, 4 7 , 7 2 . 4 5 ,  [ 5 0  5  3 5 J
6 0
, 5 2 , 1 O , 4 4 , 2 7 ,  
"  5 9 , 1 9 , 6 8 ,  "  3 3 , 7 7 , 6 7 , 7 5 ,  J '  2 9 , 6 9 , 7 9 , 6 3 , 7 1 ,  
[
6 6  5  4 7 J  8 , 5 4 , 9 2 , 1 6 ,  3 , 1 4 ,  [ 7 0  5  5 0 J
3 6 8
,  [ 9 6  5  6 9 J  3 4 ,  5 3 , 7 8 , 2 8 , 3 0 , 1 0 7 , 6 6 , 7 6 ,  
" 4 6 , 4 1 , 5 0 , 3 8 , 1 0 3 ,  " 3 7 1 , "  1 0 4 , 1 0 9 , 1 1 , 5 0 , 6 1 ,  3 , 7 4 , 3 1 ,  
[
1 0 0  5  7 2 J  3 , 6 , 1 7 , 2 3 , 4 9 , 4 0 , 5 7 , 5 6 , 4 3 , 2 4 ,  [ 1 8  6  l O J
8 2
, 1 0 5 ,  [ 2 6  6  1 6 J 2 1 1 ,  
"  2 2 , 5 , 1 5 , 2 6 , 2 5 , 1 8 ,  4 ,  7 , 2 0 , 5 5 ,  " 8 6 ,  " 1 8 8 ,  
[
2 8  6  1 7 J 1 2 4 ,  5 8 ,  [ 3 2  6  2 0 J "
9
, 1 8 ,  [ 3 5  6  2 2 J
4 2
, 9 7 , 9 4 ,  [ 4 2  6  2 8 J  8 8 , 8 7 , 3 5 ,  
"  8 , 1 0 2 ,  "  1 1 4 , 1 1 5 ,  "  9 , 1 6 ,  " 1 0 2 , 9 6 , 8 9 ,  
[
4 8  6  3 2 J  7 3 , 1 0 8 , 5 1 , 1 1 0 ,  [ 7 8  6  5 6 J
' 7 8
, 1 8 6 , 1 9 ' ,  [ 9 9  6  6 9 J ' 6 4 , 1 4 4 , 1 3 3 , 1 7 5 , 1 7 6 ,  
"  1 0 1 ,  3 6 , 6 2 , 1 0 6 ,  "  1 8 0 , 1 8 7 , 1 9 3 ,  "  1 5 8 , 1 4 2 , 1 3 7 , 1 6 2 ,  
[ 2 4 ,  7 ,  13J"~:37, [ 2 8 ,  7 ,  16J,g~:m: [ 3 2 ,  7 ,  19J'Ih5~: [ 3 2 ,  7 ,  19J'Ih5~: 
[
3 9  7  2 4 J
2 0 8
, 2 0 5 ,  [ 4 5  7  2 8 J
2 1 5
, 2 3 4 ,  [ 5 0  7  3 2 J
' 5 ,
, 1 6 3 , 1 5 2 ,  [ 5 2  7  3 3 J
2 0 6
, 2 0 7 ,  
" 2 1 0 ,  " 2 3 5 ,  " 1 6 5 , 1 5 6 ,  " 2 0 1 , 1 9 9 ,  
[
9 1  7  6 1 J
' 7 7
, 1 5 3 , 1 8 9 , 1 3 9 ,  [ 9 6  7  6 4 J  9 3 , 1 2 5 , 1 1 2 , 1 2 6 , 8 3 , 3 9 ,  [ 2 7  8  1 4 J
4 8
, 8 1 ,  
" 1 9 6 . 1 6 7 , 1 7 3 ,  " 1 2 8 ,  1 2 , 1 2 1 , 1 1 6 , 9 0 , 1 3 ,  "  5 4 ,  
[
2 7  8  1 4 J
4 8
, 8 1 ,  [ 3 0  8  1 6 J 2 3 7 ,  [ 3 6  8  2 0 J  1 2 7 ,  9 9 ,  [ 2 7  9  1 3 J  2 , 1 3 5 ,  [ 3 0  9  1 5 J
3 7
, 9 1 ,  
" 5 4 ,  "  2 2 3 ,  "  5 7 , 1 0 0 ,  " 1 4 6 ,  " 8 5 ,  
[
3 4  9  1 8 J 2 4 4 ,  [ 3 6  9  1 9 J
' 4 ,
, 1 4 9 ,  [ 4 0  9  2 I J
1 0 2
, 9 8 ,  [ 4 2  9  2 3 J 2 7 5 ,  [ 3 0  1 0  1 4 J
' 6 ,
, 1 4 8 ,  
"  2 4 9 ,  "  1 4 7 , 1 3 8 ,  "  3 7 , 9 5 ,  "  2 9 0 ,  '  ,  1 6 8 ,  
[
3 8  1 0  1 9 J 2 6 8 ,  [ 4 2  1 0  2 2 J 2 8 9 ,  [ 4 4  1 0  2 3 J
' 3 2
, 1 2 0 ,  [ 5 0  1 0  2 7 J
' 4 5
, 1 6 9 , 1 7 0 ,  
,  ,  2 6 1 ,  '  ,  2 8 0 ,  1  ,  1 1 1 , 1 2 2 ,  '  1  1 6 6 , 1 7 1 ,  
[
3 0  I I  1 3 J 2 2 5 ,  [ 3 3  I I  1 5 J ' 7 2 , 1 7 9 ,  [ 4 4  I I  2 2 J ' 7 2 , 1 7 9 ,  [ 4 6  1 1  2 4 J 3 0 4 ,  
,  ,  2 2 8 ,  ,  ' 1 8 3 ,  " 1 8 3 , 1 8 1 , '  1  3 0 5 ,  
[
5 5  I I  2 9 J
' 7 2
, 1 7 9 , 1 8 3 ,  [ 3 6  1 2  1 6 J
' 8 4
, 1 8 5 ,  [ 4 2  1 2  2 0 J
2 6 9
,  [ 4 6  1 2  2 2 J
3 0 2
,  
,  ' 1 8 1 , 1 8 2 ,  , ' 2 0 2 ,  " 6 7 , "  3 0 3 ,  
[
4 8  1 2  2 3 J ' 8 4 , 1 8 5 ,  [ 5 2  1 2  2 5 J
2 0 9
, 2 1 4 ,  [ 6 0  1 2  3 1 J
' 8 4
, 1 8 5 , 2 0 2 ,  [ 7 0  1 2  3 8 J 3 6 4 ,  
,  ,  2 0 2 , 1 9 5 ,  '  ,  2 1 2 , 2 0 3 ,  1  ' 1 9 5 , 2 0 0 ,  " 3 7 4 ,  
[
7 8  1 2  4 4 J 3 8 7 ,  [ 3 4  1 3  1 4 J 2 4 6 ,  [ 4 2  1 4  1 8 J 2 7 6 ,  [ 4 5  1 4  1 9 J
2 3 3
, 2 3 2 ,  
,  ,  3 8 9 ,  '  ,  2 5 4 ,  '  ,  2 8 8 ,  '  ,  2 3 0 ,  
[
4 2  1 5  1 7 J 2 8 1 ,  [ 4 5  1 5  1 8 J
2 3 6
, 2 2 9 ,  [ 5 8  1 5  2 8 J 3 3 8 ,  [ 7 0  1 5  3 4 J 3 6 \ ,  
,  ,  2 8 6 ,  '  ' 2 1 7 ,  " 3 3 9 , "  3 6 6 ,  
[
3 0  1 6  9 J ' 7 2 , 2 ' 3 , 2  [ 4 0  1 6  1 5 J 2 7 1 ,  [ 4 2  1 6  1 6 J 2 7 4 ,  [ 4 8  1 6  1 9 J 2 4 5 , 2 4 7 ,  
,  ,  1 , 2 2 4 ,  "  2 7 7 ,  '  ,  2 7 9 ,  ,  ,  2 3 8 ,  
[ 5 8 ,  1 6 ,  26J33~:~~~:2 [ 7 0 ,  1 6 ,  33B~§: [ 4 2 ,  1 7 ,  16m~: [ 7 0 ,  1 7 ,  3 2 m b :  
[ 3 6 , 1 8 ,  1 2 J 2 1 § :  [ 7 0 ,  1 8 ,  31J~~~: [ 7 4 ,  1 8 ,  3 4 m i j :  [ 4 8 ,  1 9 ,  1 7 J m :  [ 7 8 ,  1 9 ,  35B~~: 
[ 3 6 ,  2 0 ,  1%~~:~~~:2 [ 7 8 ,  2 0 ,  34B~g: [ 4 2 ,  2 3 ,  11m~:~~:2 [ 4 8 , 2 5 ,  1 3 g 1 i H l i g : 2  
[
5 6  3 0  1 4 J
3 2 0
, 3 3 1 , 2  [ 9 3  3 0  3 3 J
3 5 1
, 3 4 4 ,  [ 7 0  3 1  2 0 J
3 6 5
,  
,  ,  3 2 5 , 3 3 2 ,  " 3 5 0 ,  " 3 6 3 ,  
2 9 0  
T a b l e  B . l :  S e e d  C o d e s  f o r  l F 4  
S p o r a d i c  C o d e s  
s e e d s  =  5 3  ( 1 0  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  5 9 1 .  
[ 4 , 2 , 3 ]  [ 2 8 , 4 , 2 0 ]  [ 3 1 , 4 , 2 2 ]  [ 4 9 , 4 , 3 6 ]  [ 5 5 , 4 , 4 0 ]  [ 6 4 , 4 , 4 8 ]  [ 7 0 , 4 , 5 2 ]  
[ 7 5 , 4 , 5 6 ]  [ 8 0 , 4 , 6 0 ]  [ 2 4 , 5 , 1 6 ]  [ 3 3 , 5 , 2 2 ]  [ 3 5 , 5 , 2 4 ]  [ 4 3 , 5 , 3 0 ]  [ 4 6 , 5 , 3 2 ]  
[ 5 7 , 5 , 4 0 ]  [ 8 8 , 5 , 6 4 ]  [ 9 4 , 5 , 6 8 ]  [ 9 9 , 5 , 7 2 ]  [ 1 8 , 7 , 9 ]  [ 7 6 , 7 , 5 2 ]  [ 8 0 , 7 , 5 3 ]  
[ 8 1 , 7 , 5 4 ]  [ 3 3 , 8 , 1 8 ]  [ 4 4 , 8 , 2 7 ]  [ 1 8 , 9 , 8 ]  [ 5 7 , 9 , 3 4 ]  [ 6 4 , 9 , 3 9 ]  [ 5 6 , 1 0 , 3 2 ]  
[ 8 9 , 1 0 , 5 4 ]  [ 9 1 ,  1 0 ,  5 6 ]  [ 9 2 ,  1 0 ,  5 6 ]  [ 8 9 ,  1 1 ,  5 3 ]  [ 9 0 , 1 1 , 5 4 ]  [ 9 2 ,  1 1 ,  5 5 ]  
[ 9 3 , 1 1 , 5 6 ]  [ 2 0 ,  1 3 , 6 ]  [ 3 9 ,  1 3 ,  1 7 ]  [ 6 7 ,  1 3 , 3 5 ]  [ 2 6 ,  1 6 , 7 ]  [ 9 8 ,  1 6 , 5 0 ]  
[ 2 7 ,  1 9 , 6 ]  [ 7 6 , 2 2 , 3 0 ]  [ 3 6 , 2 4 , 8 ]  [ 3 6 ,  2 7 ,  6 ]  [ 6 4 , 2 8 ,  2 0 ]  [ 9 5 , 2 9 ,  3 5 ]  [ 4 2 ,  3 1 ,  7 ]  
[ 7 0 , 3 5 , 1 8 ]  [ 4 1 , 3 6 , 4 ]  [ 7 2 , 3 6 , 1 8 ]  [ 7 4 , 3 7 , 1 8 ]  [ 7 0 , 5 7 , 7 ]  [ 8 1 , 7 0 , 6 ]  
C o n s t r u c t i o n  X X  
s e e d s  =  4 4  ( 1 8  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  1 6 8 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  4 4  s e e d s  ( 1 8  n e w ) ,  1 6 8  t o t a l  
[ 9 3 , 9 , 5 8 ] ( [ 8 5 , 5 , 6 1 ] , [ 8 5 , 8 , 5 6 ] )  [ 9 8 , 9 , 6 2 ] ( [ 8 5 , 5 , 6 1 [ , [ 8 5 , 8 , 5 6 1 )  
[ 9 6 , 1 5 , 5 2 ] ( [ 8 5 , 1 1 , 5 1 ] , ] 8 5 , 1 4 , 4 6 1 )  [ 6 9 ,  1 7 , 3 1 ] ( [ 6 3 , 1 4 , 3 0 ] , [ 6 3 , 1 6 , 2 8 1 )  
[ 9 6 , 1 8 , 4 7 ] ( [ 8 5 , 1 4 , 4 6 ] , [ 8 5 , 1 6 , 4 2 1 )  [ 6 9 ,  1 9 , 2 9 ] ( [ 6 3 , 1 6 , 2 8 ] , [ 6 3 , 1 6 , 2 8 1 )  
[ 9 9 , 1 9 , 4 8 ] ( [ 8 5 , 1 5 , 4 5 [ , [ 8 5 , 1 7 , 4 3 ] )  [ 6 7 ,  2 0 ,  2 8 ] ( [ 6 3 , 1 7 , 2 7 [ , [ 6 3 , 1 9 , 2 7 ] )  
[ 7 4 , 2 0 , 3 1  ] ( [ 6 3 , 1 4 , 3 0 ] , [ 6 3 , 1 9 , 2 7 1 )  [ 9 8 , 2 0 , 4 6 ] ( [ 8 5 , 1 6 , 4 2 [ , [ 8 5 , 1 6 , 4 4 1 )  
[ 9 6 , 2 1 , 4 4 ] ( [ 8 5 , 1 7 , 4 3 [ , [ 8 5 , 2 0 , 4 0 1 )  [ 7 0 , 2 2 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 1 9 , 2 7 ] , [ 6 3 , 2 1 , 2 4 1 )  
[ 7 1 , 2 2 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 1 9 , 2 7 ] , [ 6 3 , 2 1 , 2 4 1 )  [ 7 8 ,  2 2 ,  3 1 ] ( [ 6 3 , 1 6 , 2 8 [ , [ 6 3 , 1 9 , 2 7 1 )  
[ 9 3 , 2 2 , 4 2 ] ( [ 8 5 , 1 8 , 4 0 ] , [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 9 6 ,  2 2 ,  4 3 ] ( [ 8 5 , 1 8 , 4 0 [ , [ 8 5 , 2 0 , 4 0 1 )  
[ 9 8 , 2 2 , 4 4 ] ( [ 8 5 , 1 8 , 4 0 [ , [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  [ 6 9 ,  2 3 ,  2 7 ] ( [ 6 3 , 2 0 , 2 6 ] , [ 6 3 , 2 2 , 2 4 1 )  
[ 7 3 , 2 3 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 1 9 , 2 7 [ , [ 6 3 , 2 2 , 2 4 ] )  [ 9 9 , 2 3 , 4 3 ] ( [ 8 5 , 2 0 , 4 0 [ , [ 8 5 , 1 9 , 3 9 ] )  
[ 1 0 0 , 2 3 , 4 4 ] ( [ 8 5 , 1 7 , 4 3 ] , [ 8 5 , 2 2 , 3 8 1 )  [ 6 9 , 2 5 , 2 5 ] ( [ 6 3 , 2 2 , 2 4 ] , [ 6 3 , 2 2 , 2 4 1 )  
[ 7 4 , 2 5 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 2 4 , 2 4 ] , [ 6 3 , 1 9 , 2 7 ] )  [ 7 6 , 2 5 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 1 9 , 2 7 ] , [ 6 3 , 2 2 , 2 4 1 )  
[ 6 7 , 2 6 , 2 4 ] ( [ 6 3 , 2 3 , 2 3 ] , [ 6 3 , 2 5 , 2 3 1 )  [ 7 4 , 2 6 , 2 7 ]  ( [ 6 3 , 2 0 , 2 6 1 , [ 6 3 , 2 5 , 2 3 1 )  
[ 7 6 , 2 6 , 2 8 ] ( [ 6 3 , 2 4 , 2 4 [ , [ 6 3 , 2 0 , 2 6 1 )  [ 7 8 ,  2 6 ,  2 8 ] ( [ 6 3 , 2 0 , 2 6 ] , [ 6 3 , 2 2 , 2 4 1 )  
[ 6 9 , 2 7 , 2 4 ] ( [ 6 3 , 2 3 , 2 3 ] , [ 6 3 , 2 6 , 2 2 1 )  [ 9 8 , 2 9 , 3 6 ] ( [ 8 5 , 2 1 , 3 7 [ , [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  
[ 7 6 , 3 0 , 2 3 ] ( [ 6 3 , 2 6 , 2 2 ] , [ 6 3 , 2 9 , 1 6 1 )  [ 6 7 , 3 6 , 1 5 ] ( [ 6 3 , 3 3 , 1 4 ] , ] 6 3 , 3 5 , 1 4 1 )  
2 9 1  
T a b l e  B . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F 4  
[ 7 0 , 3 8 , 1 5 ] ( [ 6 3 , 3 5 , 1 4 ] , [ 6 3 , 3 5 , 1 4 ] )  [ 6 8 ,  3 9 , 1 4 ] ( [ 6 3 , 3 6 , 1 3 ] , [ 6 3 , 3 8 , 1 2 ] )  
[ 9 3 , 3 9 , 2 6 ] ( [ 8 5 , 3 5 , 2 5 ] ' [ 8 5 , 3 6 , 2 4 ] )  [ 9 5 , 4 6 , 2 2 ] ( [ 8 5 , 4 2 , 2 0 ] , [ 8 5 , 4 2 , 2 0 ] )  
[ 6 8 , 4 8 , 1 0 ] ( [ 6 3 , 4 5 , 9 ] , [ 6 3 , 4 7 , 8 ] )  [ 6 9 , 5 0 , 9 ] ( [ 6 3 , 4 7 , 8 ] , [ 6 3 , 4 7 , 8 ] )  
[ 7 3 , 5 3 , 9 ] ( [ 6 3 , 4 7 , 8 ] , [ 6 3 , 5 0 , 7 ] )  [ 9 8 ,  5 3 ,  2 0 ] ( [ 8 5 , 5 2 , 1 6 ] , [ 8 5 , 4 5 , 2 0 ] )  
[ 9 5 , 5 5 , 1 8 ] ( [ 8 5 , 5 1 , 1 6 ] , [ 8 5 , 5 1 , 1 6 ] )  [ 9 5 , 5 9 , 1 6 ] ( [ 8 5 , 5 5 , 1 4 ] , [ 8 5 , 5 5 , 1 4 ] )  
[ 9 5 , 6 1 , 1 5 ] ( [ 8 5 , 5 5 , 1 4 ] , [ 8 5 , 6 0 , 1 2 ] )  [ 9 5 , 6 3 , 1 4 ] ( [ 8 5 , 5 9 , 1 2 ] , [ 8 5 , 5 9 , 1 2 ] )  
G e n e r a l i z e d  C o n c a t e n a t i o n  
s e e d s  =  3 0 ,  t o t a l  c o d e s  =  2 5 8 .  
U s i n g  A l g e b r a i c - G e o m e t r i c  C o d e s :  8  s e e d s ,  1 4  t o t a l  
[ 1 0 0 , 8 , 6 4 ] ( [ 2 0 , 4 , 1 6 ] ' 6 )  [ 1 0 0 ,  1 1 , 6 0 ] ( [ 2 0 , 5 , 1 5 ] ' 6 , [ 2 0 , 1 , 2 0 ] . )  [ 9 6 ,  1 2 , 5 4 ] ( [ 2 4 , 6 , 1 8 ] ' 6 )  
[ 1 0 0 , 1 3 , 5 6 ] ( [ 2 0 , 6 , 1 4 ] ' 6 , [ 2 0 , 1 , 2 0 ] . )  [ 9 6 ,  1 7 , 4 8 ] ( [ 2 4 , 8 , 1 6 ] ' 6 , [ 2 4 , 1 , 2 4 ] , )  
[ 9 6 , 1 9 , 4 5 ] ( [ 2 4 , 9 , 1 5 ] ' 6 , [ 2 4 , 1 , 2 4 ] , )  [ 1 0 0 ,  1 9 , 4 8 ] ( [ 2 5 , 9 , 1 6 ] ' 6 , [ 2 5 , 1 , 2 5 ] , )  
[ 1 0 0 , 2 1 , 4 5 ] ( [ 2 5 , 1 0 , 1 5 ] ' 6 , [ 2 5 , 1 , 2 5 ] , )  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  2 0  s e e d s ,  2 3 8  t o t a l  
[ 9 0 , 6 , 6 4 ] ( [ 1 8 , 3 , 1 6 ] ' 6 )  [ 8 0 , 8 , 5 2 ] ( [ 1 6 , 4 , 1 3 ] ' 6 )  [ 6 0 , 9 , 3 6 ] ( [ 1 2 , 4 , 9 ] 1 6 , [ 1 2 , 1 , 1 2 ] . )  
[ 4 8 , 1 1 , 2 4 ] ( [ 1 2 , 5 , 8 ] ' 6 , [ 1 2 , 1 , 1 2 ] , )  [ 6 0 ,  1 1 ,  3 2 ] ( [ 1 2 , 5 , 8 ] ' 6 , [ 1 2 , 1 , 1 2 ] , )  
[ 6 5 , 1 1 , 3 6 ] ( [ 1 3 , 5 , 9 ] ' 6 , [ 1 3 , 1 , 1 3 ] , )  [ 7 0 ,  1 1 , 4 0 ] ( [ 1 4 , 5 , 1 0 ] ' 6 , [ 1 4 , 1 , 1 4 ] , )  
[ 7 5 ,  1 1 ,  4 4 ]  ( [ 1 5 , 5 ,  1 1 ] 1 6 , [ 1 5 , 1 , 1 5 ] , )  [ 8 0 ,  1 1 ,  4 8 ]  ( [ 1 6 , 5 , 1 2 ] 1 6 , [ 1 6 , 1 , 1 6 ] , )  
[ 5 0 , 1 2 , 2 4 ] ( [ 1 0 , 5 , 6 ] ' 6 , [ 1 0 , 2 , 8 ] , )  [ 5 2 ,  1 3 , 2 4 ] ( [ 1 3 , 6 , 8 ] ' 6 , [ 1 3 , 1 , 1 3 ] , )  
[ 6 0 , 1 3 , 3 0 ] ( [ 1 5 , 6 , 1 0 ] ' 6 , [ 1 5 , 1 , 1 5 ] , )  [ 7 5 ,  1 3 , 4 0 ] ( [ 1 5 , 6 , 1 0 ] ' 6 , [ 1 5 , 1 , 1 5 ] , )  
[ 7 2 , 1 4 , 3 6 ] ( [ 1 2 , 6 , 6 ] , , [ 1 2 , 4 , 9 ] ' 6 )  [ 7 5 ,  1 6 , 3 6 ] ( [ 1 5 , 7 , 9 ] ' 6 , [ 1 5 , 2 , 1 2 ] 4 )  
[ 7 5 , 1 9 , 3 2 ] ( [ 1 5 , 8 , 8 ] ' 6 , [ 1 5 , 3 , 1 1 ] , )  [ 7 0 , 3 6 , 1 6 ] ( [ 1 4 , 1 1 , 4 ] ' 6 , [ 1 4 , 7 , 8 ] 1 6 )  
[ 9 6 ,  4 4 ,  2 4 ]  ( [ 1 6 , 1 2 , 4 ] , , [ 1 6 , 1 1 , 6 ] ' 6 , [ 1 6 , 5 , 1 2 ] ' 6  , [ 1 6 , 0 , 1 6 ] , )  
[ 9 6 ,  5 8 ,  1 6 ]  ( [ 1 6 , 1 3 , 3 ] , , [ 1 6 , 1 3 , 4 ] ' 6 , [ 1 6 , 9 , 8 ] ' 6 , [ 1 6 , 1 , 1 6 ] 4 )  
[ 9 0 , 7 3 , 8 ] ( [ 1 8 , 1 7 , 2 ] ' 6 , [ 1 8 , 1 5 , 4 ] ' 6 , [ 1 8 , 9 , 8 ] , )  
U s i n g  o t h e r  c o d e s :  
[ 6 8 , 1 2 , 3 6 ] ( [ 1 7 , 6 , 1 2 ] ' 6 )  [ 6 8 ,  1 5 , 3 3 ] ( [ 1 7 , 7 , 1 1 ] ' 6 , [ 1 7 , 1 , 1 7 ] , )  
2 9 2  
T a b l e  B . 1 :  S e e d  C o d e s  f o r  I F  4  
B C H  C o d e s  
s e e d s  =  2 1 ,  t o t a l  c o d e s  =  3 6 6 .  
[ 1 7 , 4 , 1 2 ] 1 7 , 1 2 , 1 2  [ 8 5 , 6 , 6 0 ] 8 . 5 , 6 0 , 5 6  [ 6 5 ,  8 ,  4 4 ] 6 5 , 4 4 , 4 4  [ 6 5 ,  9 ,  3 9 ] 6 5 , 2 2 , 4 4  
[ 6 3 , 1 0 , 3 6 ] 6 3 , 3 2 , 6 2  [ 1 7 ,  1 3 , 4 ] 1 7 , 3 , 1 0  [ 6 5 ,  1 5 , 3 1 ] 6 5 , 3 1 , 1 8  [ 6 3 , 2 0 , 2 6 ] 6 3 , 2 6  
[ 6 5 , 2 1 , 2 5 ] 6 5 , 2 1 , 2 5  [ 8 6 , 2 3 , 3 6 ] 8 5 , 3 2 , 2 6  [ 6 5 ,  2 7 ,  2 3 ] 6 5 , 2 3 , 2 2  [ 8 5 ,  2 7 ,  3 2 ] 8 5 , 2 3 , 2 6  
[ 6 3 , 3 6 , 1 4 ] 6 3 , 1 3  [ 6 5 ,  3 9 ,  1 3 ] 6 5 , 8 , 2 1  [ 6 6 , 3 9 , 1 4 ] 6 5 , 8 , 2 1  [ 6 5 , 4 6 , 1 0 ] 6 5 , 1 0 , 6 1  
[ 6 5 , 4 7 , 9 ] 6 5 , 7 , 3 0  [ 6 4 , 5 0 , 8 ] 6 3 , 7 , 2 1  [ 6 3 , 5 4 , 5 ] 6 3 , 5  [ 8 5 , 5 9 , 1 2 ] 8 5 , 8 , 4 6  
[ 8 5 , 6 3 ,  1 0 ] 8 5 , 1 0 , 2 7  
S p e c i f i c  P u n c t u r i n g  a n d  S h o r t e n i n g  
s e e d s  =  1 6  ( 2  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  1 0 8 ,  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  Y 1 :  2  s e e d s ,  4 2  t o t a l  
[ 8 0 ,  1 8 , 3 8 ] ° , 5  [ 7 6 , 2 0 , 3 2 ] ° , 9  
U s i n g  C o n s t r u c t i o n  B 2 :  5  s e e d s ,  3 8  t o t a l  
[ 4 9 , 1 2 , 2 4 ] ° , 7  [ 5 6 ,  1 2 , 2 8 ] ° , 9  [ 8 0 ,  1 6 , 4 0 ] ° , 5  [ 2 1 , 1 8 , 3 ] ° , 6 0  [ 5 6 ,  1 8 ,  2 4 ] ° , 7  
U s i n g  a  G r i e s m e r  S t e p :  9  s e e d s  ( 2  n e w ) ,  2 8  t o t a l  
[ 2 1 , 3 , 1 6 ] 6 1 , 0  [ 4 4 , 4 , 3 2 ] 1 2 5 , 0  [ 4 1 ,  9 ,  2 2 ] 1 0 , 0  [ 5 0 ,  1 1 , 2 5 ] " , 0  [ 4 4 ,  1 2 , 2 0 ] 4 , 0  
[ 7 6 , 1 5 , 3 7 ] 9 , 0  [ 4 5 ,  1 6 , 1 7 ] 6 , 0  [ 9 9 ,  1 7 ,  5 0 ] 1 1 , 0  [ 9 9 ,  1 8 , 4 9 ] 1 2 , 0  
C o n s t r u c t i o n  X 3  a n d  X 3 u  
s e e d s  =  1 5  ( 7  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  4 0 .  
U s i n g  C y c l i c  C o d e s :  1 5  s e e d s  ( 7  n e w ) ,  4 0  t o t a l  
[ 7 2 , 8 , 4 8 ] ( [ 6 4 , 7 , 4 4 ] , [ 6 4 , 4 , 4 8 ] )  [ 5 7 ,  1 0 , 3 2 ] ( [ 5 1 , 9 , 3 1 ] , [ 5 1 , 8 , 3 2 ] )  
[ 7 1 , 1 8 , 3 1 ] ( [ 6 4 , 1 7 , 2 8 [ , [ 6 4 , 1 4 , 3 1 ] )  [ 7 2 ,  2 0 ,  3 0 ] ( [ 6 4 , 1 7 , 2 8 [ , [ 6 4 , 1 4 , 3 1 ] )  
[ 7 1 , 2 4 , 2 7 ] ( [ 6 4 , 2 3 , 2 4 [ , [ 6 4 , 2 0 , 2 7 ] )  [ 9 8 , 2 8 , 3 7 ] ( [ 8 5 , 2 4 , 3 6 [ , [ 8 5 , 2 0 , 4 0 ] )  
[ 9 2 , 3 3 ,  3 1 ] ( [ 8 5 , 3 0 , 3 0 j , [ 8 5 , 2 8 , 3 2 ] )  [ 9 2 ,  3 7 ,  2 7 ]  ( [ 8 5 , 3 4 , 2 6 j , [ 8 5 , 3 2 , 2 8 ] )  
[ 9 7 , 4 1 ,  2 6 ] ( [ 8 5 , 3 5 , 2 5 j , [ 8 5 , 3 4 , 2 6 ] )  [ 9 4 , 4 6 , 2 2 ] ( [ 8 5 , 4 3 , 2 1 ] , [ 8 5 , 4 0 , 2 2 ] )  
[ 9 4 , 4 8 ,  2 0 ] ( [ 8 5 , 4 6 , 1 8 j , [ 8 5 , 4 2 , 2 0 ] )  [ 9 8 , 4 8 ,  2 2 ] ( [ 8 5 , 4 2 , 2 1 j , [ 8 5 , 4 0 , 2 2 ] )  
[ 7 2 , 5 1 , 1 0 ] ( [ 6 4 , 4 8 , 8 ] , [ 6 4 , 4 5 , 1 0 ] )  [ 9 1 ,  5 8 ,  1 5 ] ( [ 8 5 , 5 5 , 1 4 j , [ 8 5 , 5 4 , 1 5 ] )  
2 9 3  
T a b l e  B . l :  S e e d  C o d e s  f o r  1 F 4  
[ 9 4 , 6 3 ,  1 3 J ( [ 8 5 , 6 0 . 1 2 1 , \ 8 5 , 5 6 , 1 3 ] )  
R e s i d u e  C o d e s  
s e e d s  =  1 3  ( 2  n e w ) ,  t o t a l  c o d e s  =  4 9 0 .  
[ 6 , 3 ,  4 J 2  [ 1 2 , 6 , 6 ] 2  [ 2 0 ,  1 0 ,  8 J 2  [ 3 0 ,  1 5 ,  1 2 ] 2  [ 3 8 ,  1 9 ,  1 2 ] 2  [ 4 4 , 2 2 , 1 4 ] 2  
[ 4 6 , 2 3 , 1 4 ] 2  [ 4 8 , 2 4 ,  1 4 J 2  [ 5 4 , 2 7 , 1 6 ] 2  [ 6 2 , 3 1 , 1 8 ] 2  [ 6 8 ,  3 4 ,  1 8 J 2  
[ 8 3 , 4 2 ,  2 2 J 2  [ 8 3 , 4 2 ,  2 2 J 2  
M i s s i n g  S e e d s  
s e e d s  =  1 ,  t o t a l  c o d e s  =  1 4 .  
[ 9 9 , 4 9 , 2 2 J  
2 9 4  
T a b l e  B . 2 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I )  
j  
g ( x )  j  g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1  
2  1  3  5  
4  
1 2  5  1 3  6  1 5  
7  1 9  
8  1 b  9  l e  1 0  2 e  1 1  
3 9  
1 2  4 1  
1 3  
4 b  1 4  4 e  1 5  5 2  1 6  5 5  1 7  5 7  1 8  5 9  
1 9  5 b  
2 0  
5 d  
2 1  
6 9  
2 2  7 2  2 3  
7 5  
2 4  
7 6  
2 5  7 9  
2 6  
7 b  
2 7  
7 e  
2 8  
8 d  
2 9  
a 2  
3 0  
a 5  
3 1  
e 1  3 2  1 0 1  3 3  1 1 0  3 4  1 1 5  3 5  1 3 d  3 6  1 5 5  
3 7  
1 5 b  3 8  1 5 e  3 9  1 6 2  4 0  1 6 a  4 1  1 7 3  4 2  1 7 6  
4 3  1 7 f  4 4  1 8 a  4 5  1 9 0  4 6  1 9 2  4 7  1 9 4  4 8  1 9 7  
4 9  1 a a  5 0  1 b 5  
5 1  
1 b d  
5 2  
1 c O  5 3  1 c d  
5 4  
1 d 6  
5 5  1 d a  5 6  l e a  5 7  1 e f  5 8  1 f l  5 9  2 1 9  6 0  2 4 1  
6 1  
2 5 d  6 2  2 5 f  6 3  2 6 1  6 4  2 8 4  6 5  2 9 0  6 6  2 a d  
6 7  2 d 5  6 8  2 e 7  6 9  2 f 9  7 0  3 0 4  7 1  3 0 e  7 2  3 1 0  
7 3  3 1 d  
7 4  
3 5 9  7 5  3 6 4  7 6  3 9 5  7 7  3 9 9  7 8  3 d 1  
7 9  3 e 8  8 0  4 0 0  
8 1  
4 1 5  
8 2  
4 4 2  8 3  4 a b  
8 4  
5 0 1  
8 5  5 3 6  8 6  5 5 f  8 7  6 3 a  8 8  6 3 f  8 9  6 6 a  9 0  6 7 1  
9 1  5 a 3  
9 2  
6 a 6  9 3  6 d 1  
9 4  
6 e d  
9 5  
6 f 3  
9 6  6 f 9  
9 7  
7 7 a  9 8  
7 8 5  
9 9  7 8 a  1 0 0  7 8 f  
1 0 1  
7 a O  1 0 2  7 d a  
1 0 3  
7 e 6  1 0 4  9 b d  1 0 5  a a 4  1 0 6  b 6 c  1 0 7  b a 4  1 0 8  c l b  
1 0 9  d 5 d  
1 1 0  
£ 6 0  
1 1 1  1 2 d 1  1 1 2  1 5 6 2  1 1 3  1 6 7 a  1 1 4  1 8 6 f  
1 1 5  
1 a 6 d  
1 1 6  1 a 7 6  1 1 7  1 a d 3  l l 8  1 b 5 f  l l 9  1 b 9 3  
1 2 0  
1 b d d  
1 2 1  1 b e 1  1 2 2  1 d 3 5  1 2 3  1 d 3 7  1 2 4  1 d 5 6  1 2 5  1 d 6 f  1 2 6  1 d 9 a  
1 2 7  l e a f  1 2 8  1 e f f  1 2 9  2 2 5 2  1 3 0  2 4 7 7  1 3 1  3 0 4 0  
1 3 2  
4 6 8 f  
1 3 3  4 6 b 3  1 3 4  4 9 7 1  1 3 5  5 a 3 9  1 3 6  7 3 9 2  1 3 7  1 0 8 1 e  
1 3 8  
1 6 b d O  
T a b l e  B . 3 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F 4  ( I l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  j  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1 3 9  1 9 4 5 9  1 4 0  1 a O d e  
1 4 1  1 b 8 c 4  1 4 2  1 c e d a  
1 4 3  1 e 8 f 9  1 4 4  l f f 6 b  
1 4 5  2 9 1 6 5  1 4 6  2 9 2 e b  
2 9 5  
T a b l e  B . 3 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
1 4 7  3 2 a 9 0  1 4 8  3 5 b 5 5  1 4 9  3 8 5 9 0  1 5 0  4 4 d 3 3  
1 5 1  
4 4 e 9 8  
1 5 2  4 d f l 8  
1 5 3  5 5 6 7 e  1 5 4  5 6 2 f 9  
1 5 5  
5 b O e 5  
1 5 6  6 3 9 3 0  
1 5 7  6 5 4 1 1  1 5 8  6 d d 7 7  
1 5 9  6 e 0 8 5  1 6 0  7 2 7 3 d  
1 6 1  7 2 f 8 e  1 6 2  7 5 5 1 e  
1 6 3  7 7 9 6 0  1 6 4  7 7 b 8 6  1 6 5  
7 7 f f O  
1 6 6  
7 8 8 2 6  
1 6 7  
7 e 9 7 3  
1 6 8  8 9 0 3 6  
1 6 9  a 5 4 9 2  1 7 0  c 7 f b O  
1 7 1  
e 0 1 1 7  
1 7 2  1 0 0 0 0 0  
1 7 3  1 0 6 c a 2  1 7 4  1 3 9 9 a d  
1 7 5  1 5 d 3 7 f  1 7 6  
1 7 6 e g e  
1 7 7  l a 1 5 2 9  1 7 8  l a 3 9 6 7  
1 7 9  
l a b 8 4 0  
1 8 0  
I b a d 3 e  1 8 1  
I f 8 f c 4  
1 8 2  2 1 2 9 5 0  
1 8 3  
3 5 5 a 1 4  1 8 4  
4 0 0 0 0 0  
1 8 5  4 2 a e 9 0  1 8 6  4 8 9 b b a  
1 8 7  
4 c 5 9 9 d  
1 8 8  
5 b e b e 5  1 8 9  5 e 8 a 3 2  1 9 0  
6 9 8 f 9 7  .  
1 9 1  
6 9 9 7 5 e  1 9 2  6 b 1 4 8 5  1 9 3  6 f b d d 7  1 9 4  7 2 1 6 2 e  
1 9 5  
7 2 1 a 4 0  
1 9 6  
7 8 8 9 3 e  1 9 7  
7 a 5 5 1 7  
1 9 8  
7 c 7 f g e  
1 9 9  
f 0 9 2 4 1  2 0 0  f 3 2 9 4 0  2 0 1  
f 7 7 b 3 2  
2 0 2  f d 4 7 4 0  
2 0 3  
1 2 4 9 4 0 0  2 0 4  1 7 2 e e 3 5  2 0 5  
1 7 9 8 6 2 3  
2 0 6  
l a 7 g e 8 2  
2 0 7  l e d d 9 1 1  2 0 8  2 3 2 4 0 0 1  2 0 9  
2 8 7 9 4 0 0  
2 1 0  
2 e O c l 7 7  
~11 
2 e b 9 0 0 1  
2 1 2  3 3 e 5 4 0 0  
2 1 3  3 4 5 a O e 4  2 1 4  3 e 9 5 4 0 0  
2 1 5  
6 9 8 c O O l  
2 1 6  
7 d c 7 3 6 e  2 1 7  1 0 0 0 0 0 0 0  2 1 8  1 0 7 0 1 8 9 1  
2 1 9  1 0 9 9 6 5 c 2  2 2 0  1 3 4 5 0 e b d  
2 2 1  1 3 6 b 7 a 7 1  2 2 2  1 4 f c O a 8 5  
~23 
1 5 1 d 6 d 3 0  2 2 4  
1 5 5 5 5 5 5 5  2 2 5  1 7 5 2 4 0 0 0  2 2 6  1 7 7 3 7 3 7 5  
2 2 7  
l a 5 6 4 4 0 d  
2 2 8  
l c 2 4 d 8 4 0  2 2 9  l e d 6 4 4 0 0  2 3 0  I f 2 8 9 2 8 d  
2 3 1  
I f 8 f f 5 c d  
2 3 2  
2 2 7 d 8 1 2 4  2 3 3  2 f e a 3 7 d O  2 3 4  3 0 6 7 1 0 9 a  
2 3 5  
3 4 e 2 2 6 d 8  
2 3 6  
3 5 7 d 1 0 0 0  2 3 7  3 9 f 5 b e 6 6  2 3 8  
4 0 0 0 0 0 0 0  
2 3 9  4 9 3 8 e c f l  2 4 0  4 c 4 6 9 6 6 f  
2 4 1  5 6 0 6 2 6 b 9  2 4 2  
6 3 g e b 6 c 9  
2 4 3  6 4 4 5 4 3 2 d  2 4 4  7 1 b e O d 5 0  
2 4 5  9 b 5 8 5 0 0 0  2 4 6  f 3 0 5 b e 6 d  
~47 
f 9 6 5 1 0 0 0  2 4 8  1 1 9 f O a e a d  
2 4 9  1 4 b 6 f e a 7 c  
2 5 0  
1 8 d 4 4 9 9 5 d  
. _ -
2 9 6  
T a b l e  B A :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
2 5 1  
1 g e 5 4 a O c 7  2 5 2  
1 f 3 1 3 a 1 3 a  
2 5 3  
2 a 1 7 8 d O e c  2 5 4  
3 6 0 8 b 3 0 f 7  
2 5 5  
6 2 0 b a 2 2 c 6  2 5 6  
6 b O O c 3 8 0 5  
~57 
7 3 6 9 7 4 8 4 1  2 5 8  
f b 0 7 f 9 4 a d  
~59 
1 0 0 0 0 4 0 0 0 0  
2 6 0  
1 2 a 0 2 b d 2 f O  
2 6 1  
1 4 9 0 c a 4 4 a 7  2 6 2  
1 6 9 8 1 9 3 1 e 7  
P 6 3  
1 b 4 5 3 5 b 8 9 1  2 6 4  
1 b b 4 f f 3 f a 5  
2 6 5  
1 c O e 4 6 c e 5 d  2 6 6  
I f 6 d 6 8 c 6 e 1  
2 6 7  
3 2 a 3 9 3 f e 4 8  2 6 8  
3 3 e 8 9 0 0 0 0 l  
2 6 9  
4 d 8 4 8 9 9 d 7 0  
2 7 0  
5 4 1 0 0 0 0 0 0 0  
2 7 1  
5 5 0 0 0 0 0 4 0 0  2 7 2  
5 a 9 5 0 7 c 7 5 5  
2 7 3  
6 f 3 e 7 6 4 1 0 5  
2 7 4  
9 a 7 e 6 b d 4 9 d  
2 7 5  
b c 3 6 2 8 a c a c  
2 7 6  
c 5 d 1 3 f f O b d  
2 7 7  
d d f a 3 5 8 c e 2  
2 7 8  
1 0 5 b f a d c 7 2 5  
2 7 9  
1 3 a f a b 8 9 6 8 9  
2 8 0  
1 5 b 0 7 1 3 4 3 7 5  
2 8 1  
1 9 5 b f 6 9 1 3 8 0  
2 8 2  
1 9 c b 3 1 3 1 c l l  
2 8 3  
1 d e 7 8 f c b 6 d d  2 8 4  
2 6 e 8 b 4 6 7 6 0 0  
2 8 5  
2 c O O  1 0 0 0 0 0 0  2 8 6  
3 1 d d f 8 f d a f f  
8 7  
3 3 6 e 3 4 c f 8 2 3  2 8 8  
3 3 d b b b 0 1 a e c  
~89 
3 a a 6 e 9 4 3 e 9 7  2 9 0  
3 e c e b 1 7 f b 3 a  
~91 
4 a c 6 b 2 0 9 0 a 5  
2 9 2  
5 4 8 1 6 2 9 d f 6 b  
~93 
5 7 a b 1 b f c d c 4  2 9 4  
5 d 5 7 6 2 1 d 6 0 9  
1 2 9 5  
5 e e c e 7 8 4 c 6 9  
2 9 6  
6 a O f 3 5 c f O a 9  
~97 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4  
2 9 8  
1 0 c c 7 6 f f b 8 5 9  
2 9 9  
1 3 7 8 d 3 e O d 5 6 9  
3 0 0  
1 5 2 4 4 4 6 e d 7 5 9  
~Ol 
1 d 5 b 7 3 5 0 4 6 f l  3 0 2  
1 e d 3 e 1 c b 7 e f 3  
~03 
2 4 a 8 6 9 3 7 c d 0 7  
3 0 4  
3 a 0 8 3 9 6 a a f 2 f  
~05 
3 e 0 8 3 9 3 f b b 6 f  3 0 6  
4 0 3 3 1 c c e 2 3 d d  
2 9 7  
T a b l e  B . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
p 0 7  
4 3 8 5 6 9 2 9 0 b f 5  
3 0 8  
4 a c f 4 0 e a 0 0 5 d  
P 0 9  
4 f 4  7  e f e O e a 1 7  
3 1 0  
9 1 1 0 7 5 a 5 7 d f O  
p l l  
a 4 a 0 0 4 0 0 0 0 0 0  
3 1 2  
c O O O O O  1 0 0 0 0 0  
3 1 3  
e 4 0 f e e 0 5 3 c 3 c  
3 1 4  
1 0 3 e c a c c 8 4 c c 1  
3 1 5  
1 2 8 0 4 0 4 c a 8 3 9 d  
3 1 6  
1 5 c 9 a 9 b f b 5 c e d  
3 1 7  
4 8 d a 2 9 4  b e 5 1 6 9  
3 1 8  
5 4 b 5 e 9 6 1 0 l 4 c 9  
3 1 9  
7 b e 7 d f e a c 0 2 a d  3 2 0  
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0  
3 2 1  
1 7 8 9 d e 4 3 d a a 6 f d  
3 2 2  
1 7 b 2 d a 5 3 e 2 3 c b 5  
3 2 3  
1 8 1 6 1 c 2 0 b 1 f b c 9  
3 2 4  
1 a 0 1 2 c b 7 8 e 1 0 2 9  
3 2 5  
4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
3 2 6  
4 6 a 2 d f a f 2 9 3 4 1 9  
3 2 7  
4 c f f 9 9 c 0 1 8 2 e 7 9  
3 2 8  
5 f 5 b 3 c d b c c b 3 b a  
P 2 9  
6 e 4 5 6 d b e 7 9 5 1 b 9  3 3 0  
7 3 9 6 c 1 0 0 f a e f 0 5  
P 3 1  
7 d 6 4 f a 5 d 6 1 2 f O O  
3 3 2  
9 9 8 e 8 6 a 7 0 7 e c b b  
P 3 3  
1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5  
3 3 4  
1 8 e 2 f 9 5 f 4 5 6 9 a O l  
~35 
1 a 7 4 e 3 4 a 8 7 2 c 7 6 9  3 3 6  
1 c d 8 1 9 b e e 9 9 5 b O d  
3 3 7  
1 e 4 c c 8 b 0 2 d 3 d 4 9 1  
3 3 8  
2 b 8 6 5 c 4 0 d 6 8 b 7 c 4  
3 3 9  
3 6 8 d a d a 4 6 7 5 6 2 d c  
3 4 0  
4 1 c c e l 7 2 0 f 6 d f a 1  
3 4 1  
6 d 2 f f c e c 6 8 b f 4 3 5  
3 4 2  
7 4 2 c 1 c 8 e 3 2 4 2 c 1 9  
3 4 3  
7 9 4 8 3 a e 5 b a c 2 1 6 d  
3 4 4  
7 f 2 8 a O e 1 a 0 6 2 d 5 1  
3 4 5  
1 0 7 0 f 1 9 a 6 e a 5 f 5 b 1  
3 4 6  
1 3 a 8 b 7 f 1 2 d 5 a l f 9 d  
3 4 7  
1 6 f f 7 3 5 9 3 7 1 0 7 6 d 1  
3 4 8  
1 b 4 3 9 1 4 8 c 8 5 1 b 0 7 9  
3 4 9  
l f f 9 7 5 9 d e 8 c 4 l f 9 2  
3 5 0  
2 a d 6 3 4 b 4 5 8 7 f 6 5 e 9  
P 5 1  
2 b 1 c c d 9 f 2 f 9 b a 3 9 6  
3 5 2  
5 4 1 e 7 1 c 5 7 b 7 f 1 7 c 5  
P 5 3  
6 e b O f e b d 7 e b f O e b 9  
3 5 4  
7 e 9 b 1 6 8 e 1 0 0 9 d 6 7 1  
P 5 5  
1 e d b 9 1 6 b e 3 5 d d 8 d f 5  
3 5 6  
5 5 2 9 7 d 5 f e f 2 1 e f f 7 1  .  
p 5 7  
6 5 b 5 d 4 c 4 6 e 2 a b b a 2 1  3 5 8  
1 2 3 4 2 2 5 a 4 g e d e O a d f 1  
P 5 9  
1 6 e 2 6 e f f 0 7  c 2 a 1 6 d a 9  
3 6 0  
1 7 7 a 1 5 a 3 c 2 9 b 5 8 a 7 1 d  
P 6 1  
1 8 5 b 3 8 3 9 c 6 f 3 4 a 1 9 d b  
3 6 2  
1 b O d e O f d d 6 2 9 2 1 6 3 a 7  
P 6 3  
1 b 6 3 5 3 8 a 4 5 3 5 0 d c c 2 0  
3 6 4  
l f a a l f 5 b 4 4 f 0 3 d f 4 3 0  
2 9 8  
T a b l e  B . 4 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I l l )  
J  
g ( x )  
J  
g ( x )  
~65 
2 5 1 3 b 3 d e 1 9 3 0 3 b a 6 4 7  
3 6 6  
2 c a 4 e d 6 b 8 2 c 8 0 5 8 9 7 3  
~67 
2 c a a 5 d  4 g e a 2 1 2 0 5 a f e  
3 6 8  
2 e 4 7 2 8 b 8 c b f 9 6 9 7 4 0 1  
~69 
3 2 2 a f f 5 7 d f 4 6 2 8 5 0 3 e  
3 7 0  
3 5 a d d  7 f 5 8 7 b 4 3 3 d 3 6 9  
~71 
3 a  7 b 9 a b 2 b d f f 3 a 8 f b 6  3 7 2  
3 c a 2 6 d c 7 6 f b b 4 8 d l c b  
~73 
3 e O d 5 b c d f 9 f 7 3 6 f 3 3 0  
3 7 4  
3 f c 2 f f a 6 d b 3 2 9 2 2 4 e c  
~75 
5 1 e 8 c b 4 b l b O e 5 6 f 4 4 d  
3 7 6  
6 0 6 7 8 e l l 1 2 2 9 d 4 d 9 8 e  
~77 
7 f c 9 c 4 5 e c 9 c 3 2 5 d c 7 a  
3 7 8  
1 3 8 f a e 2 b 3 0 5 e d d e 3 a f 9  
~79 
3 6 1 O c 2 8 1 7 8 7 a 2 6 f 3 e 2 5  
3 8 0  
3 e 1 2 c 3 3 f c O a 2 e 5 a 2 3 0 6  
~81 
6 9 8 9 b 0 8 4 5 d 3 8 c 6 9 1 6 6 d  
3 8 2  
6 g e e 7 0 1 3 4 2 f c a a 9 g e 8 0  
~83 
1 6 2 6 4 c 5 3 5 a 6 d f 4 5 8 b f 4 a  
3 8 4  
1 7 b a 5 1 7 7 c 4 d f 9 1 3 9 4 8 2 9  
~85 
1 8 6 c 1 5 4 1 a d 2 3 c f a a 5 9 1 1  
3 8 6  
l a 6 3 6 d f 9 3 8 4 1 e 3 6 7 1 6 5 5  
f 3 8 7  
2 8 e 7 f 9 8 4 5 c e a 3 d d 2 f 2 7 5  
3 8 8  
3 0 c d d e l 0 8 f 5 7 4 9 b 4 9 2 6 6  
~89 
3 2 f O f d 9 6 e 4 9 5 d f 7 f O d 3 f  
3 9 0  
3 d 5 g e 4 d 8 f e c a 2 b f 3 6 c 8 5  
~91 
5 5 0 1 1 4 8 g e d 6 a 4 8 3 5 0 8 f d  
3 9 2  
1 9 b 3 9 2 8 1 5 5 2 g e 0 7 g e 3 6 7 1  
~93 
7  f 7  d d 8 8 4 0 l 8 e 6 1 g e 6 e f b 5  
3 9 4  
1 5 c 9 8 6 c 0 9 d a f f 9 4 5 0 6 b 2 9 5  
~95 
1 9 1 5 2 2 4 b 0 7 e 0 8 a a a e c f 0 6 9  3 9 6  
4 3 1 5 9 6 1 a 3 2 1 d a 2 c b c 8 e a 4 b  
3 9 7  
1 2 3 a 9 c 3 4 b 4 f b c 2 4 c l c 9 0 8 f f d  
3 9 8  
6 9 b a l l c d a c 7 4 f 5 3 0 l 2 7 9 6 3 a f 2  
~99 
7 f 2 4 8 5 f a d a 3 3 2 2 7 4 2 5 2 2 c a 6 3 9  
4 0 0  
b 7 3 f 7 b e d b 5 1 d 4 1 4 e b 7 5 2 4 2 8 e 3  
T a b l e  B . 5 :  P o l y n o m i a l  I n d i c e s  f o r  I F  4  ( I V )  
J  
g ( x )  
r ' l 0 l  
1 0 9 4 7 1 9 0 3 6 3 8 c 7 1 8 4 4 b 2 e b 2 c 2 d  
r ' l 0 2  
2 0 1 e e f 2 f c 2 6 e 6 1 f l 9 3 5 d b 6 7 a 4 2  
f l
0 3  
2 0 9 4 4 7 8 f l b O b c 3 0 7 6 d b 6 d a 4 a c 4  
4 0 4  
2 0 d 6 8 d 9 6 4 e 4 4 4 4 0 8 9 f 9 f 4 e 5 f l f  
r ' l 0 5  
3 5 a d 8 9 9 b 4 5 f a 0 9 a a e 8 8 e f 0 5 9 a 4  
~06 
l f 8 f 0 5 4 8 1 1 e 3 7 f 5 7 a a 3 0 c 3 f l 3 f d 8 d  
4 0 7  
6 2 8 7 5 7 1 e d 1 2 5 8 a d 2 9 b 2 5 c b 7 c 6 f 3 5 c 4 6 e 4 9 5 9 3 c d  
2 9 9  
A p p e n d i x  C  
N e w  C o d e s  f r o m  C h a i n s  o f  
Q u a s i - C y c l i c  C o d e s  
L i s t e d  a r e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o d e s  w i t h  r e c o r d - b r e a k i n g  m i n i m u m  w e i g h t s  
w h i c h  w e r e  o b t a i n e d  b y  a n a l y z i n g  c h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s ,  a s  o u t l i n e d  
i n  s e c t i o n  9 . 5 . 1 .  E a c h  e n t r y  g i v e s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  n e w  c o d e  ( C ) ,  
t h e  p r e v i o u s l y  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  f o r  t h i s  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n  
( d B m u w e , ) ,  a n d  t h e  i n p u t  c o d e s  t o  t h e  c h a i n - b a s e d  c o n s t r u c t i o n  w h i c h  w e r e  
u s e d  ( C l ,  C
2
,  . . .  ) .  C o d e s  m a r k e d  w i t h  •  a r e  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  w i t h  m o r e  
t h a n  o n e  g e n e r a t o r .  C o d e s  C ,  m a r k e d  w i t h  , u b  a r e  s u b c o d e s  o f  q u a s i - c y c l i c  
c o d e s  t h a t  c o n t a i n  C
2
·  
.  
T a b l e  C . l :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 2 )  
C  
d S r o u w e r  
C ,  C
2  
C
3  
[ 6 3 , 1 9 , 2 0 ] ,  
1 9  [ 6 0 , 1 9 , 1 8 ] '  
[ 6 0 , 1 7 , 2 0 ] '  
[ 3 , 2 , 2 ] '  
[ 8 6 , 1 2 , 3 6 ] '  
3 5  
[ 8 4 ,  1 2 ,  34J~ 
[ 8 4 , 1 1 , 3 6 ] '  
[ 2 , 1 , 2 ] '  
[ 1 0 4 , 1 7 , 4 0 ] '  3 8  
[ 1 0 2 , 1 7 , 3 8 ] '  
[ 1 0 2 , 1 6 , 4 0 ] ,  
[ 2 , 1 , 2 ] ,  
[ 1 0 5 , 1 9 , 3 8 ] '  
3 6  [ 1 0 2 ,  1 9 , 3 6 ] '  
[ 1 0 2 ,  1 8 , 3 8 ] '  
[ 3 , 1 , 3 ] '  
[ 1 0 5 , 3 5 , 2 6 ] '  
2 5  [ 1 0 2 , 3 5 , 2 4 ] '  
[ 1 0 2 , 3 3 , 2 6 ] '  
[ 3 , 2 , 2 ] '  
[ 1 1 1 , 2 6 , 3 4 ] '  
3 2  
[ 1 0 2 , 2 6 , 3 2 ] '  [ 1 0 2 ,  1 8 , 3 8 ] ,  
[ 9 , 8 , 2 ] '  
[ 1 1 5 , 2 6 , 3 6 ] '  
3 5  [ 1 0 2 , 2 6 , 3 2 1 2  
[ 1 0 2 ,  1 8 , 3 8 ] '  [ 1 3 , 8 , 4 ] '  
[ 1 1 6 ,  1 4 , 4 8 ] '  
4 7  
[ 1 1 2 ,  1 4 , 4 5 ] '  
[ 1 1 2 ,  1 3 , 4 8 ] '  [ 4 , 1 , 4 ] '  
3 0 0  
.  
T a b l e  C . l :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 2 )  
C  
d B r o u w e r  
C l  
C
2  
C
3  
.  
[ 1 5 5 ,  1 9 ,  6 2 b  
6 0  [ 1 5 3 ,  1 9 ,  60]~ [ 1 5 3 ,  1 8 ,  6 2 b  [ 2 , 1 , 2 b  
[ 1 5 6 ,  4 5 ,  3 8 b  3 7  
[ 1 4 6 , 4 5 , 3 6 b  [ 1 4 6 ,  3 6 , 4 3 b  [ 1 O , 9 , 2 b  
[ 1 6 0 ,  1 9 , 6 4 b  
6 0  [ 1 5 3 ,  1 9 ,  60]~ [ 1 5 3 ,  1 6 ,  6 4 h  [ 7 , 3 , 4 h  
[ 1 6 0 ,  4 5 ,  4 0 h  
3 8  [ 1 4 6 , 4 5 , 3 6 h  [ 1 4 6 ,  3 6 , 4 3 b  
[ 1 4 , 9 , 4 h  
[ 1 6 6 ,  1 8 ,  6 6 h  
6 5  [ 1 5 3 ,  1 8 ,  6 2 h  [ 1 5 3 ,  1 0 ,  7 2 h  
[ 1 3 , 8 , 4 h  
[ 1 6 7 ,  2 1 ,  6 4 h  
6 2  
[ 1 6 5 , 2 1 , 6 4 h  
[ 1 6 5 , 2 0 , 6 4 h  [ 2 , 1 , 2 h  
[ 1 7 2 ,  1 2 ,  7 8 h  
7 6  [ 1 6 8 ,  1 2 , 7 6 h  [ 1 6 8 , 9 , 8 0 h  [ 4 , 3 , 2 h  
[ 1 7 3 ,  1 8 , 7 %  
6 8  [ 1 5 3 ,  1 8 ,  6 2 h  [ 1 5 3 ,  1 0 ,  7 2 h  [ 2 0 , 8 , 8 h  
[ 1 7 3 , 3 7 , 5 0 h  
4 8  [ 1 7 0 ,  3 7 ,  4 8 h  [ 1 7 0 , 3 6 , 5 0 ] 2  
[ 3 , 1 , 3 h  
[ 1 7 5 ,  1 2 ,  8 0 h  
7 8  [ 1 6 8 ,  1 2 ,  7 6 h  [ 1 6 8 , 9 , 8 0 h  
[ 7 , 3 , 4 b  
[ 1 7 5 , 2 0 , 6 8 h  6 7  [ 1 7 0 , 2 0 , 6 6 h  
[ 1 7 0 ,  1 6 ,  7 2 h  [ 5 , 4 , 2 b  
[ 1 7 9 ,  4 0 ,  5 0 h  
4 8  
[ 1 7 0 ,  4 0 ,  4 8 h  
[ 1 7 0 ,  3 2 , 5 2 h  [ 9 , 8 , 2 b  
[ 1 7 9 ,  4 8 ,  4 4 h  
4 3  [ 1 7 0 ,  4 8 ,  4 2 h  [ 1 7 0 ,  4 0 ,  4 8 h  [ 9 , 8 , 2 b  
[ 1 8 3 , 4 0 ,  5 2 h  5 1  [ 1 7 0 ,  4 0 ,  4 8 h  
[ 1 7 0 , 3 2 , 5 2 h  [ 1 3 , 8 , 4 h  
[ 1 8 4 ,  3 7 ,  5 6 b  5 3  [ 1 8 2 ,  3 7 ,  5 4 b  
[ 1 8 2 ,  3 6 ,  5 6 b  [ 2 , 1 , 2 b  
[ 1 8 6 ,  3 7 , 5 6 b  
5 4  
[ 1 8 2  3 7  5 4 ] , u b  
,  ,  2  
[ 1 8 2 ,  3 6 ,  5 6 b  [ 4 , 1 , 4 b  
[ 1 8 6 ,  3 9 ,  5 4 b  
5 2  [ 1 8 2 ,  3 9 , 5 2 h  [ 1 8 2 ,  3 6 , 5 6 b  [ 4 , 3 , 2 b  
[ 1 8 6 , 4 1 , 5 2 b  
5 0  
[ 1 8 2  4 1  5 0 ] , u b  
,  ,  2  
[ 1 8 2 , 4 0 , 5
2
b  [ 4 , 1 , 4 b  
[ 1 8 6 , 4 2 ,
5 2
b  
4 9  [ 1 8 2 , 4 2 , 5 0 h  
[ 1 8 2 , 3 9 , 5 2 b  [ 4 , 3 , 2 b  
[ 1 8 8 ,  1 8 ,  7 7 b  
7 5  [ 1 8 6 ,  1 8 ,  7 6 b  
[ 1 8 6 ,  1 6 ,  8 2 b  [ 2 , 2 , l b  
[ 1 8 9 ,  3 9 ,  5 6 b  
5 4  [ 1 8 2 ,  3 9 , 5 2 b  [ 1 8 2 ,  3 6 , 5 6 b  [ 7 , 3 , 4 b  
[ 1 8 9 ,  4 3 ,  5 2 b  
5 0  [ 1 8 2 , 4 3 , 4 8 ] 2  [ 1 8 2 ,  4 0 ,  5 2 b  [ 7 , 3 , 4 b  
[ 1 9 2 ,  1 7 , 8 0 b  7 8  [ 1 8 6 ,  1 7 ,  7 6 b  
[ 1 8 6 ,  1 5 ,  8 2 b  [ 6 , 2 , 4 b  
[ 1 9 2 , 4 5 , 5 2 b  5 0  [ 1 8 6 , 4 5 , 5 %  
[ 1 8 6 , 4 0 , 5 2 b  [ 6 , 5 , 2 b  
[ 1 9 3 ,  1 8 ,  8 0 b  7 8  [ 1 8 6 ,  1 8 ,  7 6 h  
[ 1 8 6 ,  1 5 ,  8 2 b  [ 7 , 3 , 4 b  
[ 2 0 7 ,  4 9 ,  5 4 h  
5 2  [ 2 0 4 ,  4 9 ,  5 2 h  [ 2 0 4 ,  4 8 ,  5 4 b  [ 3 , 1 , 3 b  
- - -
3 0 1  
,  
,  
T a b l e  C . l :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 2 )  
C  
I  d B w u w e ,  I  
C l  
C
2  
C
3  
.  
,  
[ 2 1 0 , 5 0 , 5 4 ] '  
5 2  
[ 2 0 4 , 5 0 , 5 2 ] '  
[ 2 0 4 , 4 8 , 5 4 b  
[ 6 , 2 , 4 ] '  
[ 2 1 4 ,  1 9 , 8 6 ] '  
8 4  
[ 2 1 0 , 1 9 , 8 4 ] '  
[ 2 1 0 , 1 6 , 9 2 ] '  
[ 4 , 3 , 2 ] '  
[ 2 1 7 , 1 9 , 8 8 ] '  
8 6  [ 2 1 0 , 1 9 , 8
4
1 2  
[ 2 1 0 , 1 6 , 9 2 ] '  
[ 7 , 3 , 4 ] '  
[ 2 2 2 , 2 1 , 8 8 ] '  
8 7  
[ 2 2 0 , 2 1 , 8 6 h  
[ 2 2 0 , 2 0 , 8 8 ] '  
[ 2 , 1 , 2 ] '  
[ 2 2 2 , 4 6 , 6 2 ] '  
6 0  
[ 2 1 9 , 4 6 , 6 2 ] '  
[ 2 1 9 , 4 5 , 6 2 ] '  
[ 3 , 1 , 3 ] '  
[ 2 2 2 , 5 1 , 5 8 ] '  
5 6  
[ 2 2 0 , 5 1 , 5 6 ] '  
[ 2 2 0 , 5 0 , 5 8 ] '  
[ 2 , 1 , 2 ] '  
[ 2 2 8 , 5 4 , 5 8 ] '  
5 6  
[ 2 2 0 , 5 4 , 5 4 ] '  
[ 2 2 0 , 5 0 , 5 8 ] '  
[ 8 , 4 , 4 ] ,  
[ 2 5 6 , 2 2 ,  1 0 4 ] '  
1 0 2  [ 2 5 4 , 2 2 ,  1 0 2 ] '  
[ 2 5 4 , 2 1 ,  1 1  O b  
[ 2 , 1 , 2 ] '  
T a b l e  C . 2 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 3 )  
C  
d B r o u w e r  
C l  
C
2  
C
3  
,  
,  ,  
[ 3 1 , 9 , 1 5 h  
1 4  [ 3 0 , 9 , 1 4 h  
[ 3 0 , 8 , 1 5 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 4 1 , 9 , 2
1
h  
2 0  
[ 4 0 , 9 , 2 0 h  
[ 4 0 , 8 , 2 1 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 4 2 , 1 O , 2 0 h  
1 9  [ 4 0 , 1 O , 1 8 h  
[ 4 0 , 9 , 2 0 ] .  [ 2 , 1 , 2 h  
[ 4 7 ,  1 2 , 2 1 h  
2 0  [ 4 4 ,  1 2 ,  1 9 h  
[ 4 4 , 1 0 , 2 1 h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 4 9 ,  8 ,  2 7 h  
2 6  [ 4 8 ,  8 ,  2 6 h  
[ 4 8 ,  7 ,  2 7 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 5 1 , 9 , 2 7 h  
2 6  [ 5 0 , 9 , 2 6 h  
[ 5 0 ,  8 ,  2 7 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 5 5 ,  1 4 , 2 4 h  
2 3  [ 5 2 ,  1 4 , 2 2 h  
[ 5 2 ,  1 2 , 2 4 h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 5 9 , 7 , 3 4 h  
3 3  
[ 5 2 ,  7 ,  3 0 h  
[ 5 2 ,  4 ,  3 4 h  
[ 7 , 3 , 4 h  
[ 6 0 , 7 , 3 5 h  
3 4  [ 5 6 ,  7 ,  3 3 h  
[ 5 6 , 4 , 3 6 h  
[ 4 , 3 , 2 h  
[ 6 7 ,  1 2 , 3 3 h  
3 2  [ 6 6 ,  1 2 , 3 2 h  
[ 6 6 ,  1 1 , 3 3 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 7 1 ,  1 2 , 3 6 h  
3 5  
[ 6 9 ,  1 2 , 3 4 h  
[ 6 9 ,  1 1 , 3 6 h  
[ 2 , 1 , 2 h  
[ 9 7 ,  2 2 ,  3 8 h  
3 6  
[ 9 6 ,  2 2 , 3 7 h  
[ 9 6 ,  2 1 , 3 8 h  
[ 1 , 1 , l h  
[ 9 8 ,  2 2 ,  3 8 h  
3 6  
[ 9 6 , 2 2 , 3 7 ] '  
[ 9 6 , 2 0 , 4 1 h  
[ 2 , 2 ,  I ] ,  
[ 9 8 ,  2 3 , 3 7 h  
3 6  
[ 9 6 ,  2 3 , 3 6 h  
[ 9 6 ,  2 2 , 3 7 h  
[ 2 , 1 , 2 h  
3 0 2  
I  
T a b l e  C . 2 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 3 )  
C  
I  
d B r o u w e r  
I  
C ,  
-
I  
C
2  
I  
C
3  
[ 1 0 1 ,  1 9 , 4 3 h  
4 2  [ 1 0 0 ,  1 9 ,  4 3 h  
[ 1 0 0 ,  1 8 ,  4 5 h  
[ l , l , l h  
[ 1 0 7 ,  1 7 , 4 9 h  
4 8  
[ 1 0 4 ,  1 7 , 4 8 h  
[ 1 0 4 ,  1 4 ,  5 2 h  
[ 3 , 3 , l h  
[ 1 1 3 , 8 , 6 8 h  
6 7  [ 1 1 2 ,  8 ,  6 7 h  
[ 1 1 2 ,  7 ,  7 2 h  
[ l , l , l h  
[ 1 1 5 ,  8 ,  6 9 h  
6 8  
[ 1 1 2 , 8 , 6 7 h  
[ 1 1 2 , 6 , 7 2 h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 1 2 7 , 7 , 8 1 ] 3  
8 0  
[ 1 2 6 ,  7 ,  8 0 h  
[ 1 2 6 , 6 , 8
1
h  
[ l , l , l h  
[ 1 3 3 , 8 , 8 1 h  
8 0  [ 1 3 2 , 8 , 8 O h  
[ 1 3 2 ,  7 ,  8 3 h  
[ l , l , l h  
[ 1 4 1 ,  7 ,  9 0 h  
8 9  
[ 1 4 0 ,  7 ,  8 9 h  
[ 1 4 0 ,  6 ,  9 0 l a  
[ l , l , l h  
[ 1 5 0 ,  2 2 , 6 6 h  
6 4  [ 1 4 0 ,  2 2 , 6 3 h  
[ 1 4 0 ,  1 8 ,  6 8 h  
[ 1 0 , 4 , 6 h  
[ 1 5 7 ,  2 2 ,  7 2 h  
6 9  
[ 1 5 6 ,  2 2 ,  7 l h  
[ 1 5 6 ,  2 1 ,  7 2 h  
[ l , l , l h  
[ 1 5 7 ,  2 5 , 6 9 h  
6 5  [ 1 5 6 ,  2 5 , 6 8 h  
[ 1 5 6 ,  2 4 ,  6 9 h  
[ l , l , l h  
[ 1 5 9 , 3 1 , 6 2 h  
5 9  
[ 1 5 6 , 3 1 , 6
1
h  
[ 1 5 6 ,  2 8 , 6 3 h  
[ 3 , 3 , l h  
[ 1 6 1 ,  2 3 ,  7 3 h  
7 1  [ 1 6 0 ,  2 3 ,  7 2 h  
[ 1 6 0 ,  2 2 ,  7 3 h  
[ l , l , l h  
[ 1 6 1 ,  2 4 , 7 2 l a  
6 7  
[ 1 6 0 ,  2 4 , 7 2 ] a  
[ 1 6 0 ,  2 3 ,  7 2 h  
[ l , l , l h  
[ 1 6 1 ,  2 5 , 7 2 h  
6 6  
[ 1 6 0 ,  2 5 ,  7 l h  
[ 1 6 0 ,  2 4 , 7 2 h  
[ l , l , l h  
[ 1 6 2 , 2 6 , 7 1  l a  
6 6  
[ 1 6 0 ,  2 6 , 6 9 h  
[ 1 6 0 ,  2 5 ,  7 l h  
[ 2 , 1 , 2 h  
[ 1 6 3 , 2 4 , 7 3 h  
6 9  
[ 1 6 0 , 2 4 , 7 2 ] 3  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 1 6 3 ,  2 7 ,  6 8 h  
6 5  
[ 1 6 0 , 2 7 , 6 7 h  
[ 1 6 0 ,  2 5 ,  7 l h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 1 6 4 , 2 0 , 7 8 h  
7 7  
[ 1 6 0 ,  2 0 ,  7 6 l a  
[ 1 6 0 ,  1 8 ,  8 0 h  
[ 4 , 2 , 3 h  
[ 1 6 5 ,  1 4 ,  8 9 h  
8 7  
[ 1 6 0 ,  1 4 ,  8 7 h  
[ 1 6 0 ,  1 0 ,  9 6 h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 1 6 5 , 2 2 , 7
5
h  
7 2  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 h  
[ 1 6 0 ,  1 8 ,  8 0 h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 1 6 5 ,  2 8 , 6 9 h  
6 6  
[ 1 6 0 ,  2 8 , 6 7 h  
[ 1 6 0 ,  2 4 , 7 2 h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 1 6 5 ,  2 9 , 6 7 h  
6 4  [ 1 6 0 ,  2 9 , 6 5 h  
[ 1 6 0 , 2 5 , 7 1  h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 1 6 7 ,  1 4 , 9 O h  
8 8  
[ 1 6 0 ,  1 4 ,  8 7 h  
[ 1 6 0 ,  1 0 ,  9 6 h  
[ 7 , 4 , 3 h  
[ 1 6 7 ,  2 8 ,  7 0 h  
6 6  
[ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 h  
[ 1 6 0 ,  2 4 ,  7 2 h  
[ 7 , 4 , 3 h  
[ 1 6 8 ,  1 1 , 9 6 h  
9 5  
[ 1 6 0 ,  1 1 , 9 1 h  
[ 1 6 0 ,  8 ,  9 9 h  
[ 8 ,  3 ,  5 l a  
[ 1 6 8 ,  2 3 ,  7 4 h  
7 3  
[ 1 6 0 ,  2 3 ,  7 2 h  
[ 1 6 0 ,  1 9 ,  7 8 ] 3  
[ 8 , 4 , 4 h  
3 0 3  
I  
T a b l e  C . 2 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 3 )  
C  
d S r o u w e r  
C l  
C
2  
C
3  
[ 1 6 8 , 2 6 , 7 3 ] '  
6 9  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ] '  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ] '  [ 8 , 4 , 4 ] '  
[ 1 6 8 , 3 0 , 6 7 ] '  
6 5  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ] '  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ] '  
[ 8 , 4 , 4 ] '  
[ 1 6 9 ,  2 2 ,  7 8 ] ,  7 6  [ 1 6 8 ,  2 2 ,  771~ 
[ 1 6 8 , 2 1 , 7 8 ] '  
[ 1 , 1 , 1 ] '  
[ 1 7 0 , 9 ,  1 0 3 ] ,  
1 0 2  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ] '  [ 1 6 0 , 5 ,  1 0 6 ] ,  [ 1 0 , 4 , 6 ] '  
[ 1 7 0 , 2 1 , 7 9 ] '  7 8  [ 1 6 8 , 2 1 , 7 8 ] '  [ 1 6 8 , 2 0 , 8 O h  
[ 2 , 1 , 2 ] '  
[ 1 7 0 , 2 6 , 7 3 ] '  7 1  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ] '  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ] '  [ 1 0 , 4 , 6 ] '  
[ 1 7 0 , 2 8 , 7 2 ] '  6 7  
[ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ] '  [ 1 6 0 , 2 3 , 7 2 ] '  [ 1 0 , 5 , 5 ] '  
[ 1 7 0 , 2 9 , 7 1 ] '  
6 6  [ 1 6 0 , 2 9 , 6 5 ] '  [ 1 6 0 , 2 5 , 7 1 ] '  
[ 1 0 , 4 , 6 ] '  
[ 1 7 0 , 3 1 , 6 7 ] ,  
6 5  
[ 1 6 0 , 3 1 , 6 3 h  
[ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ] '  [ 1 0 , 5 , 5 ] '  
[ 1 7 1 , 2 7 , 7 3 ] '  7 0  [ 1 6 0 , 2 7 , 6 7 ] '  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ] '  [ 1 1 , 5 , 6 ] '  
[ 1 7 1 , 3 0 , 6 8 h  
6 6  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ] '  
[ 1 6 0 , 2 4 , 7 2 ] '  [ 1 1 , 6 , 5 ] '  
[ 1 7 1 , 3 4 , 6 5 ] '  
6 2  
[ 1 6 0 , 3 4 , 6 0 h  
[ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ] '  [ 1 1 , 6 , 5 ] '  
[ 1 7 2 , 1 4 , 9 3 ] '  
9 1  
[ 1 6 0 ,  1 4 ,  8 7 h  
[ 1 6 0 , 8 , 9 9 ] '  [ 1 2 , 6 , 6 ] '  
[ 1 7 2 , 2 8 , 7 3 ] '  6 9  [ 1 6 0 ,  2 8 ,  6 7 ] ,  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ] '  [ 1 2 , 6 , 6 ] '  
[ 1 7 2 , 3 0 , 6 9 ] '  6 6  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ] '  
[ 1 6 0 , 2 4 , 7 2 ] '  [ 1 2 , 6 , 6 ] '  
[ 1 7 3 ,  1 5 , 9 1 ] '  
9 0  
[ 1 6 0 ,  1 5 ,  8 4 h  
[ 1 6 0 , 1 1 , 9 1 ] '  
[ 1 3 , 4 , 7 ] '  
[ 1 7 4 , 2 9 , 7 2 ] ,  
6 9  [ 1 6 0 , 2 9 , 6 5 ] '  [ 1 6 0 , 2 4 , 7 2 ] '  
[ 1 4 , 5 , 7 ] '  
[ 1 7 5 , 8 ,  1 0 8 ] ,  
1 0 7  [ 1 6 5 , 8 ,  1 0 2 ] ,  [ 1 6 5 , 4 , 1 1 0 ] '  [ 1 0 , 4 , 6 ] ,  
[ 1 7 5 , 9 ,  1 0 6 ] ,  
1 0 4  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ] '  [ 1 6 0 , 5 ,  1 0 6 ] ,  
[ 1 5 , 4 , 9 ] '  
[ 1 7 5 ,  1 0 ,  1 0 3 h  
1 0 1  
[ 1 6 0 ,  1 0 , 9 6 ] ,  
[ 1 6 0 , 4 , 1 0 8 ] '  [ 1 5 , 6 , 7 ] '  
[ 1 7 8 ,  1 0 ,  1 0 5 ] '  
1 0 4  [ 1 6 0 ,  1 0 , 9 6 ] ,  [ 1 6 0 , 4 , 1 0 8 ] '  [ 1 8 , 6 , 9 ] '  
[ 1 7 9 , 9 ,  1 0 8 ] ,  
1 0 7  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ] '  [ 1 6 0 , 4 ,  1 0 8 ] ,  [ 1 9 , 5 , l 1 h  
[ 1 7 9 , 2 2 , 8 4 ] '  8 3  [ 1 7 6 , 2 2 , 8 2 ] '  
[ 1 7 6 , 2 0 , 8 5 ] '  [ 3 , 2 , 2 ] '  
[ 1 7 9 , 3 5 , 6 8 ] '  6 6  [ 1 7 5 , 3 5 , 6 6 ] '  
[ 1 7 5 , 3 1 , 6 9 ] '  [ 4 , 4 , 1 ] '  
[ 1 8 0 , 2 4 , 8
1
h  
7 8  [ 1 7 6 , 2 4 , 7 9 h  [ 1 7 6 ,  2 2 ,  8 2 h  
[ 4 , 2 , 3 ] '  
[ 1 8 0 , 3 5 , 6 8 ] '  6 6  
[ 1 7 5 , 3 5 , 6 6 ] '  [ 1 7 5 , 3 1 , 6 9 ] '  [ 5 , 4 , 2 ] '  
3 0 4  
.  
T a b l e  C . 2 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 3 )  
C  
d B r o u w e r  
C ,  C
2  
C
3  
[ 1 8 2 ,  3 4 ,  6 9 h  
6 8  
[ 1 6 0 ,  3 4 ,  6 0 h  
[ 1 6 0 ,  2 4 ,  7 2 h  
[ 2 2 , 1 0 , 9 h  
[ 1 8 6 ,  3 5 ,  7 l h  
6 9  
[ 1 7 5 , 3 5 , 6 6 h  
[ 1 7 5 ,  2 9 ,  7 3 h  
[ l l , 6 , 5 h  
[ 1 8 7 , 3 1 , 7 6 ] a  
7 4  [ 1 8 6 ,  3 1 ,  7 6 h  
[ 1 8 6 ,  3 0 ,  7 7 h  
[ l , l , l h  
[ 1 8 9 ,  3 1 ,  7 7 h  
7 5  
[ 1 8 6 , 3 1 , 7 6 h  
[ 1 8 6 , 3 0 , 7 7 h  
[ 3 , 1 , 3 h  
[ 1 9 3 ,  3 2 ,  7 9 h  
7 6  [ 1 9 2 , 3 2 , 7 8 h  
[ 1 9 2 , 3 1 , 8 0 h  [ l , l , l h  
[ 1 9 6 , 3 1 , 8
2
h  
7 8  
[ 1 9 2 , 3 1 , 8 0 h  
[ 1 9 2 ,  2 9 , 8 3 h  
[ 4 , 2 , 3 h  
[ 1 9 6 ,  3 2 ,  8 0 h  
7 8  
[ 1 9 2 ,  3 2 ,  7 8 h  
[ 1 9 2 ,  2 9 , 8 3 h  
[ 4 ,  3 ,  2 ] a  
[ 2 0 1 , 7 ,  1 2 9 h  
1 2 8  [ 2 0 0 , 7 ,  1 2 8 h  
[ 2 0 0 , 6 ,  1 3 0 h  [ l , l , l h  
[ 2 0 3 ,  3 2 ,  8 5 h  
8 2  [ 2 0 0 , 3 2 , 8 3 h  
[ 2 0 0 ,  3 0 ,  8 5 h  [ 3 , 2 , 2 h  
[ 2 0 4 , 7 ,  1 3 1 h  
1 3 0  
[ 2 0 0 , 7 ,  1 2 8 h  
[ 2 0 0 , 5 ,  1 3 3 h  
[ 4 , 2 , 3 h  
[ 2 0 5 ,  3 2 ,  8 5 h  
8 4  
[ 2 0 0 ,  3 2 ,  8 3 h  
[ 2 0 0 ,  2 8 ,  9 0 h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 2 0 9 , 7 ,  1 3 5 h  
1 3 4  
[ 2 0 8 , 7 ,  1 3 4 h  
[ 2 0 8 , 6 ,  1 3 5 h  
[ l , l , l h  
[ 2 1 2 , 1 4 ,  l l 9 h  
l l 8  [ 2 0 8 ,  1 4 ,  l l 7 h  
[ 2 0 8 ,  l l ,  1 2 3 h  
[ 4 , 3 , 2 h  
[ 2 3 6 , 7 ,  1 5 3 h  
1 5 1  
[ 2 3 4 , 7 ,  1 5 1 h  
[ 2 3 4 , 6 ,  1 5 4 h  [ 2 , 1 , 2 h  
[ 2 4 3 , 7 ,  1 5 6 h  
1 5 4  
[ 2 3 4 , 7 ,  1 5 1 h  
[ 2 3 4 , 3 ,  1 6 2 h  
[ 9 , 4 , 5 h  
T a b l e  C . 3 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  o v e r  
G F ( 3 )  
C  
d s r o u w e r  
C ,  
C
2  
C
3  
.  
,  
[ 5 9 ,  1 6 , 2 4 h  
2 3  
[ 5 6 ,  1 6 , 2 2 h  
[ 5 6 ,  1 4 , 2 4 h  [ 3 , 2 , 2 h  
[ 6 0 ,  1 4 , 2 7 h  
2 6  [ 5 6 ,  1 4 , 2 4 h  
[ 5 6 ,  1 2 , 2 7 h  
[ 4 , 2 , 3 h  
[ 1 0 5 ,  1 8 ,  4 8 h  
4 7  [ 1 0 2 ,  1 8 ,  4 6 h  
[ 1 0 2 ,  1 6 ,  5 0 h  
[ 3 , 2 , 2 h  
[ 1 2 5 ,  1 2 , 6 8 h  
6 6  
[ 1 2 0 ,  1 2 , 6 6 h  [ 1 2 0 , 8 , 7
2
h  
[ 5 , 4 , 2 h  
[ 1 2 7 ,  1 2 , 6 9 h  
6 7  
[ 1 2 0 ,  1 2 ,  6 6 h  [ 1 2 0 , 8 , 7
2
h  
[ 7 , 4 , 3 h  
3 0 5  
T a b l e  C . 4 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 4 )  
C  
d B r o u w e r  
C l  
C
2  
C
3  
[ 4 6 , 1 4 , 2 0 ] 4  
1 9  [ 4 2 ,  1 4 ,  1 8 ] 4  [ 4 2 , 1 1 , 2 0 ] 4  [ 4 , 3 , 2 ] 4  
[ 5 9 ,  1 5 , 2 8 ] 4  
2 7  
[ 5 8 ,  1 5 , 2 8 ] 4  [ 5 8 ,  1 4 ,  2 8 ] 4  
[ 1 , 1 , 1 ] 4  
[ 6 0 ,  1 6 ,  2 8 ] 4  
2 7  
[ 5 8 ,  1 6 ,  2 6 ] t  
[ 5 8 ,  1 5 , 2 8 ] 4  [ 2 , 1 , 2 ] 4  
[ 7 9 , 1 9 , 3 6 ] 4  3 5  [ 7 8 ,  1 9 , 3 5 ] 4  [ 7 8 ,  1 8 , 3 6 ] 4  
[ 1 , 1 , 1 ] 4  
[ 8 9 , 2 3 , 4 0 ] 5  
3 7  [ 8 8 ,  2 3 ,  39]~ [ 8 8 , 2 2 , 4 0 ] '  
[ 1 , 1 , 1 ] '  
[ 9 1 , 2 3 , 4 1 ] 5  3 8  [ 8 8 ,  2 3 ,  39]~ 
[ 8 8 , 2 1 , 4 1 ] '  
[ 3 , 2 , 2 ] 5  
[ 1 0 9 , 2 3 , 4 9 ] 4  
4 7  [ 1 0 8 , 2 3 , 4 8 ] 4  [ 1 0 8 , 2 2 , 4 9 ] 4  [ 1 , 1 , 1 ] 4  
[ 1 1 2 ,  1 9 ,  5 5 ] 4  5 4  [ 1 1 0 , 1 9 , 5 4 ] 4  [ 1 1 0 ,  1 7 , 6 0 ] 4  [ 2 , 2 , 1 ] 4  
[ 1 1 6 , 2 5 , 4 9 ] 4  
4 8  [ 1 0 8 , 2 5 , 4 5 ] 4  [ 1 0 8 , 2 2 , 4 9 ] 4  [ 8 , 3 , 5 ] 4  
[ 1 1 8 , 1 9 , 6 0 ] 4  5 8  [ 1 1 7 , 1 9 , 5 9 ] 4  [ 1 1 7 , 1 8 , 6 0 ] 4  
[ 1 , 1 , 1 ] 4  
[ 1 1 9 , 2 0 , 5 9 ] 4  5 7  [ 1 1 7 , 2 0 , 5 7 ] 4  [ 1 1 7 , 1 9 , 5 9 ] 4  [ 2 , 1 , 2 ] 4  
[ 1 2 2 ,  6 ,  8 8 ] 4  8 6  [ 1 2 0 ,  6 ,  8 6 ] 4  [ 1 2 0 , 5 , 8 8 ] 4  [ 2 , 1 , 2 ] 4  
[ 1 3 0 ,  1 6 ,  7 2 ] 4  7 1  
[ 1 2 6 ,  1 6 ,  7 0 ] 4  [ 1 2 6 , 1 3 , 7 6 ] 4  [ 4 , 3 , 2 ] 4  
[ 1 3 2 , 7 , 9 2 ] 4  
9 0  [ 1 2 6 , 7 , 8 8 ] 4  
[ 1 2 6 , 4 , 9 4 ] 4  
[ 6 , 3 , 4 ] 4  
[ 1 3 2 , 1 8 , 7 0 ] 4  6 9  [ 1 2 6 ,  1 8 ,  6 6 ] 4  [ 1 2 6 , 1 5 , 7 2 ] 4  
[ 6 , 3 , 4 ] 4  
[ 1 3 5 , 7 , 9 4 ] 4  
9 2  
[ 1 2 6 , 7 , 8 8 ] 4  [ 1 2 6 , 4 , 9 4 ] 4  
[ 9 , 3 , 6 ] 4  
[ 1 3 6 , 1 1 , 8 4 ] 4  
8 2  
[ 1 2 6 , 1 1 , 7 8 ] 4  [ 1 2 6 , 7 , 8 8 ] 4  [ 1 0 , 4 , 6 ] 4  
[ 1 3 9 , 7 , 9 6 ] 4  9 5  [ 1 2 6 , 7 , 8 8 ] 4  [ 1 2 6 , 3 , 9 6 ] 4  
[ 1 3 , 4 , 8 ] 4  
[ 1 3 9 , 1 1 , 8 6 ] 4  
8 4  [ 1 2 6 , 1 1 , 7 8 ] 4  [ 1 2 6 , 7 , 8 8 ] 4  [ 1 3 , 4 , 8 ] 4  
[ 1 4 4 , 7 , 1 0 0 ] 4  
9 9  [ 1 4 3 , 7 , 9 9 ] 4  [ 1 4 3 , 6 , 1 0 1 ] 4  [ 1 , 1 , 1 ] 4  ,  
[ 1 4 8 , 2 0 , 7 6 ] 4  7 5  
[ 1 4 7 , 2 0 , 7 5 ] 4  
[ 1 4 7 , 1 9 , 7 7 ] 4  
[ 1 , 1 , 1 ] 4  
[ 1 5 0 , 2 0 , 7 7 ] 4  7 6  [ 1 4 7 , 2 0 , 7 5 ] 4  [ 1 4 7 , 1 8 , 7 9 ] 4  
[ 3 , 2 , 2 ] 4  
[ 1 7 5 , 1 0 , 1 1 4 ] 4  
1 1 2  
[ 1 7 0 ,  1 0 ,  1 1 2 ] 4  
[ 1 7 0 , 6 ,  1 2 2 ] 4  [ 5 , 4 , 2 ] 4  
[ 1 7 5 ,  1 4 ,  1 0 6 ] 4  1 0 4  [ 1 7 0 , 1 4 , 1 0 4 ] 4  [ 1 7 0 ,  1 0 ,  1 1 2 ] 4  
[ 5 , 4 , 2 ] 4  
[ 1 7 6 , 1 1 , 1 1 2 ] 4  1 1 0  
[ 1 7 0  1 1  1 0 8 ] S U b  
"  4  
[ 1 7 0 , 8 ,  1 1 7 ] 4  [ 6 , 3 , 4 ] 4  
[ 1 7 6 ,  1 3 ,  1 0 8 ] 4  
1 0 6  
[ 1 7 0 ,  1 3 ,  104]~Ub 
[ 1 7 0 ,  1 0 ,  1 1 2 ] 4  [ 6 , 3 , 4 ] 4  
[ 1 7 8 ,  1 4 ,  1 0 8 ] 4  
1 0 7  [ 1 7 0 , 1 4 , 1 0 4 ] 4  [ 1 7 0 ,  1 0 ,  1 1 2 ] 4  [ 8 , 4 , 4 ] 4  
[ 1 8 0 , 1 0 , 1 1 8 ] 4  
1 1 6  
[ 1 7 0 ,  1 0 ,  1 1 2 ] 4  
[ 1 7 0 , 6 , 1 2 2 ] 4  [ 1 0 , 4 , 6 ] 4  
[ 1 8 3 , 7 , 1 2 8 ] 4  
1 2 7  
[ 1 8 2 , 7 ,  1 2 7 ] 4  
[ 1 8 2 , 6 ,  1 3 1 ] 4  
[ 1 , 1 , 1 ] 4  I  
[ 1 8 3 ,  1 0 ,  1 2 0 ] 4  
1 1 8  [ 1 7 0 , _ 1 0 ,  1 1 2 ] 4  [ 1 7 0 , 6 ,  1 2 2 ] 4  [ 1 3 , 4 , 8 ] 4  
- -
3 0 6  
I  
T a b l e  C A :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 4 )  
c  
,  d B  
I  
. v  . . . . .  ' a  I  
c ,  
.  
I  
C
2  
-
I  
C
3  
-
[ 1 8 7 , 8 ,  1 2 8 ] 4  
1 2 6  [ 1 7 0 , 8 ,  1 1 7 ] 4  
[ 1 7 0 , 4 ,  1 2 8 ] 4  
[ 1 7 , 4 , 1 2 ] 4  
[ 1 9 2 , 7 , 1 3 6 ] 4  
1 3 3  
[ 1 8 9 , 7 , 1 3 3 ] 4  
[ 1 8 9 , 6 ,  1 3 6 ] 4  [ 3 , 1 , 3 ] .  
[ 1 9 5 , 7 ,  1 3 7 ] .  
1 3 6  [ 1 8 9 , 7 , 1 3 3 ] .  
[ 1 8 9 , 4 , 1 4 1 ] 4  
[ 6 , 3 , 4 ] 4  
[ 1 9 8 , 7 , 1 3 9 ] 4  
1 3 8  
[ 1 8 9 , 7 , 1 3 3 ] 4  
[ 1 8 9 , 4 , 1 4 1 ] .  
[ 9 , 3 , 6 ] .  
[ 2 0 1 , 7 , 1 4 1 ] .  
1 4 0  
[ 1 8 9 , 7 ,  1 3 3 ] 4  
[ 1 8 9 , 4 ,  1 4 1 ] 4  
[ 1 2 , 3 , 8 ] 4  
T a b l e  C . 5 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 5 )  
c  
I  d B m u w e ,  I  
c ,  C
2  
C
3  
,  
,  
[ 4 3 , 1 7 , 1 6 h  
1 5  
[ 4 0 , 1 7 , 1 4 ] 5  
[ 4 0 ,  1 5 , 1 6 h  [ 3 , 2 , 2 h  
[ 4 6 , 1 2 , 2 3 h  
2 2  [ 4 4 ,  1 2 , 2 2 h  
[ 4 4 , 1 O ,
2 4
h  
[ 2 , 2 , 1 ] 5  
[ 5 1 , 1 4 , 2 4 ] 5  
2 3  [ 4 8 , 1 4 , 2 2 h  
[ 4 8 , 1 2 , 2 5 h  [ 3 , 2 , 2 h  
[ 5 2 , 1 7 , 2 2 h  
2 0  
[ 5 1 , 1 7 , 2 1 h  
[ 5 1 , 1 6 , 2 3 ] 5  
[ l , l , l h  
[ 5 4 , 8 , 3 4 ] 5  
3 3  
[ 4 8 , 8 , 3 0 h  
[ 4 8 , 5 , 3 5 h  
[ 6 , 3 , 4 h  
[ 5 5 , 1 5 , 2 5 h  
2 4  
[ 5 4 ,  1 5 ,  2 5 ] s  
[ 5 4 , 1 4 , 2 6 h  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 5 5 , 1 6 , 2 5 h  
2 3  
[ 5 4 ,  1 6 ,  2 4 ] s  
[ 5 4 ,  1 5 ,  2 5 ] s  [ 1 , 1 , 1 ] 5  
[ 5 6 , 1 1 , 3
1
h  
3 0  
[ 5 5 ,  1 1 ,  3 0 ] s  
[ 5 5 , 1 O , 3 1 ] s  [ l , l , l h  
[ 5 6 ,  1 6 ,  2 5 ] s  
2 4  
[ 5 4 , 1 6 , 2 4 ] s  [ 5 4 , 1 4 , 2 6 h  
[ 2 , 2 , 1 ] s  
[ 6 3 ,  1 6 , 3 0 ] 5  
2 9  
[ 6 2 ,  1 6 ,  3 0 ] s  
[ 6 2 , 1 5 , 3 1 ] 5  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 6 6 , 7 , 4 5 ] s  
4 4  [ 6 2 , 7 , 4 2 h  
[ 6 2 , 6 , 4 5 ] s  
[ 4 , 1 , 4 ] s  
[ 6 6 , 1 9 , 2 9 ] s  
2 8  
[ 6 2 , 1 9 , 2 7 ] s  
[ 6 2 , 1 6 , 3 0 ] 5  
[ 4 , 3 , 2 ] s  
[ 6 7 , 1 9 , 2 9 ] s  
2 8  [ 6 2 ,  1 9 ,  2 7 ] s  
[ 6 2 ,  1 6 , 3 0 h  
[ 5 , 3 , 3 ] s  
[ 7 0 , 1 7 , 3 3 ] 5  
3 1  
[ 6 6 , 1 7 , 3 1 ] s  
[ 6 6 ,  1 5 ,  3 3 ] s  
[ 4 ,  2 ,  3 ] s  .  
[ 7 1 , 1 3 , 3 9 ] s  
3 8  
[ 7 0 ,  1 3 , 3 8 ] s  
[ 7 0 ,  1 2 ,  3 9 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 7 2 ,  1 8 ,  3 3 ] s  
3 2  
[ 6 6 ,  1 8 , 3 0 ] 5  
[ 6 6 ,  1 5 , 3 3 ] 5  
[ 6 , 3 , 4 h  
[ 7 3 , 8 , 4 8 ] s  
4 7  
[ 7 2 , 8 , 4 7 ] 5  
[ 7 2 , 7 , 4 9 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 5  
[ 7 5 , 9 , 4 8 ] s  
4 7  
[ 7 2 , 9 , 4 6 ] s  
[ 7 2 , 7 , 4 9 ] s  [ 3 , 2 , 2 h  
3 0 7  
,  
I  
T a b l e  C . 5 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 5 )  
C  
I  d B w u w e ,  I  
C ,  C
2  
C
3  
I  
,  
[ 7 7 , 2 0 , 3 5 ] s  
3 3  
[ 7 6 , 2 0 , 3 4 ] s  
[ 7 6 , 1 9 , 3 6 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ S O ,  1 9 ,  3 S ] s  
3 6  
[ 7 S ,  1 9 , 3 7 ] 5  
[ 7 S ,  1 7 ,  3 9 ] s  
[ 2 , 2 , 1 ] s  
[ S O ,  2 3 ,  3 3 ] s  
3 2  
[ 7 S ,  2 3 ,  3 2 ] s  
[ 7 S ,  2 1 ,  3 5 ] s  
[ 2 , 2 , 1 ] s  
[ S I ,  1 1 ,  4 9 ] s  
4 S  
[ 7 S ,  1 1 , 4  7 ] s  
[ 7 S ,  9 ,  5 0 ] s  
[ 3 , 2 , 2 ] 5  
[ S I ,  1 3 ,  4 6 ] s  
4 5  
[ 7 S ,  1 3 ,  4 4 ] s  
[ 7 S ,  1 2 ,  4 6 ] s  
[ 3 , 1 , 3 ] s  
[ S I ,  1 5 ,  4 3 ] s  
4 2  
[ S O ,  1 5 , 4 2 ] 5  
[ S O ,  1 4 , 4 4 ] 5  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ S I ,  1 6 ,  4 2 ] s  
4 0  
[ S O ,  1 6 ,  4 1 ] s  
[ S O ,  1 5 ,  4 2 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 5  
[ S I ,  2 2 ,  3 5 ] 5  
3 3  
[ 7 S ,  2 2 ,  3 4 ] 5  
[ 7 S ,  2 0 ,  3 6 ] s  
[ 3 , 2 , 2 ] s  
[ S 2 ,  1 7 ,  4 1 ] s  
4 0  
[ S O ,  1 7 ,  4 0 ] s  
[ S O ,  1 6 ,  4 1 ] s  
[ 2 , 1 , 2 ] s  
[ S 2 , I S , 4 %  
3 S  
[ S O ,  I S ,  3 9 ] 5  
[ S O ,  1 6 , 4 1 ] 5  
[ 2 , 2 , 1 ] s  
[ S 2 ,  1 9 , 3 9 ] 5  
3 7  
[ 7 S ,  1 9 ,  3 7 ] s  
[ 7 S ,  1 6 , 4 0 ] 5  
[ 4 , 3 , 2 ] 5  
[ S 3 ,  1 5 ,  4 4 ] s  
4 3  
[ S O ,  1 5 ,  4 2 ] s  
[ S O ,  1 3 ,  4 5 ] s  
[ 3 , 2 , 2 ] s  
[ S 3 ,  1 6 ,  4 3 ] s  
4 2  
[ S O ,  1 6 ,  4 1 ] s  
[ S O ,  1 4 ,  4 4 ] s  
[ 3 , 2 , 2 ] s  
[ S 3 ,  I S ,  4 0 ] 5  
3 9  
[ 7 S ,  I S ,  3 S ] 5  
[ 7 S ,  1 4 , 4 3 ] 5  
[ 5 , 4 , 2 ] 5  
[ S 4 ,  2 3 ,  3 5 ] s  
3 4  
[ 7 S ,  2 3 ,  3 2 ] s  
[ 7 S ,  1 9 ,  3 7 ] s  
[ 6 , 4 , 3 ] s  
[ 8 6 , 7 , 6 0 ] s  
5 9  
[ S 4 ,  7 ,  5 9 ] s  
[ S 4 ,  6 ,  6 0 ] s  
[ 2 , 1 , 2 ] s  
[ S 7 ,  2 0 ,  4 1 ] 5  
3 9  
[ S 4 ,  2 0 ,  3 9 ] s  
[ S 4 ,  I S ,  4 1 ] s  
[ 3 , 2 , 2 ] s  
[ 8 S ,  1 5 ,  4 S ] s  
4 7  
[ S 7 ,  1 5 ,  4 7 ] s  
[ S 7 ,  1 4 ,  4 9 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 9 1 , 1 4 , 5 1 ] s  
5 0  
[ 9 0 ,  1 4 ,  5 0 ] s  
[ 9 0 , 1 3 , 5 2 ] 5  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 9 4 ,  1 6 ,  5 1 ] 5  
5 0  
[ 9 3 , 1 6 , 5 1 ] s  
[ 9 3 ,  1 5 ,  5 2 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 9 4 , 1 9 , 4 7 ] s  
4 6  
[ 9 3 , 1 9 , 4 7 ] s  
[ 9 3 ,  I S ,  4 S ] 5  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 9 4 , 2 2 , 4 4 ] s  
4 1  
[ 9 3 , 2 2 , 4 3 ] s  
[ 9 3 , 2 1 , 4 4 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 5  
[ 9 5 , 1 6 , 5 1 ] s  
5 0  
[ 9 3 , 1 6 , 5 1 ] s  
[ 9 3 ,  1 5 ,  5 2 ] s  
[ 2 , 1 , 2 ] 5  
[ 9 5 ,  1 9 ,  4 S ] 5  
4 7  
[ 9 3 ,  1 9 , 4  7 ] s  
[ 9 3 ,  I S ,  4 S ] 5  
[ 2 , 1 , 2 ] s  
[ 9 7 ,  1 9 ,  4 9 ] s  
4 S  
[ 9 3 , 1 9 , 4 7 ] s  
[ 9 3 ,  1 6 ,  5 1 ] s  
[ 4 , 3 , 2 ] s  
[ 9 S ,  1 6 ,  5 4 ] s  
5 3  
[ 9 3 , 1 6 , 5 1 ] 5  
[ 9 3 , 1 3 , 5 4 ] 5  
[ 5 , 3 , 3 ] s  
3 0 S  
,  
I  
T a b l e  C . 5 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 5 )  
C  
d B r o u w e r  I  
C l  
C
2  
C
3  
,  
[ 9 8 , 1 8 , 5 1 ] 5  
4 9  
[ 9 3 ,  1 8 , 4 8 ] 5  
[ 9 3 ,  1 5 , 5 2 ] s  
[ 5 ,  3 ,  3 ] s  
[ 9 8 , 2 2 , 4 6 ] 5  
4 4  
[ 9 3 ,  2 2 , 4 3 ] s  
[ 9 3 ,  1 9 , 4 7 ] s  [ 5 , 3 , 3 ] 5  
[ 9 9 ,  2 1 , 4 8 ] s  
4 7  
[ 9 3 ,  2 1 , 4 4 ] s  
[ 9 3 , 1 8 , 4 8 ] 5  
[ 6 , 3 , 4 ] 5  
[ 1 0 0 ,  1 6 ,  5 5 ] 5  
5 4  
[ 9 9 , 1 6 , 5 4 ] 5  
[ 9 9 ,  1 5 ,  5 6 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 1 0 1 ,  1 9 , 5 2 ] s  
5 1  [ 1 0 0 , 1 9 , 5 1 ] 5  
[ 1 0 0 ,  1 8 , 5 2 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] s  
[ 1 0 1 , 2 2 , 4 8 ] 5  
4 6  
[ 9 9 ,  2 2 , 4 7 ] s  
[ 9 9 , 2 0 , 4 9 ] 5  
[ 2 , 2 , 1 ] s  
[ 1 0 2 ,  1 7 ,  5 5 ] s  
5 3  
[ 9 9 ,  1 7 ,  5 3 ] 5  
[ 9 9 ,  1 5 ,  5 6 ] s  
[ 3 ,  2 ,  2 ] s  
[ 1 0 2 ,  1 8 , 5 3 ] 5  
5 2  
[ 1 0 0 ,  1 8 ,  5 2 ] s  
[ 1 0 0 ,  1 7 , 5 3 ] s  
[ 2 , 1 , 2 ] s  
[ 1 0 3 ,  1 7 ,  5 5 ] s  
5 4  
[ 1 0 2 ,  1 7 , 5 5 ] s  
[ 1 0 2 ,  1 6 ,  5 6 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 5  
[ 1 0 3 ,  1 9 ,  5 3 ] 5  
5 1  
[ 1 0 0 ,  1 9 , 5 1 ] s  
[ 1 0 0 ,  1 7 ,  5 3 ] 5  
[ 3 ,  2 ,  2 ] s  
T a b l e  C . 6 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 8 )  
C  
d B r o u w e r  
C l  
C
2  
C
3  
I  
I  
,  
[ 4 0 , 7 , 2 8 1 s  
2 7  
[ 3 8 ,  7 ,  2 6 ] s  
[ 3 8 , 6 ,  2 8 ] s  
[ 2 , 1 , 2 1 s  
[ 4 1 , 2 0 ,  1 4 ] s  
1 3  
[ 4 0 , 2 0 ,  1 3 ] s  
[ 4 0 ,  1 9 ,  1 4 ] s  
[ l , l , l ] s  
[ 4 2 , 5 , 3 2 ] s  
3 1  [ 3 9 , 5 , 2 9 1 s  
[ 3 9 , 4 ,  3 2 ] s  
[ 3 ,  1 ,  3 ] s  
[ 4 3 ,  1 0 ,  2 6 ] s  
2 5  
[ 4 2 ,  1 0 ,  2 5 ] s  
[ 4 2 , 9 , 2 6 1 s  
[ l , l , l ] s  
[ 9 1 , 1 7 , 5 3 1 s  
5 0  
[ 9 0 ,  1 7 ,  5 2 ] s  
[ 9 0 ,  1 6 ,  5 3 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 8  
[ 9 3 , 1 2 , 6 1 ] 8  
5 8  
[ 9 0 ,  1 2 ,  5 9 ] 8  [ 9 0 , 1 O , 6
2
1 s  
[ 3 , 2 , 2 1 s  
[ 9 6 , 1 3 , 6 1 ] 8  
5 9  
[ 9 5 , 1 3 , 6 1 ] 8  
[ 9 5 , 1 2 , 6 2 ] 8  
[ 1 , 1 , 1 ] 8  
[ 9 6 , 1 7 , 5 5 ] 8  
5 4  
[ 9 0 ,  1 7 , 5 2 ] s  
[ 9 0 ,  1 3 , 5 6 ] 8  
[ 6 , 4 , 3 ] 8  
[ 9 7 ,  1 5 , 5 9 1 s  
5 7  
[ 9 0 ,  1 5 , 5 5 ] 8  
[ 9 0 ,  1 1 , 6 0 1 s  
[ 7 ,  4 ,  4 1 s  
[ 9 8 ,  1 4 , 6 1 ] s  
5 9  
[ 9 0 ,  1 4 , 5 6 ] 8  
[ 9 0 ,  1 0 ,  6 2 ] s  
[ 8 , 4 , 5 ] 8  
[ 9 8 ,  1 6 ,  5 8 ] 8  
5 6  
[ 9 0 , 1 6 , 5 3 ] 8  
[ 9 0 , 1 2 , 5 9 ] 8  
[ 8 , 4 , 5 ] 8  
[ 9 8 ,  1 7 ,  5 6 ] 8  
5 5  
[ 9 0 ,  1 7 ,  5 2 1 s  
[ 9 0 ,  1 2 , 5 9 1 s  
[ 8 , 5 , 4 ] 8  
[ 9 9 ,  1 2 ,  6 5 1 s  
6 3  
[ 9 0 ,  1 2 ,  5 9 1 s  
[ 9 0 ,  8 ,  6 5 1 s  
[ 9 , 4 , 6 1 s  
[ 9 9 , 1 5 , 6 0 ] 8  
5 8  
[ 9 0 ,  1 5 ,  5 5 1 s  
[ 9 0 ,  1 0 , 6 2 ] 8  
[ 9 , 5 , 5 ] 8  
3 0 9  
T a b l e  C . 6 :  C o n s t r u c t i o n  X  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  
G F ( 8 )  
C  
I  d B  I  - U I U U W t ' 1  I  
C ,  C
2  
C
3  
~o
[ 1 0 0 ,  1 1 , 6 7 ] s  6 5  [ 9 8 ,  1 1 , 6 5 ] 8  [ 9 8 ,  1 0 , 6 8 ] 8  
[ 2 ,  1 ,  2 ] s  
[ 1 2 7 , 1 1 , 9 0 ] 8  8 8  [ 1 2 6 , 1 1 , 8 9 ] 8  [ 1 2 6 ,  1 0 , 9 1 ] 8  [ 1 , 1 , 1 ] 8  
[ 1 2 7 ,  1 6 , 8 1 ] s  
7 8  
[ 1 2 6 ,  1 6 ,  8 0 ] 8  
[ 1 2 6 ,  1 5 ,  8 2 ] s  
[ 1 , 1 , 1 ] 8  
[ 1 2 7 ,  1 7 ,  7 9 ] 8  
7 7  
[ 1 2 6 ,  1 7 ,  7 8 ] 8  [ 1 2 6 ,  1 6 ,  8 0 ] 8  [ 1 , 1 , 1 ] 8  
[ 1 2 8 , 7 , 1 0 0 ] 8  
9 9  
[ 1 2 6 , 7 , 9 9 ] 8  [ 1 2 6 , 6 ,  1 0 2 ] 8  
[ 2 ,  1 ,  2 ] s  
[ 1 2 8 ,  1 4 , 8 4 ] s  8 2  [ 1 2 6 ,  1 4 ,  8 3 ] s  [ 1 2 6 , 1 2 , 8 7 ] 8  [ 2 , 2 , 1 ] s  
[ 1 2 9 ,  1 7 ,  8 0 j s  
7 8  
[ 1 2 6 , 1 7 , 7 8 ] 8  [ 1 2 6 , 1 5 , 8 2 ] 8  [ 3 , 2 , 2 ] 8  
[ 1 3 0 , 7 , 1 0 2 ] s  
1 0 0  
[ 1 2 6 , 7 , 9 9 ] 8  [ 1 2 6 , 5 ,  1 0 4 ] 8  [ 4 ,  2 ,  3 ] s  
[ 1 3 0 ,  1 1 , 9 2 ] 8  9 1  
[ 1 2 6 ,  1 1 ,  8 9 ] s  
[ 1 2 6 , 9 , 9 4 ] 8  [ 4 ,  2 ,  3 ] s  
[ 1 3 0 , 1 7 , 8 1 ] 8  7 9  [ 1 2 6 , 1 7 , 7 8 ] 8  [ 1 2 6 ,  1 5 ,  8 2 ] 8  [ 4 , 2 , 3 ] 8  
T a b l e  C . 7 :  C o n s t r u c t i o n  X X  a n d  X 3  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  
I q  ~onstr·1 
C  f d l  
C l  I  
C
2  
I  
C
3  
,  
C .  ,  
C 5  1  
2  X X  [ 2 1 2 , 4 5 , 5 8 ]  5 7  [ 1 8 6 , 4 5 ,  5 0 ]  [ 1 8 6 , 3 5 , 5 6 ]  [ 1 8 6 , 4 0 , 5 2 ]  [ 2 0 , 1 0 , 6 ]  [ 6 , 5 , 2 ]  
X X  [ 2 1 9 , 1 8 , 8 9 ]  8 8  [ 1 8 6 ,  1 8 ,  7 6 ]  [ 1 8 6 , 8 , 9 2 ]  [ 1 8 6 , 1 6 , 8 2 ]  [ 3 1 , 1 0 , 1 2 ]  [ 2 , 2 ,  I ]  
X X  [ 2 2 4 ,  1 8 ,  9 2 ]  9 1  [ 1 8 6 ,  1 8 ,  7 6 ]  [ 1 8 6 , 8 , 9 2 ]  [ 1 8 6 , 1 5 , 8 2 ]  
[ 3 1 , 1 0 , 1 2 ]  
[ 7 , 3 , 4 ]  I  
X 3  [ 1 5 7 , 1 9 , 6 3 ]  6 0  [ 1 5 3 , 1 9 , 6 0 ]  1 5 3 , 1 8 , 6 2 ]  1 5 3 , 1 6 , 6 4 ]  
[ 2 , 1 , 2 ]  
[ 2 , 2 ,  I ]  I  
3  X X  [ 1 6 7 , 9 , 1 0 1 ]  
9 9  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  [ 1 6 0 , 5 , 1 0 6 ]  [ 1 6 0 , 8 , 9 9 ]  [ 5 , 4 , 2 ]  
[ 2 , 1 , 2 ]  
X X  [ 1 7 0 , 3 0 , 6 8 ]  6 6  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  
[ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ]  [ 7 , 4 , 3 ]  [ 3 , 2 , 2 ]  
X X  [ 1 7 2 , 9 , 1 0 5 ]  0 2  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  [ 1 6 0 , 5 , 1 0 6 ]  [ 1 6 0 , 8 , 9 9 ]  
[ 1 0 , 4 , 6 ]  [ 2 , 1 , 2 ]  
X X  
[ 1 7 2 , 3 2 ,  6 6 ]  
6 5  [ 1 6 0 , 3 2 , 6 2 ]  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  [ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ]  
[ 4 , 2 , 3 ]  [ 8 , 4 , 4 ]  
X X  [ 1 7 2 , 3 3 , 6 6 ]  6 4  
[ 1 6 0 , 3 3 , 6 0 ]  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  [ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ]  [ 3 , 3 ,  I ]  
[ 9 , 5 , 4 ]  
X X  [ 1 7 3 , 2 6 , 7 5 ]  7 2  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ]  
[ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ]  
[ 8 , 4 , 4 ]  [ 5 , 4 , 2 ]  
X X  
[ 1 7 3 , 3 0 , 6 9 ]  6 7  
[ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  
[ 8 , 4 , 4 ]  [ 5 , 4 , 2 ]  
X 3  [ 1 7 3 , 3 1 , 6 8 ]  6 6  
[ 1 6 0 , 3 1 , 6 3 ]  1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  
1 6 0 , 2 4 , 7 2 ]  [ 1 1 , 5 , 6 ]  [ 2 , 2 ,  I ]  
X X  
[ 1 7 4 , 3 3 , 6 7 ]  
6 5  [ 1 6 0 , 3 3 , 6 0 ]  [ 1 6 0 , 2 8 , 6 7 ]  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  
[ 1 0 , 5 , 5 ]  [ 4 , 3 , 2 ]  
X X  [ 1 7 6 , 2 6 , 7 6 ]  
7 4  [ 1 6 0 , 2 6 , 6 9 ]  [ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ]  [ 1 6 0 , 2 2 , 7 3 ]  [ 9 , 4 , 5 ]  
[ 7 , 4 , 3 ]  
X X  1 7 6 , 3 4 , 6 7 ]  6 5  [ 1 6 0 , 3 4 ,  6 0 ]  
1 6 0 , 2 8 , 6 7 ]  [ 1 6 0 , 3 0 , 6 4 ]  [ 1 1 , 6 , 5 ]  
[ 5 , 4 , 2 ]  
X X  [ 1 7 7 , 9 , 1 0 8 ]  
1 0 5  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  [ 1 6 0 , 5 , 1 0 6 ]  [ 1 6 0 , 8 , 9 9 ]  
[ 1 5 , 4 , 9 ]  [ 2 , 1 , 2 ]  
X X  [ 1 8 6 , 9 ,  1 1 2 ]  
I I I  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  [ 1 6 0 , 4 , 1 0 8 ]  
[ 1 6 0 , 5 , 1 0 6 ]  [ 1 1 , 5 , 6 ]  
[ 1 5 , 4 , 9 ]  
3 1 0  
T a b l e  C . 7 :  C o n s t r u c t i o n  X X  a n d  X 3  u s i n g  q u a s i - c y c l i c  c o d e s  
I q  ~onstrl 
C  f d l  
C ,  I  
C
2  
I  C 3  I  C
4  
I  C
5  
I  
X X  [ 1 9 1 , 9 , 1 1 5 ]  1 1 4  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  
[ 1 6 0 , 4 ,  1 0 8 ]  1~160, 5 , 1 0 6 ]  
[ 1 6 , 5 , 9 ]  
[ 1 5 , 4 , 9 ]  
X X  [ 1 9 4 , 9 , 1 1 7 ]  1 6  [ 1 6 0 , 9 , 9 7 ]  [ 1 6 0 , 4 ,  1 0 8 ]  [ 1 6 0 , 5 ,  1 0 6 ]  [ 1 9 , 5 , 1 1 ]  [ 1 5 , 4 , 9 ]  
X X  
[ 2 0 5 , 7 , 1 3 2 ]  1 3 1  [ 2 0 0 , 7 , 1 2 8 ]  
[ 2 0 0 , 5 , 1 3 3 ]  [ 2 0 0 , 6 , 1 3 0 ]  [ 4 , 2 , 3 ]  [ 1 , 1 ,  I ]  
4  
X X  [ 1 9 7 , 8 , 1 3 4 ]  1 3 3  [ 1 7 0 , 8 , 1 1 7 ]  [ 1 7 0 , 4 , 1 2 8 ]  [ 1 7 0 , 4 , 1 2 8 ]  [ 1 0 , 4 , 6 ]  [ 1 7 , 4 , 1 2 ]  
5  
X X  [ 7 4 , 9 , 4 7 ]  4 6  [ 6 2 , 9 , 3 9 ]  [ 6 2 , 6 , 4 5 ]  [ 6 2 , 6 , 4 5 ]  [ 6 , 3 , 4 ]  [ 6 , 3 , 4 ]  
8  
X X  
[ 4 8 , 1 0 , 2 9 ]  2 8  
[ 4 2 , 1 0 , 2 5 ]  [ 4 2 , 9 , 2 6 ]  [ 4 2 , 7 , 2 8 ]  [ 1 , 1 ,  I ]  [ 5 , 3 , 3 ]  
X X  [ 5 0 , 1 0 , 3 0 ]  2 9  [ 4 2 , 1 0 , 2 5 ]  [ 4 2 , 9 , 2 6 ]  [ 4 2 , 7 , 2 8 ]  [ 2 , 1 , 2 ]  [ 6 , 3 , 4 ]  
X X  [ 9 7 ,  1 7 ,  5 6 ]  
5 4  
[ 9 0 , 1 7 , 5 2 ]  
[ 9 0 , 1 6 , 5 3 ]  
[ 9 0 , 1 3 , 5 6 ]  [ 1 , 1 ,  I ]  [ 6 , 4 , 3 ]  
X X  [ 1 0 1 , 1 2 , 6 6 ]  6 5  [ 9 8 , 1 2 , 6 4 ]  [ 9 8 , 1 1 , 6 5 ]  [ 9 8 , 1 1 , 6 5 ]  [ 2 , 1 , 2 ]  
[ 1 , 1 ,  I ]  
3 1 1  
A p p e n d i x  D  
N e w  C o d e s  O b t a i n e d  U s i n g  
S p e c i a l  P u n c t u r i n g s  
L i s t e d  a r e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o d e s  w i t h  r e c o r d - b r e a k i n g  m i n i m u m  w e i g h t s  
w h i c h  w e r e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  n e w  s p e c i a l  p u n c t u r i n g  m e t h o d  d e s c r i b e d  i n  
s e c t i o n  9 . 5 . 2 .  E a c h  e n t r y  g i v e s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  c o d e  t o  w h i c h  t h e  
p u n c t u r i n g  c o n s t r u c t i o n  i s  a p p l i e d  ( C ) ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  n e w  c o d e  ( C ' ) ,  
a n d  t h e  p r e v i o u s l y  b e s t  k n o w n  m i n i m u m  w e i g h t  f o r  t h e  l e n g t h  a n d  d i m e n s i o n  
i n  q u e s t i o n  ( d B r o u w e r ) .  
T a b l e  D . 1 :  C o d e s  o v e r  G F ( 4 )  o b t a i n e d  v i a  p u n c t u r i n g .  
I  
C  
I  
C '  
- I  d B  
I  
_ .  . . _ - I  
[ 5 1 , 1 6 , 2 2 ] 4  
[ 4 5 , 1 6 , 1 7 ] 4  
1 6  
[ 1 1 0 , 1 7 , 6 0 ] 4  
[ 9 9 , 1 7 , 5 0 ] 4  
4 9  
[ 1 3 1 ,  1 3 ,  7 8 ] 4  
[ 1 2 9 ,  1 3 ,  7 7 ] 4  
7 6  
[ 1 3 4 ,  1 3 , 8 0 ] 4  
[ 1 3 2 , 1 3 , 7 9 ] 4  
7 8  
[ 1 3 6 ,  1 5 ,  7 8 ] 4  
[ 1 3 4 ,  1 5 ,  7 7 ] 4  
7 5  
[ 1 5 2 ,  1 3 , 9 2 ] 4  
[ 1 4 7 , 1 3 , 8 9 ] 4  
8 8  
[ 1 5 8 ,  1 3 , 9 6 ] 4  
[ 1 5 5 , 1 3 , 9 4 ] 4  
9 3  
[ 1 6 4 , 1 3 ,  1 0 0 ] 4  
[ 1 6 1 , 1 3 , 9 8 ] 4  
9 7  
[ 1 7 8 , 1 3 , 1 0 8 ] 4  
[ 1 7 4 , 1 3 , 1 0 6 ] 4  
1 0 4  
[ 1 8 6 ,  1 5 ,  1 1 2 ] 4  
[ 1 8 3 ,  1 5 ,  1 1 0 ] 4  
1 0 9  
[ 2 2 2 ,  1 3 ,  1 4 2 ] 4  
[ 1 8 4 , 1 3 , 1 1 3 ] 4  
1 1 2  
[ 1 8 8 ,  1 3 ,  1 1 6 ] 4  
1 1 5  
3 1 2  
T a b l e  D . 1 :  C o d e s  o v e r  G  F  ( 4 )  o b t a i n e d  v i a  p u n c t u r i n g .  
c  
c '  
d B r o u w : ; ]  
I  
,  
[ 1 9 2 , 1 3 , 1 1 9 J 4  
1 1 8  
[ 1 9 6 , 1 3 ,  1 2 2 J 4  
1 2 0  
[ 2 0 0 , 1 3 ,  1 2 5 J .  
1 2 0  
[ 2 0 5 , 1 3 , 1 2 9 J .  
1 2 4  
[ 2 1 O , 1 3 , 1 3 3 J .  
1 2 8  
[ 2 1 4 ,  1 3 ,  1 3 6 J 4  
1 3 2  
[ 2 1 8 ,  1 3 ,  1 3 9 J .  
1 3 6  
[ 2 2 4 , 1 5 , 1 4 1 J 4  
[ 2 0 2 , 1 5 , 1 2 4 J 4  
1 2 0  
[ 2 0 6 , 1 5 ,  1 2 7 J .  
1 2 4  
[ 2 1 5 , 1 5 , 1 3 4 J .  
1 3 1  
[ 2 2 0 , 1 5 ,  1 3 8 J .  
1 3 6  
[ 2 5 3 , 1 2 , 1 7 2 J .  
[ 1 9 9 , 1 2 , 1 2 6 J .  
1 2 4  
[ 2 0 3 , 1 2 , 1 2 9 J .  
1 2 6  
[ 2 0 7 , 1 2 ,  1 3 2 J .  
1 2 9  
[ 2 1 1 , 1 2 , 1 3 5 J .  
1 3 2  
[ 2 1 6 , 1 2 , 1 3 9 J .  
1 3 6  
[ 2 2 1 , 1 2 , 1 4 3 J .  
1 4 0  
[ 2 2 7 , 1 2 , 1 4 8 J .  
1 4 6  
[ 2 3 3 , 1 2 ,  1 5 3 J .  
1 5 2  
[ 2 5 4 , 1 3 , 1 7 2 J .  
[ 2 1 9 , 1 3 , 1 4 0 J 4  
1 3 7  
[ 2 2 5 , 1 3 , 1 4 5 J 4  
1 4 3  
[ 2 0 7 , 1 5 , 1 2 8 J .  
1 2 4  
[ 2 1 2 , 1 5 ,  1 3 2 J .  
1 2 8  
[ 2 1 7 , 1 5 , 1 3 6 J .  
1 3 3  
[ 2 2 2 , 1 5 , 1 4 0 J .  
1 3 8  
[ 2 2 8 ,  1 5 ,  1 4 5 J 4  
1 4 4  
[ 2 5 5 , 1 O , 1 7 6 J 4  
[ 2 1 6 , 1 O , 1 4 3 J .  
1 4 1  
[ 2 2 1 , 1 0 ,  1 4 7 J .  
1 4 4  
[ 2 2 7 , 1 O , 1 5 2 J .  
1 4 8  
[ 2 4 0 , 1 O , 1 6 4 J 4  
1 6 1  
[ 2 4 4 , 1 O , 1 6 6 J 4  
1 6 5  
3 1 3  
T a b l e  D . 1 :  C o d e s  o v e r  G F ( 4 )  o b t a i n e d  v i a  p u n c t u r i n g .  
C  
C '  
I  d
B w u w e
,  1  
,  
,  
[ 2 5 5 , 1 4 , 1 7 2 ] .  
[ 1 9 9 , 1 4 , 1 2 3 ] 4  
1 2 0  
[ 2 0 3 , 1 4 , 1 2 6 ] .  
1 2 2  
[ 2 0 8 , 1 4 , 1 3 0 ] .  
1 2 6  
[ 2 1 8 ,  1 4 ,  1 3 8 ] 4  
1 3 5  
[ 2 2 3 ,  1 4 ,  1 4 2 ] 4  
1 4 0  
[ 2 3 0 , 1 4 , 1 4 8 ] 4  
1 4 7  
[ 2 5 6 , 1 6 , 1 7 1 ] 4  
[ 1 7 6 ,  1 6 ,  1 0 3 ] .  
1 0 1  
[ 1 8 0 ,  1 6 ,  1 0 6 ] 4  
1 0 4  
[ 1 8 4 , 1 6 , 1 0 9 ] .  
1 0 8  
[ 1 8 8 , 1 6 ,  1 1 2 ] 4  
1 1 1  
[ 1 9 2 , 1 6 , 1 1 5 ] 4  
1 1 3  
[ 1 9 5 , 1 6 , 1 1 7 ] 4  
1 1 6  
[ 2 0 0 , 1 6 , 1 2 1 ] .  
1 1 6  
[ 2 0 5 , 1 6 , 1 2 5 ] .  
1 2 0  
[ 2 1 0 , 1 6 , 1 2 9 ] 4  
1 2 5  
[ 2 1 5 , 1 6 , 1 3 3 ] 4  
1 3 0  
[ 2 2 0 , 1 6 ,  1 3 7 ] 4  
1 3 5  
[ 2 2 6 ,  1 6 ,  1 4 2 ] .  
1 4 1  
T a b l e  D . 2 :  C o d e s  o v e r  G F ( 5 )  o b t a i n e d  v i a  p u n c t u r i n g  
I  
C  
-
I  
C '  
,  
d S r o u w e r  ]  
[ 3 0 , 6 , 2 0 1 0  
[ 2 0 , 6 , 1 2 ] s  
( o p t i m a l )  
1 1  
[ 2 5 , 6 , 1 6 ] 5  
( o p t i m a l )  
1 5  
[ 5 6 , 7 , 3 7 ] s  
[ 5 0 ,  7 ,  3 2 ] s  
3 1  
[ 6 2 , 6 , 4 5 ] 5  
[ 4 6 , 6 , 3 1 ] s  
3 0  
[ 5 1 , 6 , 3 5 ] 5  
3 4  
[ 8 6 , 1 1 , 5 2 ] 5  
[ 8 4 ,  1 1 , 5 1 ] s  
5 0  
[ 1 1 8 , 6 , 8 9 ] s  
[ 1 0 9 , 6 , 8 1 ] 5  
8 0  
[ 1 2 3 ,  1 1 , 8 3 ] s  
[ 1 0 3 , 1 1 , 6 5 ] 5  
6 4  
[ 1 0 9 , 1 1 , 7 0 ] 5  
6 9  
3 1 4  
T a b l e  D . 2 :  C o d e s  o v e r  G F ( 5 )  o b t a i n e d  v i a  p u n c t u r i n g  
C  
C '  
I  d B  
I  
I  
I  
- -
I  
[ 8 9 , 1 1 , 5 4 ] s  
5 3  
[ 9 3 , 1 1 , 5 7 ] 5  
5 6  
[ 9 8 ,  1 1 ,  6 1 1 s  
6 0  
[ 1 2 4 ,  1 0 , 8 9 ] 5  
[ 1 0 2 ,  1 0 ,  6 8 ] 5  
6 5  
[ 8 4 , 1 0 , 5 3 ] s  
5 2  
[ 8 9 , 1 O , 5 7 1 s  
5 5  
[ 9 4 ,  1 0 ,  6 1 ] s  
5 9  
[ 1 2 5 , 5 , 9 5 ] 5  
[ 1 1 1 , 5 , 8 4 ] s  
8 3  
[ 1 2 5 , 7 , 9 5 ] 5  
[ 6 9 , 7 , 4 7 ] 5  
4 6  
[ 7 4 , 7 , 5 1 1 s  
4 9  
[ 8 0 , 7 , 5 6 ] s  
5 4  
[ 1 0 4 , 7 , 7 6 ] s  
7 4  
[ 1 0 7 , 7 , 7 8 ] 5  
7 7  
[ 8 5 , 7 , 6 0 ] 5  
5 8  
[ 9 9 , 7 , 7 3 ] s  
6 9  
[ 1 2 6 , 8 , 9 5 ] s  
[ 7 9 , 8 , 5 3 ] s  
5 2  
[ 1 0 3 , 8 , 7 3 ] 5  
7 2  
[ 8 9 , 8 , 6 1 ] s  
5 9  
[ 9 5 , 8 , 6 6 ] s  
6 4  
3 1 5  
A p p e n d i x  E  
B r i e f  O v e r v i e w  o f  t h e  M a g m a  
L a n g u a g e  
T h i s  a p p e n d i x  g i v e s  a  b r i e f  o v e r v i e w  o f  s o m e  f e a t u r e s  i n  t h e  M A G M A  l a n g u a g e .  
D e s c r i b e d  a r e  o n l y  a  f e w  s m a l l  p o i n t s  w h i c h  m a y  n o t  b e  o b v i o u s ,  b u t  a r e  
n e c c e s s a r y  t o  u n d e r s t a n d  t h e  p r e s e n t e d  e x a m p l e s .  A  f u l l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
M A G M A  l a n g u a g e  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 2 1 ] .  M o r e  i n f o r m a t i o n ,  i n c l u d i n g  a  f r e e  
( b u t  r e s t r i c t e d )  o n l i n e  c a l c u l a t o r ,  c a n  b e  a c c e s s e d  a t  
h t t p : / / m a g m a . m a t h s . u s y d . e d u . a u /  
T h e  M A G M A  c o d e  e x a m p l e s  p r e s e n t e d  t h o u g h o u t  t h e  t h e s i s  a r e  f a i r l y  s i m -
p l e ,  a n d  t h e  m e a n i n g  c a n  g e n e r a l l y  b e  i n t u i t i v e l y  d e r i v e d .  D e s c r i b e d  h e r e  a r e  
s o m e  a s p e c t s  o f  s y n t a x  i n  M A G M A  t h a t  u s e r s  o f  o t h e r  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  
p a c k a g e s  m a y  n o t  b e  f a m i l i a r  w i t h .  
C o n s t r u c t i o n  o f  s e t s  a n d  s e q u e n c e s  f o l l o w  s t a n d a r d  m a t h e m a t i c a l  n o t a -
t i o n ,  i n d i c a t e d  b y  b r a c e s  ( { } )  a n d  s q u a r e  b r a c k e t s  ( [ ] )  r e s p e c t i v e l y .  
>  S e q 1  : =  [  i - 2  :  i  i n  [ - 5  . .  5 ]  ] ;  
>  S e q 1 ;  
[  2 5 ,  1 6 ,  9 ,  4 ,  
>  S e t l  : =  {  i  
>  S e t 1 ;  
1 ,  0 ,  1 ,  4 ,  9 ,  
i  i n  S e q 1  } ;  
{  0 ,  1 ,  4 ,  9 ,  1 6 ,  2 5  }  
1 6 ,  2 5  ]  
D i f f e r i n g  f r o m  s o m e  o t h e r  c o m p u t a t i o n a l  a l g e b r a  p a c k a g e s ,  t h e  c o e f f i c i e n t  
r i n g  o f  p o l y n o m i a l s  i s  s p e c i f i e d  w h e n  i t  i s  c o n s t r u c t e d  ( a s  o p p o s e d  t o  w h e n  a  
3 1 6  
c o m p u t a t i o n  i s  p e r f o r m e d ) .  T h i s  s p e c i f i c a t i o n  i s  m a d e  w h e n  t h e  p o l y n o m i a l  
r i n g  i s  c o n s t r u c t e d ,  b e f o r e  t h e  p o l y n o m i a l  i t s e l f  i s  c o n s t r u c t e d .  
>  P < x >  : =  P o l y n o m i a l R i n g ( G F ( 4 ) ) ;  
>  f  : =  x - 2  +  x  +  1 ;  
>  C o e f f i c i e n t R i n g ( f ) ;  
F i n i t e  f i e l d  o f  s i z e  2 - 2  
W h e n  c o m p u t i n g  w i t h  o b j e c t s  w h o s e  t e x t  d e s c r i p t i o n s  a r e  l o n g ,  i t  i s  o f t e n  
d e s i r a b l e  t o  s e e  a  l i m i t e d  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  o b j e c t .  T o  o n l y  h a v e  a  m i n i m a l  
d e s c r p t i o n  o f  a n  o b j e c t  p r i n t e d  i n  M A G M A ,  t h e  f l a g  :  M i n i m a l  i s  a p p e n d e d  
t o  a n  e x p r e s s i o n .  
>  C  : =  B K L C ( G F ( 2 )  , 1 0 , 5 ) ;  
>  C ;  
[ 1 0 ,  5 ,  4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
G e n e r a t o r  m a t r i x :  
[ 1  0  0  1  0  1  0  1  1  1 ]  
[ 0  1  0  1  0  1  0  1  0  0 ]  
[ 0  0  1  1  0  0  0  0  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  1  1  0  0  1  1 ]  
[ 0  0  0  0  0  0  1  1  1  1 ]  
>  C : M i n i m a l ;  
[ 1 0 ,  5 ,  4 ]  L i n e a r  C o d e  o v e r  G F ( 2 )  
T h i s  :  M i n i m a l  f l a g  h a s  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  t h o u g h o u t  t h e  e x a m p l e s  i n  t h e  
t h e s i s  t o  s u p r e s s  t h e  p r i n t i n g  o f  a  c o d e ' s  g e n e r a t o r  m a t r i x .  
3 1 7  
B i b l i o g r a p h y  
[ 1 ]  A .  A l  J a b r i .  A  n e w  c l a s s  o f  a t t a c k s  o n  M c E l i e c e  p u b l i c - k e y  a n d  r e -
l a t e d  c r y p t o s y s t e m s .  I n  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  2 0 0 1  C a n a d i a n  W o r k s h o p  
o n  I n f o r m a t i o n  T h e o r y ,  V a n c o u v e r ,  J u n e  2 0 0 l .  
[ 2 ]  A .  A l  J a b r i .  A  s t a t i s t i c a l  d e c o d i n g  a l g o r i t h m  f o r  g e n e r a l  l i n e a r  b l o c k  
c o d e s .  I n  C r y p t o g r a p h y  a n d  C o d i n g ,  v o l u m e  2 2 6 0  o f  L e c t u r e  N o t e s  i n  
C o m p u t .  S c i . ,  p a g e s  1 - 8 .  S p r i n g e r ,  B e r l i n ,  2 0 0 l .  
[ 3 ]  W .  A l l t o p .  A  m e t h o d  f o r  e x t e n d i n g  b i n a r y  l i n e a r  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  
I n f o r m .  T h e o r y ,  3 0 ( 6 ) : 8 7 1  8 7 2 ,  1 9 8 4 .  
[ 4 ]  E .  F .  A s s m u s ,  J r .  a n d  H .  F .  M a t t s o n ,  J r .  N e w  5 - d e s i g n s .  J .  C o m b i n a -
t o r i a l  T h e o r y ,  6 : 1 2 2 - 1 5 1 ,  1 9 6 9 .  
[ 5 ]  N .  A y d i n  a n d  D .  K .  R a y - C h a u d h u r i .  Q u a s i - c y c l i c  c o d e s  o v e r  2 4  a n d  
s o m e  n e w  b i n a r y  c o d e s .  I E E E  ' I r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 8 ( 7 ) : 2 0 6 5 - 2 0 6 9 ,  
2 0 0 2 .  
[ 6 ]  N .  A y d i n ,  1 .  S i a p ,  a n d  D .  K .  R a y - C h a u d h u r i .  T h e  s t r u c t u r e  o f  1 -
g e n e r a t o r  q u a s i - t w i s t e d  c o d e s  a n d  n e w  l i n e a r  c o d e s .  D e s .  C o d e s  C r y p -
t o g r . ,  2 4 ( 3 ) : 3 1 3 3 2 6 ,  2 0 0 l .  
[ 7 ]  Y .  B e n - H a i m  a n d  S .  L i t s y n .  U p p e r  b o u n d s  o n  t h e  r a t e  o f  L D P C  c o d e s  
a s  a  f u n c t i o n  o f  m i n i m u m  d i s t a n c e .  I n  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  2 0 0 5  I E E E  
I n t e r n a t i o n a l  S y m p o s i u m  o n  I n f o r m a t i o n  T h e o r y ,  2 0 0 5 .  
[ 8 ]  P .  B e n i o f f .  T h e  c o m p u t e r  a s  a  p h y s i c a l  s y s t e m :  a  m i c r o s c o p i c  q u a n t u m  
m e c h a n i c a l  H a m i l t o n i a n  m o d e l  o f  c o m p u t e r s  a s  r e p r e s e n t e d  b y  T u r i n g  
m a c h i n e s .  J .  S t a t i s t .  P h y s . ,  2 2 ( 5 ) : 5 6 3  - 5 9 1 ,  1 9 8 0 .  
[ 9 ]  E .  R .  B e r l e k a m p .  A l g e b r a i c  C o d i n g  T h e o r y .  M c G r a w - H i l l  B o o k  C o . ,  
N e w  Y o r k ,  1 9 6 8 .  
3 1 8  
[ 1 0 ]  T .  A .  B e r s o n .  F a i l u r e  o f  t h e  M c E l i e c e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m  u n d e r  
m e s s a g e - r e s e n d  a n d  r e l a t e d - m e s s a g e  a t t a c k .  I n  C R Y P T O  ' 9 7 :  P r o -
c e e d i n g s  o f  t h e  1 7 t h  A n n u a l  I n t e r n a t i o n a l  C r y p t o l o g y  C o n f e r e n c e  o n  
A d v a n c e s  i n  C r y p t o l o g y ,  p a g e s  2 1 3 2 2 0 ,  L o n d o n ,  U K ,  1 9 9 7 .  S p r i n g e r -
V e r l a g .  
[ 1 1 ]  T .  B e t h ,  M .  G r a s s l ,  a n d  D .  E .  L a z i c .  H o w  s e r i o u s  a r e  t h e  c l o u d s  
c a s t  o n  t h e  M c E l i e c e  p u b l i c - k e y  c r y p t o s y s t e m ?  I n  P r o c e e d i n g s  3 r d  
I n t e r n a t i o n a l  S y m p o s i u m  o n  C o m m u n i c a t i o n  T h e o r y  a n d  A p p l i c a t i o n s ,  
p a g e s  2 8 2 - 2 8 8 ,  1 9 9 5 .  
[ 1 2 ]  A .  B e t t e n ,  M .  B r a u n ,  H .  F r i p e r t i n g e r ,  A .  K e r b e r ,  A .  K o h n e r t ,  a n d  
A .  W a s s e r m a n n .  E r r o r  c o r r e c t i n g - l i n e a r  c o d e s :  C l a s s i f i c a t i o n  b y  i s o m e -
t r y  a n d  a p p l i c a t i o n s  ( w e b s i t e ) .  h t t p : / / l i n e a r c o d e s  .  u n i  - b a y r e u t h .  
d e l .  
[ 1 3 ]  A .  B e t t e n ,  M .  B r a u n ,  H .  F r i p e r t i n g e r ,  A .  K e r b e r ,  A .  K o h n e r t ,  a n d  
A .  W a s s e r m a n n .  E r r o r  C o r r e c t i n g - L i n e a r  C o d e s :  C l a s s i f i c a t i o n  b y  
I s o m e t r y  a n d  A p p l i c a t i o n s .  S p i n g e r ,  2 0 0 5 .  
[ 1 4 ]  M .  C .  B h a n d a r i  a n d  M .  S .  G a r g .  O p t i m u m  c o d e s  o f  d i m e n s i o n  3  a n d  
4  o v e r  G F ( 4 ) .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  3 8 ( 5 ) : 1 5 6 4 1 5 6 7 ,  1 9 9 2 .  
[ 1 5 ]  J .  B i e r b r a u e r .  D i r e c t  c o n s t r u c t i o n s  o f  a d d i t i v e  c o d e s .  J .  C o m b i n .  D e s . ,  
1 0 ( 4 ) : 2 0 7 - 2 1 6 , 2 0 0 2 .  
[ 1 6 ]  J .  B i e r b r a u e r .  T h e  t h e o r y  o f  c y c l i c  c o d e s  a n d  a  g e n e r a l i z a t i o n  t o  a d d i -
t i v e  c o d e s .  D e s .  C o d e s  C r y p t o g r . ,  2 5 ( 2 ) : 1 8 9 - - 2 0 6 ,  2 0 0 2 .  
[ 1 7 ]  . T .  R .  B i t n c r ,  G .  E h r l i c h ,  a n d  E .  M .  R c i n g o l d .  E f f i c i e n t  g e n e r a t i o n  o f  
t h e  b i n a r y  r e f l e c t e d  G r a y  c o d e  a n d  i t s  a p p l i c a t i o n s .  C o m m .  A  C M ,  
1 9 ( 9 ) : 5 1 7 5 2 1 ,  1 9 7 6 .  
[ 1 8 ]  E .  B l o k h  a n d  V .  Z y a b l o v .  C o d i n g  o f  g e n e r a l i z e d  c o n c a t e n a t e d  c o d e s .  
P r - o b l .  I n f o r m .  T r a n s m . ,  1 0 ( 3 ) : 2 1 8 2 2 2 ,  1 9 7 4 .  
[ 1 9 ]  A .  B l o k h u i s  a n d  A .  E .  B r o u w e r .  S m a l l  a d d i t i v e  q u a t e r n a r y  c o d e s .  
E u r o p e a n  J .  C o m b i n . ,  2 5 ( 2 ) : 1 6 1  1 6 7 ,  2 0 0 4 .  
[ 2 0 ]  R .  C .  B o s e  a n d  D .  K .  R a y - C h a u d h u r i .  O n  a  c l a s s  o f  e r r o r  c o r r e c t i n g  
b i n a r y  g r o u p  c o d e s .  I n f o r m a t i o n  a n d  C o n t r o l ,  3 : 6 8 - 7 9 ,  1 9 6 0 .  
3 1 9  
[ 2 1 J  W .  B o s m a ,  J .  J .  C a n n o n ,  a n d  C .  P l a y o u s t .  T h e  M a g m a  A l g e b r a  S y s t e m  
I :  T h e  U s e r  L a n g u a g e .  J .  S y m b o l i c  C o m p u t . ,  2 4 ( 3  - 4 ) : 2 3 5 - 2 6 6 ,  1 9 9 7 .  
[ 2 2 J  I .  B o u k l i e v ,  R .  D a s k a l o v ,  a n d  S .  K a p r a l o v .  O p t i m a l  q u a t e r n a r y  l i n e a r  
c o d e s  o f  d i m e n s i o n  f i v e .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 2 ( 4 ) : 1 2 2 8  1 2 3 5 ,  
1 9 9 6 .  
[ 2 3 J  A .  E .  B r o u w e r .  B o u n d s  o n  t h e  m i n i m u m  d i s t a n c e  o f  l i n e a r  c o d e s  ( o n l i n e  
t a b l e s ) .  h t t p : / / w w w . w i n . t u e . n l / - a e b / v o o r l i n c o d .  h t m l .  
[ 2 4 J  A .  E .  B r o u w e r .  B o u n d s  o n  t h e  s i z e  o f  l i n e a r  c o d e s .  I n  H a n d b o o k  o f  
C o d i n g  T h e o r y ,  V o l .  I ,  I I ,  p a g e s  2 9 5  4 6 1 .  N o r t h - H o l l a n d ,  A m s t e r d a m ,  
1 9 9 8 .  
[ 2 5 J  A .  E .  B r o u w e r  a n d  T .  V e r h o e f f .  A n  u p d a t e d  t a b l e  o f  m i n i m u m -
d i s t a n c e  b o u n d s  f o r  b i n a r y  l i n e a r  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  
3 9 ( 2 ) : 6 6 2 - 6 7 6 ,  1 9 9 3 .  
[ 2 6 J  J .  B u c h m a n n ,  C .  C o r o n a d o ,  M .  D r i n g ,  D .  E n g e l b e r t ,  C .  L u d -
w i g ,  R .  O v e r b e c k ,  A .  S c h m i d t ,  U .  V o l l m e r ,  a n d  R . - P .  W e i n -
m a n n .  P o s t - q u a n t u m  s i g n a t u r e s .  h t t p :  I  I  c i  t e s e e r .  i f i .  u n i z h .  c h i  
b u c h m a n n 0 4 p o s t q u a n t u m . h t m l .  
[ 2 7 J  L .  C a l a b i  a n d  E .  M y r v a a g n e s .  O n  t h e  m i n i m a l  w e i g h t  o f  b i n a r y  g r o u p  
c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  1 0 ( 4 ) : 3 8 5  3 8 7 ,  1 9 6 4 .  
[ 2 8 J  A .  R .  C a l d e r b a n k ,  A .  R .  H a m m o n s ,  J r . ,  P .  V .  K u m a r ,  N .  J .  A .  S l o a n e ,  
a n d  P .  S o l e .  A  l i n e a r  c o n s t r u c t i o n  f o r  c e r t a i n  K e r d o c k  a n d  P r e p a r a t a  
c o d e s .  B u l l .  A m e r .  M a t h .  S o c .  ( N . S . ) ,  2 9 ( 2 ) : 2 1 8  2 2 2 ,  1 9 9 3 .  
[ 2 9 J  A .  R .  C a l d e r b a n k  a n d  G .  M .  M c G u i r e .  C o n s t r u c t i o n  o f  a  ( 6 4 , 2
3 7
, 1 2 )  
c o d e  v i a  G a l o i s  r i n g s .  D e s .  C o d e s  C r y p t o g r . ,  1 0 ( 2 ) : 1 5 7 - 1 6 5 ,  1 9 9 7 .  
[ 3 0 J  A .  R .  C a l d e r b a n k ,  E .  M .  R a i n s ,  P .  W .  S h o r ,  a n d  N .  J .  A .  S l o a n e .  
Q u a n t u m  e r r o r  c o r r e c t i o n  v i a  c o d e s  o v e r  G F ( 4 ) .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  
T h e o r y ,  4 4 ( 4 ) : 1 3 6 9 - 1 3 8 7 , 1 9 9 8 .  
[ 3 1 J  A .  C a n t e a u t .  p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n ,  2 0 0 5 .  
[ 3 2 J  A .  C a n t e a u t  a n d  F .  C h a b a u d .  I m p r o v e m e n t s  o f  t h e  a t t a c k s  o n  c r y p -
t o s y s t e m s  b a s e d  o n  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e s .  h t t p : /  I  c i  t e s e e r .  i s t  .  
p s u . e d u / 1 4 8 0 6 9 . h t m l , 1 9 9 5 .  
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[ 3 3 J  A .  C a n t e a u t  a n d  F .  C h a b a u d .  A  n e w  a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  m i n i m u m -
w e i g h t  w o r d s  i n  a  l i n e a r  c o d e :  a p p l i c a t i o n  t o  M c E l i e c e ' s  c r y p t o s y s t e m  
a n d  t o  n a r r o w - s e n s e  B C H  c o d e s  o f  l e n g t h  5 1 1 .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  
T h e o r y ,  4 4 ( 1 )  : 3 6 7 - 3 7 8 ,  1 9 9 8 .  
[ 3 4 J  M .  C e d e r v a l l  a n d  R .  J o h a n n e s s o n .  A  f a s t  a l g o r i t h m  f o r  c o m p u t i n g  
d i s t a n c e  s p e c t r u m  o f  c o n v o l u t i o n  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  
3 5 ( 6 ) : 1 1 4 6 - 1 1 5 9 ,  1 9 8 9 .  
[ 3 5 J  F .  C h a b a u d .  O n  t h e  s e c u r i t y  o f  s o m e  c r y p t o s y s t e m s  b a s e d  o n  e r r o r -
c o r r e c t i n g  c o d e s .  I n  A d v a n c e s  i n  c r y p t o l o g y  - E U R O C R Y P T  ' g 4  ( P e -
r u g i a ) ,  v o l u m e  9 5 0  o f  L e c t u r ' e  N o t e s  i n  C o m p u t .  S c i . ,  p a g e s  1 3 1 - - 1 3 9 .  
S p r i n g e r ,  B e r l i n ,  1 9 9 5 .  
[ 3 6 J  C .  L .  C h e n .  S o m e  r e s u l t s  o n  a l g e b r a i c a l l y  s t r u c t u r e d  e r r o r - c o r r e c t i n g  
c o d e s .  P h D  t h e s i s ,  U n i v .  H a w a i i ,  1 9 6 9 .  
[ 3 7 J  C .  L .  C h e n .  C o m p u t e r  r e s u l t s  o n  t h e  m i n i m u m  d i s t a n c e  o f  s o m e  b i u a r y  
c y c l i c  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  1 6 ( 3 ) : 3 5 9  3 6 0 ,  1 9 7 0 .  
[ 3 8 J  C .  L .  C h e n ,  W .  W .  P e t e r s o n ,  a n d  E .  J .  W e l d o n ,  J r .  S o m e  r e s u l t s  o n  
q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  I n f o r m a t i o n  a n d  C o n t r o l ,  1 5 : 4 0 7 - · 4 2 3 ,  1 9 6 9 .  
[ 3 9 J  E .  Z .  C h e n .  D a t a b a s e  o f  b i n a r y  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  h t t p : / / w w w  .  t e e .  
h k r . s e / - e h e n / r e s e a r e h / e o d e s / s e a r e h q e 2 . h t m .  
[ 4 0 J  Z .  C h e n .  S i x  n e w  b i n a r y  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  I E E E  T m n s .  I n f o r m .  
T h e o r y ,  4 0 ( 5 ) : 1 6 6 6 - 1 6 6 7 ,  1 9 9 4 .  
[ 4 1 J  1 .  C o n s t a n t i n e s c u  a n d  W .  H e i s e .  O n  t h e  c o n c e p t  o f  c o d e - i s o m o r p h y .  J .  
G e o m . ,  5 7 ( 1 - 2 ) : 6 3 6 9 ,  1 9 9 6 .  
[ 4 2 J  L .  W .  C o u c h .  D i g i t a l  a n d  A n a l o g  C o m m u n i c a t i o n  S y s t e m s .  P r e n t i c e  
H a l l ,  s i x t h  e d i t i o n ,  2 0 0 1 .  
[ 4 3 J  J .  C r a m w i n c k e l ,  E .  R o i j a c k e r s ,  R .  B a a r t ,  E .  M i n k e s ,  L .  R u s c i o ,  a n d  
D .  J o y n e r .  G U A V A  - a  G A P  p a c k a g e  f o r  c o m p u t i n g  w i t h  e r r o r -
c o r r e c t i n g  c o d e s .  h t t p : / / e a d i g w e b  .  e w .  u s n a .  e d u / - w d j / g a p / G U A V A / .  
[ 4 4 J  R .  D a s k a l o v  a n d  P .  H r i s t o v .  N e w  b i n a r y  o n e - g e n e r a t o r  q u a s i - c y c l i c  
c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 9 ( 1 1 ) : 3 0 0 1 3 0 0 5 ,  2 0 0 3 .  
3 2 1  
[ 4 5 ]  R .  N .  D a s k a l o v  a n d  T .  A .  G u l l i v e r .  N e w  g o o d  q u a s i - c y c l i c  t e r n a r y  a n d  
q u a t e r n a r y  l i n e a r  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 3 ( 5 ) : 1 6 4 7  
1 6 5 0 ,  1 9 9 7 .  
[ 4 6 ]  R .  N .  D a s k a l o v  a n d  T .  A .  G u l l i v e r .  N e w  g o o d  q u a s i - c y c l i c  t e r n a r y  a n d  
q u a t e r n a r y  l i n e a r  c o d e s .  I E E E  ' ! ' r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 3 ( 5 ) : 1 6 4 7  
1 6 5 0 ,  1 9 9 7 .  
[ 4 7 ]  R .  N .  D a s k a l o v  a n d  T .  A .  G u l l i v e r .  N e w  q u a s i - t w i s t e d  q u a t e r n a r y  l i n e a r  
c o d e s .  I E E E  ' ! ' r a n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  4 6 ( 7 ) : 2 6 4 2  2 6 4 3 ,  2 0 0 0 .  
[ 4 8 ]  P .  D e l s a r t e  a n d  J . - M .  G o e t h a l s .  A l t e r n a t i n g  b i l i n e a r  f o r m s  o v e r  G F ( q ) .  
J .  C o m b i n a t o r i a l  T h e o r y  S e r .  A ,  1 9 : 2 6  5 0 ,  1 9 7 5 .  
[ 4 9 ]  D .  D e u t s c h .  Q u a n t u m  t h e o r y ,  t h e  C h u r c h - T u r i n g  p r i n c i p l e  a n d  
t h e  u n i v e r s a l  q u a n t u m  c o m p u t e r .  P r o c .  R a y .  S o c .  L o n d o n  S e r .  A ,  
4 0 0 ( 1 8 1 8 ) : 9 7 1 1 7 ,  1 9 8 5 .  
[ 5 0 ]  W .  D i f f i e  a n d  M .  E .  H e l l m a n .  N e w  d i r e c t i o n s  i n  c r y p t o g r a p h y .  I E E E  
' ! ' r a n s .  I n f o r m a t i o n  T h e o r y ,  I T - 2 2 ( 6 ) : 6 4 4 - 6 5 4 ,  1 9 7 6 .  
[ 5 1 ]  J .  D .  D i x o n  a n d  B .  M o r t i m e r .  P e r m u t a t i o n  g r o u p s ,  v o l u m e  1 6 3  o f  
G r a d u a t e  T e x t s  i n  M a t h e m a t i c s .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  N e w  Y o r k ,  1 9 9 6 .  
[ 5 2 ]  R .  P .  F e y n m a n .  S i m u l a t i n g  p h y s i c s  w i t h  c o m p u t e r s .  I n t e r n a t .  J .  T h e -
O T · e t .  P h y s . ,  2 1 ( 6 - 7 ) : 4 6 7 - 4 8 8 ,  1 9 8 1 / 8 2 .  P h y s i c s  o f  c o m p u t a t i o n ,  P a r t  I I  
( D e d h a m ,  M a s s . ,  1 9 8 1 ) .  
[ 5 3 ]  P .  G a b o r i t .  S e l f - d u a l  c o d e s  ( o n l i n e  t a b l e s  a n d  d a t a b a s e ) .  
h t t p : / / w w w . u n i l i m . f r / p a g e s _ p e r s o / p h i l i p p e . g a b o r i t / S D /  
S e l f D u a l C o d e s . h t m .  
[ 5 4 ]  P .  G a b o r i t ,  W .  C .  H u f f m a n ,  J . - L .  K i m ,  a n d  V .  P l e s s .  O n  a d d i t i v e  G F ( 4 )  
c o d e s .  I n  C o d e s  a n d  a s s o c i a t i o n  s c h e m e s  ( P i s c a t a w a y ,  N J ,  1 9 9 9 ) ,  v o l -
u m e  5 6  o f  D I M A C S  S e r .  D i s c r e t e  M a t h .  T h e o r e t .  C o m p u t .  S c i . ,  p a g e s  
1 3 5 - 1 4 9 .  A m e r .  M a t h .  S o c . ,  P r o v i d e n c e ,  R I ,  2 0 0 1 .  
[ 5 5 ]  S .  D .  G a l b r a i t h ,  K .  H a r r i s o n ,  a n d  D .  S o l d e r a .  I m p l e m e n t i n g  t h e  t a t e  
p a i r i n g .  I n  A N T S ,  p a g e s  3 2 4  - 3 3 7 ,  2 0 0 2 .  
[ 5 6 ]  R .  G .  G a l l a g e r .  L o w - d e n s i t y  p a r i t y - c h e c k  c o d e s .  I R E  ' ! ' r a n s . ,  I T - 8 : 2 1  
2 8 ,  1 9 6 2 .  
3 2 2  
[ 5 7 J  M .  R .  G a r e y  a n d  D .  S .  J o h n s o n .  C o m p u t e r s  a n d  I n t r a c t a b i l i t y .  W .  H .  
F r e e m a n  a n d  C o . ,  S a n  F r a n c i s c o ,  C a l i £ . ,  1 9 7 9 .  
[ 5 8 J  J .  K .  G i b s o n .  E q u i v a l e n t  G o p p a  c o d e s  a n d  t r a p d o o r s  t o  M c E l i e c e ' s  
p u b l i c  k e y  c r y p t o s y s t e m .  I n  A d v a n c e s  i n  c r y p t o l o g y  E U R O C R Y P T  
' 9 1  ( B r i g h t o n ,  1 9 9 1 ) ,  v o l u m e  5 4 7  o f  L e c t u r e  N o t e s  i n  C o m p u t .  S e i . ,  
p a g e s  5 1 7  - 5 2 1 .  S p r i n g e r ,  B e r l i n ,  1 9 9 1 .  
[ 5 9 J  J  . - M .  G o e t h a l s .  T w o  d u a l  f a m i l i e s  o f  n o n l i n e a r  b i n a r y  c o d e s .  E l e c t r o n i c  
L e t t e r s ,  1 0 : 4 7 1 - 4 7 2 ,  1 9 7 4 .  
[ 6 0 J  J . - M .  G o e t h a l s .  N o n l i n e a r  c o d e s  d e f i n e d  b y  q u a d r a t i c  f o r m s  o v e r  
G F ( 2 ) .  I n f o r m a t i o n  a n d  C o n t r o l ,  3 1 ( 1 ) : 4 3 - 7 4 ,  1 9 7 6 .  
[ 6 1 J  M .  G o l a y .  N o t e s  o n  d i g i t a l  c o d i n g .  P r o c .  I R E  ( I E E E ) ,  3 7 : 6 5 7 ,  1 9 4 9 .  
[ 6 2 J  H .  D .  G o l d m a n ,  M .  K l i m a n ,  a n d  H .  S m o l a .  T h e  w e i g h t  s t r u c t u r e  o f  
s o m e  B o s e - C h a u d h u r i  c o d e s .  I E E E  n u n s .  I n f o r m .  T h e o r y ,  1 4 ( 1 ) : 1 6 7 -
1 6 9 ,  1 9 6 8 .  
[ 6 3 J  V .  D .  G o p p a .  A  n e w  c l a s s  o f  l i n e a r  c o r r e c t i n g  c o d e s .  P r o b l e m y  P e r e d a c i  
I n f o r m a c i i ,  6 ( 3 ) : 2 4 - 3 0 ,  1 9 7 0 .  
[ 6 4 J  R .  L .  G r a h a m ,  D .  E .  K n u t h ,  a n d  O .  P a t a s h n i k .  C o n c r e t e  M a t h e m a t -
i c s .  A d d i s o n - W e s l e y  P u b l i s h i n g  C o m p a n y  A d v a n c e d  B o o k  P r o g r a m ,  
R e a d i n g ,  M A ,  1 9 8 9 .  
[ 6 5 J  M .  G r a s s ! .  N e w  b i n a r y  c o d e s  f r o m  a  c h a i n  o f  c y c l i c  c o d e s .  I E E E  T r a n s .  
I n f o r m .  T h e o r y ,  4 7 ( 3 ) : 1 1 7 8 1 1 8 1 ,  2 0 0 1 .  
[ 6 6 J  M .  G r a s s l  a n d  G .  W h i t e .  N e w  g o o d  l i n e a r  c o d e s  b y  s p e c i a l  p u n c t u r i n g s .  
I n  P r o c e e d i n g s  2 0 0 4  I E E E  I n t e r n a t i o n a l  S y m p o s i u m  o n  I n f o r m a t i o n  
T h e o r y ,  p a g e  4 5 4 ,  2 0 0 4 .  
[ 6 7 J  M .  G r a s s l  a n d  G .  W h i t e .  N e w  c o d e s  f r o m  c h a i n s  o f  q u a s i - c y c l i c  c o d e s .  
I n  P r o c e e d i n g s  2 0 0 5  I E E E  I n t e r n a t i o n a l  S y m p o s i u m  o n  I n f o r m a t i o n  
T h e o r y ,  p a g e s  2 0 9 5  2 0 9 9 ,  2 0 0 5 .  
[ 6 8 J  P .  P .  G r e e n o u g h  a n d  R .  H i l l .  O p t i m a l  l i n e a r  c o d e s  o v e r  G F ( 4 ) .  D i s c r e t e  
M a t h . ,  1 2 5 ( 1 - 3 ) : 1 8 7 - 1 9 9 ,  1 9 9 4 .  1 3 t h  B r i t i s h  C o m b i n a t o r i a l  C o n f e r e n c e  
( G u i l d f o r d ,  1 9 9 1 ) .  
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[ 6 9 ]  M .  G r e f e r a t h  a n d  S .  E .  S c h m i d t .  G r a y  i s o m e t r i e s  f o r  f i n i t e  c h a i n  r i n g s  
a n d  a  n o n l i n e a r  t e r n a r y  ( 3 6 ,  3
1 2
,  1 5 )  c o d e .  I E E E  T r a n s .  I n f o r m .  T h e -
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